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I. 



. Ueber die Reflexion und Refiraction beim 

Kreise. 

Von 

dem Herausgeber. 



1 . 

Für einen Kreis, dessen Ebene, in welcher im Folgenden alle / 
CoDstrnctionen allein ausgeführt werden, selbst als Ebene der xy 
angenommen wird , ergiebt sich aus dem in dem Aufsätze Tbl. IV. 
No. XX. entwickelten allgemeinen Formeln unmittelbar die folgende 
Auflösung des Fundamentalproblems der Katoptrik und Dioptrik. 
Gegeben sind: 

die Coordinaten j», q des Punktes, von welchem der einfallende 
Strahl ausgeht; 

die 180° nicht übersteigenden Winkel a, /S, welche der einfaU 
lende Strahl mit den positiven Theilen zweier durch deu Punkt 
(P7) primitiven Axen der x, y paralleler Axen 

einschliesst; 

die Gleichnng des znriickwerfenden oder brechenden Kreises, 
nädilich die Gleichung 

(a: — «,)*-!- (y—^, )*=/**,, 

wo der Halbmesser R^ als positiv oder als negativ betrachtet 
wird, jenachdem der einfallende Strahl die concave oder convexe 
Seite dieses Kreises trifft. 

Gesucht werden die Coordinaten des Einfallspnnkts und 

die 180° nicht übersteigenden Winkel /?,, welche der von dem 
Punkte ausgehende ausfallende Strahl mit den positiven . 

Theilen zweier durch den Punkt {p,q,) gelegter, den primitiven 
Axen der x, y paralleler Axen einschliesst. 

Tkeil V. ' '1 
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Zur Berechnung dieser vier Grössen durch welche die Lage 
des ausfallenden Strahls vollkommen bestimmt wird, hat man nach I 
den in dem genannten Aufsotze entwickelten allgemeinen Gleicbun- | 
gen offenbar die folgenden Formeln. 

Zuerst berechnet man die Grössen E^ und A', mittelst der 
Formeln 

E^ — V(ay — ;/)* -h(Ä, —7)’, 

A', = (o, — ji) cos — 9 ’) cos /J ; 



und hierauf den 90° nicht übersteigenden Winkel 0 mittelst einer 
der Formeln - v 



oder 



cos 



0 = y 1 _ 






Dann ergeben sich die Coordinaten 7 , mittelst der Formeln; 

p, =/> + (A', -t- /f , cos ©) cos a, 

7 , = y + (A”, + cos 0) cos ( 8 ; 



• und hierauf die 180" nicht ühersteigendeu Winkel ß' mittelst 
der Formeln 



cos a 



«I —Pi 

Ä. 



Ä, • 



Endlich erhält man die 180" nicht übersteigenden Winkel 
mittelst der Formeln 



cos a, =jU cos «-+-COS u' {(i cos ©±1^1 — jU* sin ©*), 

cos /S, cos /S - 1 - cos ß' (ft, cos ©± 1/ 1 — /*’ sin ©»); 

wo ft, seine bekannte Bedeutung hat, und im Falle der Reflexion 
die obero, im Falle der Refractiuu die untern Zeichen zu nehmen 
sind, ... ' 

Wenn man die Lage einer von einem Punkte ausgehenden ge- 
raden Linie nicht wie vorher durch die zw di von ihr mit den po- 
sitiven Thcilcn zweier durch den in Rede stehenden Punkt gelegter 
auf einander senkrecht stehender Axen eingeschlossenen, 180" nicht 
übersteigenden Winkel, sondern durch den einen von dieser Linie 
mit dem positiven Theile der als erste angenommenen Axe des 
Systems eingeschlossenen, durch den Coordinatenwinkel hindurch 
von dem positiven Theile der in Rede stehenden Axe an von 0 bis 
360" gezählten Winkel hestimint; so muss man, 'wie leicht erhellen 
wird, wenn nämlich jetzt a, u', a, die in Rede stehenden auf die 
angegebene IVeise geuomraenen Bestimmungswinkel sind, in den 
obigen Formeln statt 

• cos u, cos ß; cos a', cos ß ' ; cos cos jS, 
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respective 

C 08 a, sin a;^ cos a', sin a'; cos a,, sin a, 

setzen. Dies vorausgesetzt, erliulten wir aus dem Obigen unmittel 
bar die folgende Autlösung unsers Problems: 

Gegeben sind: 

die Coordinaten p, q des Punktes, von welchem der einfallende 
Strahl ausgebt; 

def von dem einfall^nden Strahle mit dem positiven Tbeile der 
ersten Aze eines durch den Punkt (pq) gelegten, dem primitiven 
Svsteme der xy parallelen Coordinatensystems eingescblosscne 
\Vinkel a, indem man diesen Winkel von dem positiven Tbeile 
der ersten Axe des in Rede stehenden Systems an durch den 
Coordinatenwinkel dieses Systems hindurch von 0 bis 360° zählt; 
die Gleichung des zurUckwerfenden oder brechenden Kreises, 
nämlich die Gleichung 

wo der Halbmesser /{, als positiv oder negativ zu betrachten ist, 
jenacbdem der einfallende Strahl die concave oder convexe Seite 
dieses Kreises trifft. 

Gesucht werden die Coordinaten Pt,q, des Einfallspunkts und 
der Winkel welchen der von dem Punkte {Piq,) ausgehende 
ausfallende Strahl mit dem positiven Tbeile der ersten Axe eines 
durch den Punkt {p,q,) gelegten, dem primitiven Systeme der a:y 
parallelen Coordinatensystems einschliesst, indem man diesen Win- 
kel von dem positiven Tlieile der ersten Axe des in Rede stehen- 
den, dem primitiven Systeme parallelen Systems an durch den Coor- 
dinatenwinkel dieses Systems hindurch von 0 bis 360° zählt. 

Zur Berechnung dieser drei'Grüssen hat man nach den) Obigen 
die folgenden Formeln. 

Zuerst berechnet man die' Grössen E^ und mittelst der 
Formeln 

= l/(ari — />)» -t- (Ä, — 7)», 

Ä”, =t(oi — p) cos — q) sin «; 



und hierauf den 90° nicht übersteigenden fVinkel 0 mittelst einer 
der Formeln 



oder 









Dann ergeben sich die Coordinaten ^,,7, mittelst der Formeln 

Pi =,p-\-{K^-\- Hl cos 0) cos a, 

= 7 -t- (Ä", -4-Ä, cos 0) sin a; 

1 ° 
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und hierauf a' mittelst der Formeln 



cos tt’ = 




sin a' = 




Endlich erhält man den Winkel a, mittelst der Formeln 



cos «, =ju cos o-l-cos a'(fi cos © ± — fi* sin ©’), 

sin «j = jU sin a + sin a' {ft, cos © ± — ft* sin ©’); 

wo fi seine bekonnte Bedeutung' bat, und im Falle der Reflexioti 
die obern, im Falle der Refraction die untern Zeichen zu nehmen 
sind. 



§. 2 . 

Man kann aber die am Ende des vorhergehenden Paragraphen 
entwickelten Formeln noch auf einen andern Ausdruck bringen. 
Zuerst ist nämlich, wie man leicht findet, 

El* — Kl* = j(«, — p) sin « — (Ä, — y) cos o}’, 

oder, wenn wir der /Kürze wegen 

Li =i (flt, — p) sin a — (Ä, — q) cos u 

setzen, 

Ei*-Ki* = (Ei-^ Kl) [El - Ä'.) = El*. 

Weil nun ferner nach dem vorhergehenden Paragraphen 

Kl cos a' = a, — /»,, Ä, sin o'=-ä, — 

ist; so ist, wenn man die bekannten Ausdrücke von pi und fr, ein* 
führt: ' 

Kl cos a' = o, — p — (Ä", -I-/1, cos ©) cos a. 

Kl sin a'=Ä, — y — (Ä”, +Ä, cos ©) sin o; 

und folglich, wenn man nun auch noch für A', seinen bekannten 
W'erth setzt: 

Kl cosa'= 1(«, — p) sin « — (A, — y) cos«] sina— A, cos© cos a, 
Kl sin a'= — j(a, — p) sin « — (ä, — y) cos «j cos a — A, cos©sina; 

d. i, in der vorher eingefübrten Bezeichnung 

A, cos a—Ei sin o-^A, cos © cos o, 

' A, sin a' = — A, cos « — A, cos © sin a; 

also 

, Li sin a, — Ri COS B cos n 
COS a* = Tp ^ ? 
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siD a 



L, cos a-f- /t, cos 8 sin <c_ 



Ä. 



oder anch 






cos a' = — cos 0 cos a + ^ sin «, 

• ' ö 

sin o = — cos 0 sin a — cos a. 

«1 



Führt man diese Ausdrücke in die bekannten Ausdrücke von cos«, 
und sin 0 | ein, so erhält man 



cos a, = 

ft cos a — (cos 0 cos a — ^ sin o) (/* cos 0 db 1^1 — (i* sin &-), 

sin a, = 

ft sin « — (cos 0 sin o ■+- cos a) (jt cos 0 =*= 1 — ft'* sin 0’); 

and unsere Aufgabe kann daher jetzt auch durch die folgenden 
Formeln, in denen der Winkel u gar nicht mehr vorkommt, und 
auch die Berechnung der Grösse Ei nicht erfordert wird, aufge-' 
löst werden: 



Kl =(«, — p) cos « + (b, — q) sin « 

El =(ar, — p~) sin u — (ä, — q) cos «; 

cos 0 = |/l — sin 0=|/^i^; 

Pi =p-h(A'i -+-E, cos 0) cos «, 
g, = g + (Kl + /ti cos 0) sin a; 

cos «, = ‘ • 

p cos a — (cos 0 cos a — ^ sin o) (p cos 0 ± V^l — /z* sin 0’), 

sin a, = 

sin a — (cos 0 sin a + cos «) (p cos 0 db l^l — p^ sin 0’) ; 

wo immer im Falle der Reflexion die obern, im Fülle der Refraction 
die untern Zeichen zu nehmen sind. 

Weil zwei dem Zeichen nach entgegengesetzte Winkel oder 
Bogen, deren absolute Werthe einander gleich sind, bekanntlich 
jederzeit gleiche Cosinus haben, so ist klar, dass, wenn man jetzt 
den Winkel 0 als einen blossen Hülfswinkcl mittelst der Formel 




bestimmt, und dieser Gleichung gemäss gehörig positiv nnd nega- 
tiv, seinen absoluten Werth aber nie grösser als 90° nimmt, die 
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vorbergebenden Gleicbungen ihre völlige Richtigkeit bebalten; und 
man bat daher zu der Auflüsuag unserer Aufgabe jetzt die folgen» 
den Formeln: 

Ä", =(«, — cos a-+-(Ä, — q) sin o, 

Ll^ = (o, — p) sin a — (A, — q) cos «; 

sin 

-4-/1, cos ©) cos «, 
qx =q-\-(Ki + /<, cos ®) sin a; 



cos a, = 

ju cos « — (cos 0 cos u — sin a) (fi cos © db 1 — sin ©*), 

sin a, = 

/u sin « — (cos © sin a -H ^ cos o) {/i cos © ± V' l — /a* sin ©*)j 

wo der absolute Werth von © nie grösser als 90° zu nehmen ist, 
und dem Falle der Reflexion die obern, dem Falle der Refractiou 
die untern Zeichen entsprechen. 

Nun ist aber 

cos © cos a — w^sin a = cos . (a -|- ©), 

cos © sin a ^ cos a = sin (« + ©); 

und man kann also die obigen Formeln auch unter der folgenden 
Form darstellen: 

A”, =(«, — p) cos o + (Ä, — q) sin u, 

A,=(«, — sin a — (^, — cos a; 

sin ©=-^; 

Px =:p-\-{Kx H-/J, cos ©) cos a, 
qx = q-i- (A, -4- /l, cos ©) sin «; 
cos cos « — cos (a -4- ©) (/u. cos ©±l/l — p* sin ©’), 

sin a, = p sin a — sin (a ©) (/* cos ©±V^1 — /a* sin ©*); 



wo wieder der absolute Werth von © nie grösser als 90° genom- 
men wird, und dem Falle der Reflexion die obern, dem Fmle der 
Refraction die untern Zeichen entsprechen. 

Nimmt man nun aber p, welches bisher immer als positiv be- 
trachtet wurde, im Falle der Reflexion positiv, im Falle der Re- 
fraction dagegen negativ, und bezeichnet den absoluten Werth von 
p durch {p)x so kann man die obigen Formeln auch auf den, fol- 
genden Ausdruck bringen, bei welcliem man bloss zu beachten hat, 
dass der absolute Werth von © nie grösser als 90° zu nehmen ist: 
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£Ci—(ai — p) cos a-i-(Ä, — f) sio Oj 
£>1 =(«, — p) sin » — (Ä, — gr) cos o; 

sin 0 = ^j 

Pi =P~i~{^i +J^\ cos 0) cos c», 
y, =^H-(Ä’, +/1, cos 0) sin a; 

= cos a — cos(a + 0)(cos 0-|-^\/l — siu 0*), 
— giu a — sin(a + 0) (cos 0 + — l^ l — p* sin 0*). 



ip) 



mein 

und 



Berechnet man die HUIfsgrössen 17 und $ mittelst der For- 
0, — P — Q cos Hf Ä, — 9 — Q sin ti 
sin t — p sin 0, 

wobei man den absoluten Werth Ton. | nie crösser als 90 ° nimmt; 
so können die obigen Gleichungen, wie lei^t erhellen wird, auch 
unter der folgenden Form dargestellt werden; 

AT, =ß cos(a — tj), £,=g sin(a — >;); 

sin 0 = ^; 

Pi =p- 1 -(^i cos 0) cos 0, 

gr, = g -i-(£C^ -i- Jl, cos 0) sin «; 

cos a, cos (a -1-0) sin ({+ 9 ) , 

— ' = COS OC • ' : y. ■*! r 

(ft) sin { 

sin Ol . sin (a -4- 61 sin ({ -+- 6) 

(/i) sin ^ 

Unter dieser Gestalt enthalten die Formeln, wie es mir scheint, 
die vollständigste nnd einfachste Auflösung nnsers Problems. 



§. 3 . 

\ 

Die Gleichung der durch den einfallenden Strahl und seine Ver- 
längerung über den Punkt {pq") hinaus dargestellten geraden Li- 
nie ist 

= y— y 

cos a sin « 

oder ' 

' X sin a — y cos a=.p sin a — q cos u. ' 

Bezeichnen wir nun die erste Coordinate des Durchschnittspunkts 
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der in Rede stehenden geraden Linie mit der Are der x durch 
so ist 



und folglich 

oder auch 
Ganz eben so ist 



^ sin a = p sin a — q cos a, 
\ 

A p a — g cos g 
^ ain a ’ 

Hi = p — q cot «. 

x — Pi y — yi - 



oder 



X sin o, — y cos «,=;>, sin «, — cos o, 



die Gleichung der durch den ausfallenden Strahl und seine Verlän> 
gernng über den Punkt (p,q,) hinaus dargestellten geraden Linie; 
also istj wenn wir die erste Coordinate des Durcbscbnittspnnkts die- 
ser geraden Linie mit>der Axe der x durch bezeichnen: 



nnd folglich 
oder auch 



sin a, =p, sin a, — q, cos a,, 

A. 



p, sin «, — cos «1 
sin a, ’ 



Ai=Pj — y, cot a,. 



Nun ist aber nach dem vorhergehenden Paragraphen, wie man leicht 
findet: 

Pi sin «r, -^^1 ros o, 

C“) 

, —P 8tn a — q cos « 

— |(Ä’, -t-/> cos a-\-q sin a) sin -\-p sin «— y cos o) cos ©j 



1 , 



und 



also 



X (cos 0 4- — 1/ 1 — /u* sin 0*) 

K^-\-p cos a~i~q sin a = «, cos «-f-A, sin a, 

Z», -i-p sin a — q cos a = a, sin a — Ä, cos o; 



p, sin «, — 9, cos «, 

w 



= p am a — q cos a 

— \{a, cos o -t- Ä, sin a) sin 0-t- («, sin o — 6, cos«) cos 0j 



X (cos 0 -t- — 1/1 — p* sin ©*), 

r* • 
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t Pi sin ff| — cos 

w 

= p sin a — ^ cos a 

— ja, sin (o -H 0) — cos (« + 0) j (cos 0 + — — /u» sin0*),. 

und folglich nach dem Obigen 

A • A *in “i 

A «1 «—Al 

= |(a, sin(o-i-0) — cos(o + 0)| (cos 0 -t- — 1 — /** sin ©*). 

Führt man aber für seinen aus dem vorhergehenden Paragra- 

phen bekannten Werth ein, so erhält man 

(A — Al) «in « 

= j(a, — Ai)““(«”l*®) — Ä, cos(o+0) I (cos 0-1— ^ V' 1 — i** sin 0*), 
oder 

(A — Al) sin a 

, (a, — A,) sin(o-|- e) — A, cos («-+-») 



= cos 0 + -^l^l — (i* sin 0*. 

r* 



Für A, =0 ist 



A^ = (eos 0+ -L t/ i^» sin 0») , 

a, — A, sin a ' fi 



und folglich 

a.— A . sinfa-t-ö) , ^ . 1 , : — : — 

— * — ^ =1 ■ ■ (cos 0 H VI — u» sin 0*), 

a, — Al . sm o '■ (* ^ ' 

oder auch, wie man hieraus leicht findet, < 

a, — A cos {a •+■ 0) sin B sin (g 6) 1 — fi* sin 

a, — A, ~ sin g ft sin g 

Berechnet man den Hülfswinkel o> mittelst der Formel 

sin (i) = ft sin 0 

und nimmt den absoluten Werth von ui nicht grösser als 90°, so 
istA wie man leicht findet, 

a, — A j sin (g -+■ 6) sin (<» - 4 - 8) 

a, — Al sin g sin iii 

Weil nun aber bekanntlich nach dem Obigen > 

=a, sin « — l>i cos o — (/» sin o — y cos «) 
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und 

ist, 80 ist 
und 

also für £, = 0 



^ sin u=:p sin a — q cos « 

=(«, — A) c®» “ 



sin 0 — “ 



.1 • Äk «I — A ■ 

sin 0 = — ^ — sin a. _ 

Weil also in diesem Falle 

' i?i __ sin tt 

0 , — A sin ö 

itit, so ist nach dem Obigen 

Ä, , sin (o -+- O) 1 — u’ sin 6* 

T- = — cos (a H- ©) — ^ 

0, — Al ' ■ / ^ SU 6 



oder 



Al —«1 = 



R, sin 0 



also 



Al — *1 + 



. I i 

cos (a + 0) sin 0 sin (a + 0 p* sin 0* 



sin 0 



1 



cos(o-|-0) ||p 0-H — sin (o + 0)1/1 _^S sin 0» 
Auch ist nach dem Obigen unter der Voraussetzung, dass ^,=0 ist: 

“ (0. - A) sin « 0 + - l/l - /*» sin ©*), 

also, weil (0, — A) « = /l, sin 0 ist, 

1 1 1 sin (« -t- 0) , /-k . 1 1 Ä — 

^7^ - iTirs: — ST • “ 'sin B + «“ ®’)* 



Nucb §. 2. ist 



f 4. 



AT, = ( 0 , — ji) cos a-^-[ 6 ^ — q) sin «, 

Z, =( 0 , — ;>) sin o — (ä, — q) cos «; 
also j 
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Ky COS « + Z/, sin « = a, — p, 

A', sin« — A, cos a = ^, — g-, 

folglich 

K^ cos a = 0 , — p — A, sin a, 

, Ä", sin o=Ä, — y-l-A, cos a. 

Weil nun nach dem vorhergeheoden Paragraphen 
A, = (ar, — /\) sin a — cos a 
ist, BO ist, wie man leicht findet; 

K^ Cos o=2l — — A) ® + sin aj cos«, 

A, sin a= ' — f'-t- K«! ~ A) “+ sin «1 sin a; 

• • r * * 

und folglich, weil nach §. 2. 

Pt =/> + (A, -h/i, cos 0) cos a, 
fr, + {Ä, H-/t, cos ©) sin a 

ist: 

^, = A“f" l(«i — A) cos a-i-6, sin a-f>/2, cos ©| cos a, 
fr, = i(a, — A) cos a-^-6t sin cos ©| sin «. 

Weil nun aber nach dem vorhergehenden Paragraphen 
. R, sin cos a 

a, — A = — * ’ * 

‘ r-* sm « 

ist, so ist, wie man leicht findet; 

p,=A+l^» + ^i sin(«-f-©)j cot a, 
g,=it-i-/t, sin (« + ©). 

Für =0 ist 

/>, = A + K«i — A) cos a-i-Jt, cos ©j cos «, 

' . 9i= K«i — A) cos a-4-Ä, cos ©j sin tt 

oder 

Pt = A + ZI, sin (a -I- ©) cot «, 

7 , = A, sin (a + ©). 



i 5 . 

Weil hekanntlich 

Cos tt I . f 1 a y< ■ 

-J^ = C0S a — C 08 (a-f-©)(co 8 © 4 -”l/l— /** ho ö*) 
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= sin « — sin (« H- ©) (cos © + ^ 1/ 1 — /i* sin ©’) 

und 

cos 0+ “ — #** sin ©* 

C*' 

(A — Ai) sin c • . , 

(«1 — Al) sin {“ -+- ö) — cos (n -f. ö) 

ist, so ist 

cos «, (A — Al) sin tt eos(«-t- 6 ) 

i/i) ®®s ® (», — Al) sin (o-*- e) — Ä. cos(a-f.e)’ 

sin «1 _ . (A — Al) sin « sin(n-».Q) 

i/4 ®>“ “ (o, _A,)sin(o-|-e) — 4 , cos(o-f-ej 

oder 



cos «, (A — Al) sin a cos(n+8) 

i/t) («1 — Al) sin (o + ö) — i, cos (« + 9)' 



sin <»i (A — Al) sin a sin(o + ö) 

i/t) («1 — Ai) .sin(« + Ö) — A, cos (« + ©)’ 



woraus sich auch sogleich 



tang (a -1- ©) = - 






i/t) 



ergiebt. 

Für ^,1=0 ist nach dem Vorhergehenden i 

cos Cf, A Al ■ j / ■ 

= COS a — Bin tt cot (o + ©), 



sin « , o , — A 

i/t) »1 — Al 

Noch $. 2 . ist auch 



sin a. 






cos u — (cos © cos tt — sin o) (cos © + — V l — jo’ sin ©*), _ 

/Cj fA 

und folglich, unter der Voraussetzung, dass ^, = 0 ist: 



cos K, 

~w ~ 



cos tt — (cos © cos a— ^ sin «*) (cos ©4- ^ \/\ — ^s gin Q*), 
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1 cos c, 

(/i) * cos a 

= 1 — (cos + cos a) (cos 0 + \/l — /** sin ©*), 

/Vj 

l/l-/** sin ®>); 

also nach dem Obigen 

1 cos ct, , sin(o+8) - 1 i 1 — : — 

7— r . * = 1 ^ ^ (cos 0+— K 1 — u* sin ©’) 

(ft) cos a sin a ' ' ft ' f» «u v-r / 



Bekanntlich ist aber 
«1 — A 

o, — Al 



a, — A j «n (e-f- ©) 



co/ä sin ©•). 

i 

(cos ©-t-^l/l— /*» sin ©*) 



und 



A — Ai sin ® /-I . '1 1 y; 1 : V 



«, — Ai ' sin (a+ 0 ) 
Daher ist 



_L cos CT, _ a, — A n . A— Ai tang a , 

(/«) ■ cos a a, — Ai -Äi ' sin(a + 8)’ 



oder 



' , \ «I — A I . a — Ul “ 1 

COS o. = |C0S a + -g- . 

Weil nun nach dem Obigen 



A — Al sin tt 



sin a, _ , . ai — A 
sin a '^^ai — Ai 



ist, so ist 

COS 

und folglich 
oder 

woraus auch 



SID ft< . ü ^ 1 ans w V 

“•=iirs }cos «H--g7--,nr(^+eji* 

cot a.=cot«4- ^^ li7(a+e) 
cot «1 - cot a = l~(«4 rü). 



^ — Al sin a 



-I- /.. .. 1 (A— Ai) sin a sin o, 

sm (a-«i)= A.sinC^ - ©) > 
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also, weil 

ist, 

folgt. 



sin «, = (ft) s'“ « = (/*) 

sin («—«,)== (ft) • 




sin « sin Q 
sin (o +6) 



§. 6 . 

So lange nicht ausdrücklich etwas Anderes bestimmt wird, 
werden wir im Folgenden immer ^,=0 setzen, und wollen nun 
annehmen , dass sich , indem A ungeändert oder constant bleibt, 
sin a imiyer mehr und mehr dem Zustande, des Verschwindens oder 
der Null nähere; so wird sich, weil unter der gemachten Voraus- 
setzung bekanntlicb 



© = 



Ä. 



sin a 



ist, und der absolute Werth von 0 nie grosser als 90° genommen 
wird, auch 0 der Null, also sin 0 der Null und cos 0 tier positi- 
ven Finheit nähern. Nähert sich nun unter diesen Voraussetzungen 
die im V'orhergchenden durch hezeichnete Grösse einer gewissen 
bestimmten endlichen Gränze, so wollen wir diebe Gränze durch 
bezeichnen, und wollen nun untersuchen, ob eine solche Gränze 
wirklich existirt, wobei sich dann, wenn dies der Fall sein sollte, 
die Bestimmung dieser Gränze zugleich von selbst ergeben wird. 
Nach §. 3. ist 



a, — A 
a,— A, 






sin («4- P) 



- — (cos 0-t- — l/l — fi* sin ©*). 



■Aber 



sin («- 4 - 0 ) « . sin© 

: = COS cos «, 

Sin et ” sin r» ' 



und folglich, weil bekanntlich 



sin 0 
sin « 



ist. 



sin (o 4- 0) 



sm « 

also nach dem Obigen 



= cos 0- 



a,— A - 



Ä. 



cos a; 



— — ^ = 1 — (cos © -+- "*» ^ cos a) (cos © -+- l — /«* sin ©*). 
«1— Al ^ f^. ' 

Wenn nun sin a sich der Null nähert, so nähert sich cos a entweder 
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der positiven oder der negativen Einheit. Nehmen wir also im Fol* 
f'enden immer die obern oder die untern Zeichen, jenachdem sich, 
wenn sin a sich der Null nähert, cos a der Grenze +1 oder der 
Gränze — 1 nähert; so ist offenbar, da sich, wenn sin a sich der 
Null nähert, sin 0 und cos 0 respective den Gränzen 0 und + 1 
nähern, 







Jt, ^ 



«der, wie hieraus leicht folgt. 










Auch überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 



«der 



JL' t 
/< ■ — A 







1 

Ä. 







§. 7. 



Wir wollen jetzt untersuchen, welche Wertbe die beiden Grös- 
sen 0 und yZ, ttotkwendig haben müssen,*' wenn die beiden Glei- 
chungen 

at, — A sin ft ’ 

Ä, sin o 

lind 



(1 + ^) (Idb 



a, — A, _ sin (a + 6) 
A,~~~ sin et 



(cos 0 -h 1^1 — ju’ sin ö*). 



wobei wir atinehmen, dass sin a eine nicht verschwindende Grösse 
sein' seil, zugleich erfüllt sein seilen. 

Nehmen wir also zu dem Ende diese beiden Gleichungen als 
erfüllt an, und führen den Werth von - , 





aus der ersten Gleichung in die zweite ein, so erhalten wir die 
Gleichung 



(H_l) (ldb~) 

^ sm « 



sin(a-f-6) , ^ 1 , 

— ~ iin a ^ ® + TT V^l— /** sin 0*), 



also 
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* (1 H- — ) (gin tt ± sin 0) 

. =sin(a-»- 0 )(coa 0 -f--^l/l— /B* sin ©»). 

f* 

Weil nun bekanntlich 

sin u + sin 0 = 2 sin ^(o + 0 ) cos 4(0 — 0 ), 
sin o — sin 0 = 2 sin 4 (« — ©) «os 

und , 

sin (a + 0 ) = 2 sin ■J(a-|- 0 ) cos i(« 4 - 0 ) 
ist, so giebt das obere Zeichen die Gleichung 

(H- ■^) cps 4 («t— 0 )=co 8 (cos 0 -fr- Vl—fi* sin ©*), 
und das untere Zeichen giebt die Gleichung 

(1 + ^) sin|(«— 0)=ssin^«H-0)(cos0H-i 1/ 1 — /u* sin ©*). 

f* r* 

Im ersten Falle ist 

(1 -+- — ) cos •J(a — 0 ) — cos 0 cos + ©) 

= c“» i(« 0 ) 1 — /B* sin 0 *, 

und folglich, wenn man auf beiden Seiten des Gleichheitsxeichens 
quadrirt, wie man leicht findet: 

(1 + -^)* cos 4 (a — 0 )* + (1 — -^) cos ^(a -+- ©)» 

— 2 ( 1 +-^) cos 0 cos ^(o — 0 ) cos |(a-|- 0 ) 

r’ 

also , wenn man auf beiden Seiten dieser Gleicbnng durch 1 + — 
diridirt: 

(1 -I-—) cos j(a — 0)* “I- (1 — — ) cos 4C® ■+■ 0)* 

— 2 cos 0 cos — 0 ) cos 4 C“ + 0 ) 

Nun ist aber 

2 cos 4 (a — ©p = 1 -I- cos (« — 0 ), 

2 cos ^(0 + ©)* = 1 -|-coa(aH-©) 

und 

2 cos — 0 ) CO* iC« + 0 ) = cos a + cos 0 ; 
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a?0o 



V V Ci-f:^)|iT»-cosC«— 0}| 



folglich 



d. i. 



oder 



ti-. 

+ |1 -f- COi(a + ©)) ] ®* i i ■•• •• 

— «•2co« 0(eos a -J- cos 0) ' 

- 0 ' ' • ••• 

a+;^ + Cl-^ ^ . 

+ cos« cos 0 . 

f* f* , ^=0, 

■*" ■” C* — «n a sin S 

♦ “ I 

— 2cos 0Ccos a-4“ cos 0)! [ — ■') 

- * ' ‘ » M . . • o’ - * 

14- sin a sin 0 — cos 0* ^ 0 
f* 

* • ! 

J N • ...» 

1 » . 



i sin 0Csin 0 H sin o) = 0, 

’ V-» I» . ; ^ •— 1-'‘ 

und folglioh^ weil sin «, also ancfa 

1 sin 0 = — sin a 

w r., ■«, > , , I . 



nicht verschwindet, 



,sin ©H sin.asO. j 

' ft 



Im zweiten Palle ist 



(• •+■ — ) sin 4C« — ®) — cos 0 sin i(a ■+■ 0) 

= — sin 4C«-f-0}Kl— iO» sin ©>, ' ‘ ‘ 

und folglich, wenn man wieder auf beiden Seiten des Gleichheits- 
zeichens quadrirt, wie man leicht findet: 



CI 4-^)? sinjCo — ©)»+(lf-^) sin jCa-H©). 



= 0 , 



— ) cos © sin 4(o — ©) sin 4(o-t-©) ■ 



also, wenn man auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens durch 1 ' 
dividirt: 

Thcll V. 9 
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(1-1-—) «in 4C« — ©)*-l-Cl — «io-J(a-i-0)* 

M f* 



— 2co« 0 «in |(o — 0)'«in -»(«-l-®) 



= 0 . 



Nun ist aber ^ _ ' ! • 

2sin ^i(u — 0)* = 1 — c 0 s(«i — 0), 

* 2«iD ■{(« -H 0)* = 1 — cos(a -+- 0) 



und 

also 



2sin jC« — 0) «in 4(« -I- 0) ä — (cö« a — cös 0), 



, ] 

i; T 



4 _ (1 _ 1 ) 1 1 H- «•« c« - 1 - 0 )( 

r* 

-d-2cos 0(co« « — CO» 0) 



folglich 



d. i. 



oder 



■ i i 



— Id 0—^)1 e»» “ «o® ® V — ft 
■^id+r)— d— :^J| “ *•“ ® 

-|-2cob 0(co« a — cos 0) 



1 — ^ «hl'« iiu.0'^ — CO« 0*=O 
u 



I ' « 



«in 0(«in 0 «in «)?=Ö,* 



und folglich, weil ein o, also auch 

■ t / • 

nicht verachwindet, 

l • , t . 

I 

E« ist al«t überhaupt 



■in 0=: ”*^ - ^ ain a, 

A| * t • \ > ff 



sin 0 — — siB;«i=0. 

. 



. . < 



ri: V. ■■ 



ain 0±— sin a^O, 



d. i. 
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ain @ r= a: — sin a, 



gsd folglich, weil bekanDtlich 



n / ..«in«- 



Kr 

* 1 



ist, . 



» -I • ; 

Ä,-=: =f: /*(«,— A). 

WeoD also die beidefa. Gleichiiagen 



and 



g, — A sin 6 

- Ä, sin g 



(l + i) (1 =±=1;,^) = !%^ .i. » ) 

togleicb erfüllt lein^aollea, so muas aötbweadig mit 
Bexiebung' der obern und untern Zeichen auf einander 
jederzeit . . ! 

' V 

sin 0 = :^— sin a, /t, =:^^(a, — . . 



seia. 



§. 8 . 



I 

■t 

! 



Ferner wollen wir nun aber auch untersncben, ob sieb nmge- 
Uirt bebanpteo lässt, dass für i ir - 1 > 

sin © = =pi sin o, Ä. =;qr^(o, — ^) 

lederzeit mit Beziehung der obem und untern Zeichen auf einander 



ead 



g, — A sin 0 

Ä, “ sin a 



iIj Al sinfg-t-©), „ 1.^ 

' + -nr«— (*"• ® + rl/l-M* »in ®*) 



ist 



Nehmen wir zuerst die obern Zeichen und setzen also 

, «1 ’ t . 

sin 0 = — — sin a, H, = — (i{a, — A)> 

> ♦ *■ , ’ 

•* ist, wie aus der im vorhergehenden Paragraphen in diesem Falle 
aagestellten Analvsis, wenn man dieselbe rückwärts synthetisch 
trrfolgt, sieb leicht ergiebt, jederzeit 

2* 
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(1 + ±)* C08 i(a ^ €)).* + (I — CO« l(« + ©)• \ —Q 

— 2(1+—) cos 0 cos 4(a — 0) cos ^(« + 0) 



also 






(1+i)» cos i(a— 0)’ +cos’0* cosi(o+0)* ‘ ^ 

->-2(lH ) cos 0 cos — 0) cos4(«+0) 

H’ 



! r.' 



d. i. 



= -^ cos i(a + 0)* (1— /** ®*)» 

f .. » ,v. 



<(l + i) cos 4(« — 0) — cos 0 cos i<ö + 0)|* •• ' • 



= -^ cos i(« + 0)*(l— M’ sin ®*)> 



I . » X . •» . 



und folglich 






.\ 



tji“ 

(1 + ^) cos J(« — 0) — cos 0 cos ^(a + 0) 

= ± — cos -j(a + 0) \/ 1 — /*> sin 0*, , 

, 1 r f* '■■■■' ’ '■ ‘ ' ’ • 

wo sich nun fragt, welches Zeichen man zu nehmen hat,' was auf 
folgende Art entschieden werden kann, ^ 

Wenn i ; •. . 

0<o<90» oder 270" <a< 360» 

ist, so ist cos a positiv. Da nun 

iL *“ t • 



ist, so ist 
und folglich 



sin 0 sin a 



; I» sin 0 = — sin a. 



I... 



i ' 



, ( 



, — /U* sin ,j9* — cos o. 

Soll also die Gleichung ' i 

■ , \ ,iV . V. ^ 

(1+— ) cos i(o— -0) — cos 0 COS f(a + 0) \ 

i l . j I . ‘ ' 

11 -, - I,- ' =±± cos 4fa + 0)1/1 — jU» sin 



- 
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erfülle leiD,!«» muss : il-iil'i-r- 'itic' ,r: .- 

.-.-Iii , -iif - ';■! n*'’ ■' 

(sin tt — sin ©) cos j(a — 0) — sin a cos 0 cos i(o -+- 0) 

> =;^cos « sin 0 cos 






d. i. 



(sin « — sin 0) cös |(« — 0) = sin (« qp ® j 4(»4-®) 



oder 



sin(a— ,0) cos i(a4-0) = sin(oq=0) cos i^«+0) 

* “ f“ • . - ly 



sein , welches 'offenbar nur dann möglich ist, man das obere 

Zeichen nimmt, und' dahe^ * ' 

I < (1 + — ) cos iC« — ®) — ®^ iC* + ®) 

...I. . 

= — cos ^(« + 0)K1— sin 0* 

setzt. -i' ' ■ 

Wenn 

90® <«<180® oder 180® <«<270® 

> j* I I- ^ * u I ii* ,■ 

ist, so ist cos a negativ. Da nun ' 



sin 0 = sin « 



ist, 80 ist 

‘.'1 i.f 1* - 1 

und folglich 



/ 1 . 



ft sin ©= — sin 



1/1 — ft* sin 0’ = — cos «. 



Soll also die Gleichung 






(1 + —) COS — 0) — cos 0 cos ^(a + 0) 

^ 1 - " 

= ± — cos i(« -h 0) Vl-^ft* sin 0’ 



erfüllt sein, so muss 

■ Csin o — sin 0) cos ^(a — 0) — sin « cos 0 cos i(« + 0>' 
= ±cos « sin 0 cos •*(«-1-0), 

d. i. , 

(sip « — sin 0 ) "co’s ^(a — 0 ) = sin(«±©) cos K«-*“®)» 

ll . 

oder 

. sinC«» — 0)'coB 'K«-t*®)=V“C«— ®) '®* 
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■ein, welche! offenbar nnr dann mSgltch ist, wenn nwn daa untere 
Zeichen nimmt, und alin 

» ’-h- ) • • t • 

CO! — ®)^C0! ® CO! 



: — ^ cos 4(o + 0) ün 0* 



setzt. 

Also ist 



Oh ) cos — 0 ) — cos 0 co! ■iC“ + 0 ) 

= ± — COS ^C« H- 0) 1/1 — n* sin 0*, . 



indem man das obere oder das untere Zeichen nimmt, jenachdeni 
CO! a positiv oder negativ ist. 

Aus dieser Gleichung folgt aber • 

’ ’ M 

(1 H-— ) cos|(a — 0) = cos4(«H-0X®®* ® — f** •*“ ®’) 

oder . 

2(1 H-^) siu i(“H-®) CU* iC« — ®) , 

. = sin (a H- 0) (cos 0 db — 1/ 1 — /** sin 0’), 

^ d, i. 



(1 H-,— ) (sin «H- sin 0) sin(aH-®) (cos 0 ± — \/l — /** sin &*) 

fA fA 



oder 



(1 -h-L) ( 1 + (cos 0±-V^l-ij»* 

^ /i' ' sin er sin « ' fA ^ 



also, 


weil 








sin f) 1 a, — A 






■ sin o ”” (1 ' ^ ‘ 1 


ist, 






(1 + 


-i-Kl 


«,-A^^.jn(^+^ ( 1 

^ sin tf ' ^ ^ 


Für 


■- 


w : . x'. . 



sin 0 = — -^ sin a, Ä, = —/»(«,— ^ 
ist folglich immer , 



CI H- c«« ® v/i - f** «» ®*). 
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« 

weDO man daa obere oder da* untei^e Zeiebeti ninat^'jeoachdem 
cos a positir oder negativ ist. ' ' 

Setzen wir ferner 

' ‘ ■■ = 

sin © = — sin o, /l, =/»(<», — ' 

so ist, wie nun der im yorhergebendeA Paragraphen ‘Angestellten 
Analysis, wenn man dieselbe rückwärts syntbetiscb verfolgt, sieb 
leiebt ergiebt, jederzeit 

— A sin © 

V’ v‘. • ■ --^ sino - ' ■' ■' ■" ■ 

und ' ’ 

4 

(1 sin K« - + (l - -^y sin iCa ) 

r t* \ — 0 

— 2(1-1-—) COS 0 8ID -JCtt — 0) sin i(a-l-0) I 
M ^ 

aUo . V . t > . • h • *. « ; - * ■ • 

(1 +.“)* iC« — ®)* + c®® 0* K“ + ®)* 

^ ll • l\ ^ 

— 2(1-1-—) cos © sin K« — ©) sin i(a-i-©) . \’ 

^ r i'i / 

= K shi-.i<a'+- ©)* (1 — /»• shr ©*), . 

d. i. ^ .. j . » r M • * , • » ' 

1(1+—) sin |(a — ©)-t- cos © sin 4(“"1"®)I’ 

= ^ *•“ y(« + 0)’ (1— M* «■ ®*)> ■ 

und folglich i i \ ■ ■ . • , • t 

t - ' 

(1+—) sin i(o — ©)— cos © sin,4(« + ©) 

= ±— sin ^(o + ©)V^l — n* sin ©*;' 

. , *» ’ ri** • * , • — >j ' . \/ I \ 

wo sich nnn wieder^ fragt, welches Zeichen man zu nehmen hat, 
was auf folgende Art eatsebieden werden kann. 

Wenn •' ■ 

. 0 <«<90», oder 270? <«< 360“ > 

ist, so ist cos a positiv, und folglich auf ähnliche Art wie vorher 

, . ■ , ; , (I, > 

K 1 — sin ©“ = cos a. 

■ .,1 • 1 1 ,1 . . 

Soll also die Gleichung ' . ■ I . : 
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.1 • “ ' (l -f-i) sin j(o — 0) — cos 0 «ID 4(a-f-©) _ 

fA ^ \ 

= i — sin Ifo + 0) 1/1 — /** sin 0* 

* t ‘ 

s * " . ■» I. - ' - 

erfüllt sein, so muss 

..(sin a + sin 0) sin 4(« — 0) — sin a cos 0'sin ^(a-f-0) 

■ ' =d=Cos a sin 0 sin 4C«-!“®)» ' 

d. i. 

(sin «+sin 0) sin 'iCa — 0)=sin(adb0) sin 4(a + 0) 
oder 

sin(a — 0) sin 4(«4-0) = sin(a±0) sin 4(«-4-0^ 

t V 

sein, welches offenbar nur dann möglich ist, wenn man das untere 
Zeichen nimmt, und daher - v , ' • 

(1 •+• — ) sin i(tt — 0) — cos 0 sin i(o + 0) 

=' — ^ sin ^(o-4-0) V/1 — I** sin 0* ' 

setzt. ! 'i' ■ 

Wenn ^ 

90» < « < 180» oder 180» <:»< *70» ' 

ist, so ist cos a negativ, und folglich wie oben 
• — (t* sin 0* = — cos o. 

Soll also die Gleichung I . ' ~. 

(1+—) sin -jCo — 0) — cos © sin i(a-l-0} 

• 

= ±— sin |(a + 0).V^l — ■/*?• sin ©V * 

erfüllt sein, so muss ' 

(sin a -j- sin 0) sin 4^(a — 0) — sin a cos © sin j^(« -+- 0) 

' • i • ■ =rpcos u sin 0 sin i(a+ 0 ), ‘ 

d. I. 

(sin a + sin 0) 'sin i(a — 0) = sin(a=f:0) ^in i(a-|-0) 
oder - • II .,1 

sin (o — 0) sin j(a + 0) = sin(a:^0) sin 4(« + 0) 

sein, welches offenbar nur dann möglich ist, wenn man das obere 
Zeichen nimmt, und daher 
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) Bia |(a“0) — COB 0 sia j(a-f-0) 



=: — BiD i(a + 0) Kl —7** sia 0* 

* t ^ ► *!*•* V'i I I- 



setzt 



Also' ist 



(l-h— ) sin i(a — 0) — cos 0 sio 4(a-}-0) 

= =t— sin ■J(a + 0) l/l — /i* sin 0*, 

^ • ' t 

i ’ ' ' 1 ' • 

iDdem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jdnachdem cos a 
•egttir oder positiv ist. 

Ans dieser tileichnng folgt aber • ' ■ ‘ ‘ 

(• + -j) sin ^(a — |0) = sin4(a-h0)(cos0± — 1/1 — /** sin 0’) 
oder ^ 

2(1 sin i(a„— ©) cos i(« + 0) 

f* 

== sin (a + 0) (cos 0± — l/l — /a* sin 0*) • ■ 



(1+— )(sin a— sin 0) = sin(a-H0) (cos 0±— l^ l — /** sin 0*) 

^ ^ .I..I 

•der 



(1 + — ) (1 — (cos 0±-\/l — |tt* sin 0*), 

^ ' sin o' sin « ' /i ^ ' 

•Iso, weil : : m 



iit, 



sin 0 1_ g, — A 

sin a ft Ä, 



( 1 4 - 1 ) (1 - gjL^) = (cos0=fc-l/i - /u» sin^). 

ft' ' Ä, sin o > ft ' 

t .1 

Fät . , , , 



sin 0=— sin «, Ä, =^(g, — A) 
> 



iet also immer 



venn man das obere oder das untere Zeichen nimmt, jenacbdem 
CM a negativ oder positiv ist. 
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Aus der vorhergehenden Dnteraucbnng ergidht ,8inh nun das 
folirende Gesamntreiultat: 

Für • • 



^ sin © = — — sin a, /t, = — ft(a, — ^) 



ist 



und 



— A 

Ä. 



_ sin 9 
‘ sin a 



+ = (cos Bin©*), 

. * •** 

wenn man das obere oder das untere Zeichen niflimt, 
jenachdem cos a positiv oder negativ ist. Für 



ist dagegen 



und 



sin © = — sin a, /t, = ft(a, — A) 



a, — A __ sin 9 
Ä, sin a 



I' : 



(1 -I- 1) (1 - (cos ©=b-l/l-/** sin ©*), 
' ^ /u' ' sin o ' /u '' 

,1 

w^nn man das obere oder das untere Zeichen nimmt, je- 
nachdem cos a negativ oder positiv ist. 



Wir wollen jetzt annehmen, dass auf den in Taf. I. Fig. I.i um 
den Mittelpunkt C beschriebenen Kreis Strahlen auffallen, welche 
entweder wirklich sämnttlicb aus dem Funkle A ausgehen oder we- 
nigstens als sämmtlich aas diesem Punkte ausgehend betrachtet 
werden können, und wollen die von A aus durch C gezogene ge- 
rade Linie als den positiven Tbeil der Aze der a: annehmen,' wo 
denn im Vorh^rnehendeo a, und ^ 0 ,. also «, — ^±=AC 

zu 'setzen ist. nehmen 'Wir nun ferner an, dass der aus dem Mit. 
telpunkte C beschriebene Kreis mit dem Halbmesser (/u) . AC he. 
schrieben sei, wo (ji) bekanntlich den absoluten Werth von ft be- 
zeichnet, so sind die drei folgenden Fälle zu unterscheiden. 

I. Es sei Ql) 1> welchem Falle Taf. i. Fig. 1. a. entspricht. 

Für einen auf die cnncave Seite des um C mit dem Halbmes- 
ser (^ft').AC beschriebenen Kreises unter dem Winkel a fallenden 
und an dem Kreise eine Brechung erleidenden Strahl ist nach §. 3. 
bekanntlich, wenn' mau ' 

. ^ AC . ' . 

sin ©= 0 - sin u 

Ä,. I I '. . , ■ . 

setzt, , : • . ■ . , . 
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AC 



AC—^i - 



^ (cos /*» sio ©»),■ 

. i* * 



Sin a 

I 



nnd f* ist eine negative. Hl eine positive GrSsse. 

Weil, nun im vorliegenden Palle 

' H, = — ft . AC, also sin 0=; ^ sin (t - ' 

nnd cos a offenbar positiv ist, so iirt nach dem vorbergebeodau. 
Paragraphen 

0 + = (cos 0 4 - ^ »/l— /*’ sin ^ 



oder 



1_ J. = (cos 0H- J-V/l _^i 'sii.“ö*), 

IX* «in « ' ■ IX ” . 



als« =' ■’ 

:• •• I. i^.~ VT 



/ 

1 

•I 



sin a XcM © + ^1^1 -I»* «B 0«), 

I ‘I V > 1) .. .1 . 



sin (« -f- 6) y 
. sin a ■ 

und' folglicb nach ’dem 'Obigen . ' ' ' » ■> _' * ■ 



■I \‘ 



• 1.1 
.! I. 



■> ■ AC 1 . i -• .• .. ; 

,■ ‘r:. :VV. 1 

also,' brie sich hieraus leicht Ci^iebt, ‘ ' . • ■ - 

3Si(l — ft*) ^ A C= (1 ft) (1 -f~ ft)„AC, 

Daber<ist eine constante von a unabhängige Grösse. 

Für einen auf die convexe Seite des um C mit dein Qalbmes- 
ser (jt).AC bescbriebeoen Kreises unter dem..\Vinkel a fallenden 
und an dem Kreise eine' Zurückwerfung erleidenden Strahl ist nach 
4 . 3. bekanntlich, wenn man 

• ^ AC . 

sin 0 = 'S- sin a ■ • 

setzt,' wieder ' ■ . 

^ ** . I. . I. » • ? I • ' 

, /-» . I 1/5 :: — ! — 

- 7 ^ T“ = 1 (COI 0-I- — K 1 — U* 8ID ö*), 

Al 8in « ' ^ r I 

' ■»..?' • 

und jetzt ist ft eine positive, H, eine negative Grösse. 

Weil nun im vorliegenden Falle 

‘ 1 

jR,= — ft . AC, also sin & sin a 

' ' ft. „ 

und cos a positiv ist, So ist nach dem- vorhergehenden Paragra- 
phen wieder ' ' _ ^ 

(1 -I- i)(n- ^) = (cos 0 -I- ^ \/i-ft* Au 0 ‘) 
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oder 



•Iso 



I . ' • 



(co« <9 H- ^[/ l—n* siD Ö»), 

•-I. . r * .. • I I * ul»'. 






gin(g -f- e) 



ft* I sm a 

und folglich nacb dem 'Obigen 

V* .• 



(coi ®H — s|a ö*), 
M 



: . 



>1 « ri li..r 
• - .'I 

i) 



«Iso, wie sich hieraus leicht ergiebt, 

A. =(1 -/**). ^c-=(l -/*) (14- /n) , 

1 t / • ; 

Daher ist Ai wieder eine constante von a unabhängige Grösse. 

' Ueberlegt man nun, dass die constanten Wertbe von Ai *1^» 
beiden vorher betrachteten Fällen einander gleich sind, so^ ergiebt 
sich unmittelbar der foJgende {Katx: .i , ; .r < 

Wenn und zwei beliebige 'Punkte sind, und 
'man, unter derVoranssetzung, dass der absolute Werth 
(fl) von fl kleiner als die Einheit istj' aus dem Punkte 
C als Mittelpunkt mit dem Halbmesser (fi) . ji C einen 
Kreis beschrieben hat; so'gehen alle Strahlen, welche 
als aus dem Punkte.4 ausgehend betrachtet werden köu* 
neu und auf die concave Seite des in Rede stehenden 
Kreises fallen, nachdem diese Strahlen an derselben 
eine Brechung erlitten haben, nöthigenfalls gehörig 
verlängert, — und alle Strahlen, welche als aus dem 
Punkte A ansgebend betrachtet werden können und auf 
die convexe Seite des in Rede stehenden Kreises fal- 
len, nachdem diese Strahlen an derselben eine Zurqck^ 
werfung erlitten haben, nöthigenfalls gehörig verlän- 
gert, — durch einen und denselben Punkt der durch ^ uo4. 
^gehenden geraden Linie, welcher immer von ^ an nach 
Chin liegt*), und dessen Entfernung von A durch das 
Product (I — fi‘‘) . AC=(\. — ja) (1 -f-/u) . besti m mt wird. 
II. Es sei (ja);>-l, welchem Falle Taf. I. Fig. l.b. eotsprubL 
Alle Strahlen, welche als aus dem Punkte A ausgehend be- 
trachtet werden können, fallen in diesem Falle auf die concave 
Seile des um C beschriebenen Kreises, und für einen unter dem 
Winkel a auffallenden Strahl ist nach %. 3., wenn 



® = -E- Sin a 

Ä, 



gesetzt wird, jederzeit 



AC 



AC-Cii 






sin(g - 4 - 8) 



(cos 0-1 |/l — fl* sin 0*). 



, i % 

*) Da nämlich in diesem Falle (1 — fi‘),AC positiv ist. 
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Wenn nUn alle unter einem Winkel a, der kwiacfadn 0 und 90“ 
oder zwischen 270* und 360° liegt, auffallende Strahlen eine Pre- 
chuDg erleiden, so ist offenbar >L‘ ' ’l " ‘ 

Ä, = — (» . AC, also sin' © = — '-^'sin a, • 

I r* ' ,L ' 

und folglich nach denr> vorhergehenden Paragraphen^ da cos a po- 
sitiv ist, _ ^ 'i I ■ ' 

(1 + J.) (1 + (cos © + - Vl—i*' sin^^) • 

^ ^ Ä/ sm 0 i. ' 1 , TT>i“ ,i 1 . r , 

oder ' ’ . ■ ■ * I I 

1 _i (cos — /n* sin ©*), • '■ ^ 



also 



-L = 1 — (cos 0 -I- V \ — (o*- «*» ®’)> 



nnd folglich nach dem'Ohigcn” ' r/ , \ ■ \ , 

AC i " 



i* r, •! 1 1 ,1 ;; • . 



Al' 



. 1^-. »• -I . 



I H 1 
«I . 



also, wie sich hieraus leicht ergiebt, ■ - ' " ' 

. 0 ‘ r <' / II I« . 1 *» j : .. , 

Daher ist eine constante von a unabhängige Grö^.^ , . - 
Wenn ferner alle unter einem Winkel a. der zwischen 90” und 
ISO“ oder zwischen 180° und 270° liegt, auffallende Strahlen eine 
Zarückwerfung erleiden, so .ist offenbar i , .i u .. 

i J 1 ._VJ 

. Ä, = (i . AC, also sin 0 = — sin^a, . . , , .i .. 

^ I ; 'i . !,| 

and folglich nach dem vorhergehenden Paragraphen, da cos a ne- 
gativ ist, 

(1 ^ J_) (1 — ^) = g) (e„g 0-4-iv/l— /n* sin 0^) 

' <*1 am o I V,, , ft ' 



oder 



Ilse 



ft* sin a 






)• ,><A 

f* 

I > I • • • , ,1., . • - - „ 

sin(« -+■ 9) (cc, @_p. J. \/| _ ^» ain ©’), 

. ... 



Sin a 

•1 

Bod folglich nach dem Obigen 

.o.- : * 4€ 



( 4 , 

>iso, wie sich hieraus leicht^ ergtebt, 



)_ t.-> 

2» 
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Daber ist auch jetzt eine coMtaute v«n « uaabhäugige 

Gröase. , 

Ueberlegt . üan duq wiedsr, daat die beiden caoatanteu Werthe 
von in dem erateu und zweiten der beiden vorher betrachteten 
Fülle etnander gleich aind, ao ergiebt akh unmittelbar der folgende 
Satz : I 

Wenn^ und ^zwei beliebige Punkte sind, und man, 
nnter, der Vofafszetz.nDg, daae der abao'lnte Wertb (/») 
von ft gröaser ala die Einheit iat, aua dem Punkte C ala 
Mittelpunkt mit dem Halbmeaaer (a) , AC einen Kreia 
beacbrieben bat; ao ge.hen alle Strahlen, welche ala aua 
dem Punkte A auagehepd ' betrachtet werden künneu, 
und auf deraelben Seite dea durch A auf AC errichte* 
ten Perpendikels, auf welcher der Mittelpunkt C liegt, 
auf den Kreia fallen, nachdem diese Strahlen an dem* 
selben eine Breehnng erlitten haben, nötbigenfalls ge- 
hürig verlängert, — und alle Strahlen, welche ala ans cTem 
Punkte A ausgehend betrachtet werden können, und 
nicht auf derselben Seite des dur^ A auf AC errichte* 
ten Perpendikels, auf welcher der Mittelpunkt fliegt, 
auf den Kreis fallen, nachdem diese Strahlen an demael* 
ben eine Zuriickwerfung erlitten haben, nötbigenfalls 
gehörig verlängert, — durch einen and denselben Punkt 
der durch A und C gehenden geraden Linie, welcher 
immer von'^ np ;nioht nach ^hin liegt'*), pnd dessen 
Entfernung von A durch das Product {ft* — \).AC= 
(ft — 1) (jtt-t-1) . bestimmt wird. 

III, üass in dem Falle (m)s3 1, welchem Taf L Fig. l.c. ent- 
spricht, alle Strahlen, welche als aas dem Punkte A ausgehend 
betrachtet werden können, auf den Kreis fallen nod an demselben 
eine Brechung erleiden , nach der Brechung wieder aämmtlich 
durch den Punkt A geben,' fällt auf der Stelw in- die Augen und 
bedarf keiner weitern Erläuterung. 



Ferner wollen wir annehmen, dass auf den in Taf.l. Fig. 2. um den 
Mittelpunkt C beschriebenen Kreis Strahlen auffalleo, welche aämnat* 
lieh nach dem Punkte A bin convergiren , . und wolleq wieder die 
von A aus durch C gezogne; gerade Linie als den positiven Theil 
der Axe der a: annehmen, wo denn im Vorhergehenden auch jetzt 
a, =zAC und ^ = 0, also a, — ^ = AC zu setzen ist. Nehmen 
wir nun ausserdem au, dass der aus dem Mittelpnnkte C beschrie- 
bene Kreis mit dem Halbmesser (/*) . AC beschriehea sei, wo (/a) 
seine bekannte Bedeutung hot, so sind wieder die drei folgenden 
Fälle zu unterscheiden. 

I. Es sei (ju)'<Cl, welchem Falle Taf. I. Fig. 2,a. entspricht. 

Für einen auf die concave Seite des um C mit dem Halbssea* 



*) Da nämlich in diesem Falle (1 — ft*) . AC negativ ist. i 
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ser (fl) . AC beschri^beneB Kreises nn^er dem Winkel a falleDdeD 
nnd an dem Kreise eine Zarückwerfung erleidenden Strabl ist nach 
3. bekanntlicb, wenn man . , 



setzt, 



^ , sin @ = 'S" « 






f ' 

und fl ist, so wie auch Jt, eine posidre Grösse. 

Weil nnn im vorliegenden Falle_ i- • 

/I, = fl . AC, also sin 0 ^ -sin « . 

nnd cos a offenbar negativ ist, so ist nach 8. 

(1 + 1) (1-^)= *'"^“-*-^^ (cos e+l^l-ft» ain 0^) 

««*« ■ V.v • 

1 -1 = (COS 0-1- ^ \/l — fi^ sin 0»), ,| 



also 



1 






(cos ' 0 +' — 1^1 — fl* sin ©*), 
f* 



: I >, :• 

.±r .. 



( .* 



/*’ V 

und Colglicfa nach dem Obigen 

-f\t. • 'S.;:*»* I' ‘ I 

• ' * 1 . * M ■ « • ' • * . ' ' , - ^ 

. o I \ M t ;< AiC-^At 

also» wie Bicb'bieraaa leicht ergiebt, ‘ / 

i^,=i\-fi-).Ac=;(i-fi){i+'i^).Aa\ 

, , ■ >1 ' I . .1. , 

Daher ist eine .constante vooio unabbängige Grösse. < • / . 

Fpr einen : auf die convese Seite de» nm > C mit dem Halbmes« 
aer :(/Ui)iV r^(7> bescjbriebenen Kreises unter dem: Winkel a fallenden 
und n» dem .Kreise eine Brechung erleidenden Str^l ist nach §. 3., 
wenn man , . . ' . . ■ ! i j 

l..,:- •• , ;• . 

. ■ , Sin sini« •, . -T ^ , - > 

. . I i ‘ 1 ' I , ' . ' 

setzt, bekanntlicb wieder ' " 

* ' • • * • I , 

. = 1 - (cos 0 -l- - V 1 - fl' 'sin ^). ; 

AC — dl sin o ' fl 



und*'^ ist, so wie /t, eine negative Grösse. 
‘ Weil nun im vorliegeadea Falle wieder 



* s 

• i: ' 
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■•IiH'«!!'’: »1 f ,irr' i ‘ L* ' /n lii.i' ■ 'i 

. tl.=zu .AU, «iBO siD 0 = — iiD a V, • 

• •• I 'I I 1 Ml:.'!!' ,/ fit ; . '..M' 

I 1 III i: 

und cos tt ofTenbar negativ ist, so ist nach $. 8. 

(»-4-^) n— = (o» 0+j\/l—ii* siii ©*) 



oder 

( 


l-i = 


sin(<t-f-0) 




fl* 


sin a 


also 




. ) 




-i — 1- 


sin (a - 4 - Q) 




fi*-^ 


sin a 



A .• I t- 



und folglich nach' dem Obigen 



JC . _,± . ■ • . . . 

^C-£i. ~ fl*' . ' 

. ! , , I- I I'- . , ' _ . _ • ... 

also, wie sich hieraus leicht ergieht, .'/ ,Ä ' ’ t ' 

1 . _ 

Daher ibt wieder dine c.oDstante v6n a unabhängige GrSsse. 
Deherlegt man nun, dass die beiden constanteu Werthe von 
im ersten und zweiten der beiden vorher betrachteten Fälle 
einander, gleich sind, so I ergie|)t sich unmittelbar , der folgende 
Satz: ' .- 1 . , ^ ^ 

Wenn^ und G zwei bei iebige Punkte sind, und man, 
unter der Voraussetzung^ dass der absolute Wertk (M) 
von fl kleiner als die Einheit ist, aus dem Punkte Cals 
Mittelpunkt mit dem Halbmesser ^fi) . A C einen Kreis 
beschrieben bat; so gehen alle nach dem Punkte A con- 
veruirende Strahlen, welche auf die concave Seite des 
in Rede stehenden Kreises fallen, nachdem diese Strah- 
len an derselbe^ eine Zurück.werfung erlittnn haben, 
nöthigeo'fälls gebärig verlängert, — und alle nachiidem 
Punkte A convergirende Strahlen, welche auf die con- 
vexe Seite des in>Rede stehenden Kreises fall en, ■ nach - 
dem diese'Strablen iaU' derselben eine Brechung’ erlitten 
haben, nfitbigebfeMs gehörig verlängert, — durchweinen 
und' denselben Punkt der durch ./f 'Und' G gehenden ge- 
raden Linie, welcher immer von A an nach C liegt'*)',' 
und dessen Entfernung von A. durch das Prodnct 
(1 — II*) ,AC=(1 — ju) (1 yd C bestimmt wird. 

II. Es sei (ju)^l, welchem Falle Taf. I. Fig. 2.b. entspricht. 
Alle nach dem Punkte A convergirende Strahlen fallen in die- 
sem Falle auf die convexe Seite des um C beschriebenen Kreises, 
und für einen unter .dem Winkel a auffallenden Strahl -ist nach 
3., wenn ' “ . . 



* ■ } I . 1 

*) Da nämlich in diesem Falle (l—fi*),AC positiv' ist 
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. ^ JC . 
sin & sin a. 



gesetzt wird, jederzeit 



. sin(o-|-©) , r-v . i 1/1 1 — r— rrr-^ 

13 ^ = 1 ;r„-ir- («os ©-4--K1— /u» sm 0>). 



-dC-A, 

Wenn nun alle unter einem Winkel a, der zwischen 90* und 180*' 
oder zwischen 180* und 270" liegt, auffallende Strahlen eine Bre- 
chung erleiden, so ist offenbar 

ll,z=u,.AC, also sin 0 = — sin a, 

I r- ’ ft , ^ 

und folglich nach §. 8., weil cos a negativ ist, 

- 1 \ AC\ sin (ci 6) f ^ ^ 1 , ^ ^ ^ 

(1 + -)(1 — — 0 + -V\—ft* sin ©*) 

öder 



also 



^!i£(£L±±) (CO, 0 + 

u* sin o ' u 



j^=l — («®* © + ^l/l-#*’ sin ©•), 



sin a 

und folglich nach dem Obigen 

AC 



AC—^, 



also, wie sich hieraus leicht ergiebt, 

Daher ist Ai ^ioe consUnte von a unabhängige Grösse. 

Wenn ferner alle unter einem Winkel «, der zwischen 0 und 
90* oder zwischen 270* und 360* liegt, auffallende Strahlen eine 
ZurUckwerfung erleiden, so ist offenbar 

1 ' 

Ä, = — (t . AC, also sin © = sin o, 

A* 

und folglich nach §. 8., weil cos a positiv ist, ' , 

= " " g“,,^ (c»8 ©-H^l^l — sin ©•) 

oder 









also 



1 , sin(a-|-6) , ^ . 1 i/i ; — : — 7 T 7 \ 

= ^ ^ + ® )» 

Tkell V. 3 
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und folglich nach dem Obigen 

AC 1 ■ > 

'ac—l, — fl" 

also, wie sich hieraus leicht ergiebt, 

A. = (I - /it*) . (1 -» 1 + /«) . 

Daher ist Ai '«'ieder eine constante von a unabhängige Grösse. 

Da die constanten VVertlie von Ai <lcn beiden vorher be- 
trachteten Fälle einander gleich sind, so ergiebt sich der folgende 
Satz; 

Wenn.,^ und C zwei beliebige Punkte sind, und man, 
unter der Voraussetzung, dass der absolute Werth (ju) 
von ju. grösser als die Einheit ist, aus dem Mittelpnnkte 
C mit dem liaihmesser (ju) ;• AC eiben Kreis beschrieben 
hat; so gehen alle noch dem Punkte A con vergirende 
Strahlen, welche auf derselben Seite des durch A aäf 
^ C e rrichteten Perpendikels, auf welcher der Mittel- 
punkt C liegt, auf den Kreisj füllen, nachdem diese 
Strahlen an demselben eine Brechung erlitten haben, 
nöthigenfals gehörig verlängert, — und alle nach dem 
Punkteyl convergirende Strahlen, welche nicht auf der- 
selben Seite des durch A auf AC errichteten Perpendi- 
kels, auf welcher der Mittelpunkt C liegt, auf den Kreis 

fallen, nachdem diese Stroh len an demselben eineZurnck- 
werfung erlitten haben, n ö t h i ge nf a II s gehörig verlän- 
gert, — durch einen und denselben Punkt der durch A 
und C gehenden geraden Tiinie. welcher immer von A an 
nicht nach 6' hin liegt*), und dessen Entfernung von A 
durch das Product f/z’ — 1) . (/» — 1) Ou-V- I) . be- 

stimmt wird. 

III. Dass in dem Falle (|iz)r=l, welchem Taf. i. ^ig. 2. c. ent- 
spricht, alle nach dem Punkte A convergirende Strahlen, welche auf 
den Kreis fallen und an demselben eine Brechung erleiden, nach der 
Brechung wieder sämmtlich durch den Punkt A gehen, fällt auf der 
Stelle in die Augen und bedarf keiner weitern Erläuterung. 



4. II. 

Indem wir jetzt zuvörderst wieder a, beliebig annebmen, wol- 
en wir einen von dem Punkte {pq) ausgebenden Strahl betrachten, 
welcher der Axe der x parallel ist. ; • -. 

In diesem Falle ist offenbar 

sin a = 0, cos a = ±l 

und folglich nach §. 2., weil 



*) Da nämlich in diesem Falle (\—p"),AC negativ ist. 
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cos (a + @) = Cos a cos @ — sin a sin, 0 =s db cos 0, 
siD(a + 0) = sin u cos ,0 + cos « sio 0 = ±siD 0 

ist: , , 

■ÄT, =±(o, — Z., =qp(^i — 7); 

sin 0 =;:|=^^g— 2; 

;», =«, ±/l, cos 0, = jr; .. 

~ ~ ^ ^ ® ^ 1^1 — /i’ sin 0’), 

=jp =sin 0 (cos 0-+-^l/l — (i* sin 0*); 

V 

BO dass also durch die folgenden Formeln, in denen die obern oder 
di« untern Zeichen zu nehmen sind, jenachdcm der von dem Punkte 
(pg) ausgehende Strahl von diesem Punkte au nach der Seite der 
positiven oder nach der Seite der negativen x hin gerichtet ist, 
die Lage des ansfallenden Strahls vollkommen' bestimmt wird: 






0 



Ä, 



p,’=«, =ir/l, eo» 0, gi=gi , 



= l — cos 0(cos 0-t-^l/l — /** sin 0’), 
= 1 = = sin 0(cos 0-f- — 1^1 — /u, sin 0’). 



Nach 3. ist also 



j — g, cos Ö 



1 — cos e (cos e -f- — 1/ j — sin 



y-y 



sin e(cos 8 h sin 8*) 

/* 



die Gleichung der durch den ausfallenden Strahl und seine Verlän- 
gerung über den Punkt (p,g,) hinaus dargestellten geraden Linie. 

Bezeichnet nun die erste Coordinate des Durchschnittspunkts 
dieser geraden Linie mit der Axe der x\ so haben wir zur Be- 
stimmung von Al nach dem Vorhergehenden die Gleichung 

■ ^ 1 — cos 8 . 



1 — cos 8(cos 8 h v^l— sin 8») 



I • > 

sin 8 (cos 8-t- — l/l— sin 8*) 

r" 



3* 
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also nach dem Öligen 



Al — a, Titi cos 6 



1 — cos 6 (cos — f** O,) 

yÄj ^ 

(*i— 9)(«o» ft* sin «’) 



worans sich ohne Schwierigkeit 



y — cos e (cos © -♦- — 1 — fl* sin ©’) 

A, —a, =q= p'“ 

(Ä| — (cos 0 -H— V/ 1 — StB 0 *) 

ergiebt. Multiplicirt man aber den Zähler nnd Nenner des Bmcbs 
auf der rechten Seite des Gleichheitsieichens mit 

cos 0 —\^ 1 — t** sin 0*, 

' f* 

so erhält man 



Al— «.= — 

oder 



(1 «08 © — 7 (cos © — V'l — 



ft* sin ©*) 



f* 



Ä. 



A. — «i =± — - 



(1 — 5-) ( 1 - 4 -— )ä, cos © — y(cos © /i*sin©») 



(l-i-)(l + i)(ä,-y) 

r" f* 



Ä, 



Weil nach dem Obigen 

sin 0==p^ijp5, cos 0 = |/l — 

ist, so nähern sich, wenn 7 sich der Nnll nähert, sin 0 und cos 0 
respective den Gränzen 

Bezeichnen wir nun die Gränze, weicher A, sich nähert, durch F",, 
so ist nach dem Obigen, unter der Voraussetzung, dass 6, nicht 
verschwindet, J 

F,-a,=z*zJt,]/\-(^)*, 

also ' 
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ein Ausdruck, der jedenfislls deshalb mit dem Namen eines merk- 
würdigen bezeichnet zu werden verdient, weil er von ganz liu- 
abhän^ig ist. 

Für A, =0 ist nach dem Obigen 

sin 0 =d =^5 

Fl =o, cos ©, 7 , =y; 

= 1 — cos ©(cos — — /** sin ©’), 

\f^) . 






und 



oder 



Al —«I =±- 



Ä. 



Al —«I =±- 



cos ©-I Vl—u* sin e* 



AE, (cos B l/l — sin ©’) 






oder auch 



Al —»1 =± 



Ä, (cos'© sin ©*) 

Berechnet man den Hülfswinkel w mittelst der Formel 
sin (it = ju> sin © 

und nimmt den absoluten Werth von cu nie grösser als 90", so er- 
hält man leicht 

. ■ /C| sin ai * 

■ sin (w -+■ ©)’ 

Führt man für sin © und cos © ihre Werthe ein, so erhält man 
Pt =«i ±^i |/l — 9 i = 9 i 
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' und 




Ferner ergiebt sich in diesem Falle, wo b^ =0 ist, aus den obi- 
gen Formeln sogleich 

oder F.-a.=±^, 

also 

F,=a,±-^ oder F, =«, 

' + ? .. 





l 



\ » 
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•Uo, wenn man wieder auf beiden Seiten qnadrirt, 

(1 -f- («■)* = 0, folglich fl = — 1. , ■ ’ 

Für /* = — 1 werden ober die obigen Ausdrücke von — a, und 

— a, beide:^-^, und man kann also eigentlich nicht sagen, 

dass die Gleichung — a, = ^, — a, oder Z’, = Ai für;t = — l 
erfüllt sei. V ielmehr ist dieselbe, wie leicht erhellet, nur dann er- 
füllt, wenn = 0 ist. 



Fs ist leicht zu zeigen, dass die beiden Grössen 

1 -+- #* und ^ |/l - + )/l - 

immer gleiche Vorzeichen haben. 

Wenn nämlich zuvörderst fi> positiv ist, so sind die Grössen 



und 



offenbar beide positiv. 

Wenn dagegen fj, negativ ist, so hat man die drei folgenden 
Fälle zu unterscheiden. 

1. Wenn — I >>t, so ist positiv. Weil nun ferner 






und jU* 1 ist, so ist offenbar * 



^ /£,» . 



grösser als der absolute Werth von 






und folglich 






positiv. 

2. Wenn — ji* 1 ist, so ist 1 /it negativ. Weil nun 
ferner 
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und j»’ > 1 ist, so ist offenbar 
kleiner als der absolute Wertb von 



und folglich 






negativ. 

3. Für — /u = 1 verschwinden die Grössen 



« 



und ^ 

beide, und können daher auch in diesem Falle als einerlei Vorzei- 
chen habend betrachtet werden. 

Alan sieht also, dass die Grössen 



l + fi und 

immer gleiche Vorzeichen haben, woraus sich ferner unmittelbar 
ergiebt, dass auch die Grössen 



und ± 

1 -t-/* 






~ ät» 

d. i. in §. 11. für ä, =0 die Grössen F^ — o, und A, — im- 
mer gleiche Vorzeichen haben. 

f 14. 

, Wenn wir der Kürze wegen y 



F= -r 



setzen, so ist für =0 nach §. 11. 
r, — Oy = 



i^> A, — a. =±i*Rt r. 
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Um nun zu untersuchen, unter welchen Bedinnnj'en, wenn 
tj als ^gegeben oder cdnstant, dagegen als veränderlich betrach- 
tet wird, der absolute Werth der Differenz 

17= (F, — — a,) = — Al 

ein Minimum oder ein Maximum wird, müssen wir vor allen Din- 
gen den ersten Diffierentialquotienten von V* in Bezug auf R^ als 
veränderliche Grösse entwickeln. Weil aber 



d/t^ — 

ist, so kommt es bloss auf die Entwickelung des ersten Differen- 
tialquotienten von U in Bezug auf R, als veränderliche Grösse an. 
Nach dem Obigen ist 

und folglich 

äU , .1 V a \ 

Nun ist aber, wie man leicht findet. 



■ ■ ..V ■ 



und folglich 



dV 

dR, 



f*9 



*r .. 



oder, wenn der Kurze wegen 



\ 




gesetzt wird: 



fiV'l — x* + 

^ ftx*F 

äR, Ry 1 — z> . 

Also ist nach dem Obigen 
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^ ^ _ _1 . I 

fi ‘ dR, ^-hft |uV/i _»« 4.1/i — 

jU*» 

{(Ml —/<»*») .i/'rir'*» .v^i — (M.»*»' 

Um nnii die Bediug:Dn{^en anfzufinden, Bbter'deneB der «bsolote 
Werth voD U ein Mininum oder eia Maximum wird, muss maa 
bekanntlich 

d.ü' 



dR, 



= 0 , 






d. i. nach dem Obigen , 

setzen, eine Gleichung, welche für 

U=0aadj^=0 

erfüllt ist. Da aber die Gleichung C/=0, wie aus §. 12. erhellet, 
zu (i = — 1 fuhrt, in welchem Falle die Grössen Z', und^i beide 
unendlich werden, so bleibt bloss die Gleichung' 



l^-O 

dR, — ’ 



d. i. die Gleichung 



(Ml — x* 4-V/i— 



= 0 . 



■*" (/il/l— — (U*»*).l/l — »* .1/1— 

Multiplicirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung mit 

(1 -t- ju) {fA/l — x* M- l/|— ja'a») .l/j — »> . V/l— /*»*>, 
so wird dieselbe ' ■ • 

ju(l — + (1 — 

= (H-/a)(l/l — »* . l/l— /a’*»— /ta*), 

und folglich, wenn man auf beiden Seiten quadrirt, nach einigeo 
leichten Reduclionen; 

M(H- |u)'a« + 2(1 - a’) (1 + /ua>) (l - |U*a») 

= 2(H-/aa*)>l/l— a* . l/l — /a*a*. 

I , 

Quadrirt man nun wieder auf beiden Seiten dieser Gleichung , so 
erhält man nach einigen leichten Reductiouea die Gleichung 
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ft*{\ ■+- = 4(1 - »*) (1+ /»»>) (1 — 

.-l . 

• N 

H- —4(1 — »’) (1 + jtt»’) (1 — /«.***) = 0, 



oder 



-h4/i(l — + 

-1-4(1 — /i-f-/n*)a* I 



= 0 , 



oder auch, insofern 1 — ju nicht verschwindet; ' 

Ml-/“)* 

I *(1— l _A 






Setzt man, um aus dieser Gleichung das zweite Glied wegzu* 
schaffen, 

; •• . 

* — * 3M1-M’ ’ 

so erhält man zur BestimmUBg von t die Gleichung 



' * T- 

_ « 4(1 - 10/i +;U») (1 H- 27M1 -M* 



>=o. 



in Bezug auf /2, 
aber 


als veränderliche Grösse zu 




d.U^ 

dH, ^dH,' 


also 


dH,* dH,* ' VÄ/ 


ist, und 


, 



dH, 

, 1 

gesetzt worden ist, so braucht man bloss 
. ' . d^U 



rfÄ,> 

ZU entwickeln. Nach dem' Obigen ist 
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and folglich 



dU , . \ jt B dV. 

dR, ^'dR^' 



d*u _ ^dr . „ rf»r, 
5 ä 7 = -+- f*^dSl •+■ "'dS?^’ 



so dass es also, da 



.rfr 

dR, 



aus dem Obigen bekannt ist, bloss noch aiif die Entwickelung 

££. 

dR,* • , ' 

ankommt. Weil nun nach dem Obigen 

ist, so ist, wie man hieraus leicht findet, 

Ä i/iZii . i/rrrriL . ^ 

* Ä,> K ^ f^R,*’dRi* 

M‘‘y . 9* . /*v , 

— "äT äÄ"> 

also , 

• rf»F 



rfÄ.» 



Ä -in_i I I — -I- 

Ä, ( 3 H-^ ^Ä,»-juV^ dR,~*~ ' %r} 

oder ' 

d*F . X* «’** . dy dF 

r~ *» ■*■ 1— dR[ ^~^^dR} 

Setzt man der Kürze wegen 



so ist 



ux*F 



= Ä.-i W oder R,^ = W, 



dR,~ ' " ' *rfÄ, 

und folglich nach dem Vorhergehenden, wie man leicht findet. 



d*F 






fi* x* ^ 



X* l—ft*x* F 



}• 



von 
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Weil nnn nach dem Obigen 






rfA.» 



Mt, SO ist 



d*V 






/U»«» _ 



Da aber bekanntlich 



and 






rfÄ,» — 



ist, so wird man hei der Berechnung des zweiten Differentialquo* 
üenten von U* sich am besten an die folgenden Formeln halten: 



V — — . — - — — 

^\ — x* -h 1 — /«»*»’ 



W= 



/ux*r 



Bad 



’V/l — *• . l/l— /4»S» 

d'.V* _ 
dR* 

n (i+CT + 7^ - 



4 . 15 . 



Wenn, indem X eine gegebene Zahl bezeichnet. 



sein soll, so haben wir nach dem Obigen die Gleichung ' 

vo X seine bekannte Bedenlung hat, also, wie man leicht findet, 
wenn der Kürze wegen 



gesetzt -wird, 



fr— 



|ul/ l — »* -f- V/1 — n‘‘x* = k. 
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Quadrirt man nun auf beiden Seiten dieser Gleichung, so crgiebt 
sieb 

l/l — = k-‘ — — 1 + 



und folglich , wenn man jetzt wieder auf beiden Seiten quadrirt, 
nach einigen leichten Reductionen: 



oder , , _ ‘ s 

^*i i^*— (1— 

oder auch 

, (^-<-i“+l)(fc+iU— 1) (^— /« -Hl) 1) 



Hat man mittelst dieser Formel gefunden, so ergiebt sich auch 
mittelst der Formel 




§. 16 . 

Wir wollen nun noch die wichtigsten der im Obigen gefunde- 
nen Formeln in Reiben entwickeln, und werden dabei die Bino- 
mialcoefficieuten für den Exponenten m wie gewöhnlich durch 

«»,, f»,, «»,, »j„ 

bezeichnen. 

Dies Torausgesetzt, wollen wir nun zuerst 

sin 0 = ^ sin a 

Ä, 

setzen. Dann ist ' 

* * . • 

sin (a+ @) = sin a cos @-t-cos a sin 0 

= sin al^ 1 — sin 0* -f- cos « sin 0 ' 

= sin ^ cos a — (i), sin 0* 



sin 0* 
— (i), sin 0* 
-4- (4)« sin 0* 



und folglich 
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-f-(^)j sio 0* 

-(i). sin 0' 

4-(i,), sin 0* 
* 



Ferner ist, wenn wir im Folgenden der Kürze wegen i 
ü: 

oder 



:cos 0 + -^V/l_l»* sin 0> 

r* 



i2=i/r — sio -0.4_ll/r:r 

w’ sin Ö* 



setzen, wie man leicht findet: 



ß=l-t- — — (i). (l+^t) sin 0 » 

* . “ 

-F-(i )2 (l+M*) sin 0 * 

■ . -(i),(l 4 -/ 2 ‘) sin 0* 

*f^(i )4 (1 -t-/*’) sin 0' 



Also ist 



o sinf« + g)^ cos «) 

SID a ' Ä, ' 



+ (i)i (1 

(*)» (1 +/*') (1 + «ns o) 

+ (i).(i). (l+t“) 

+ (J)a(^+^) 

• cos «) 

+ (i)i (i)» (1 

+ (Da (Dl (1 + d*) 

f* 



sin 0’ 



sin 0* 



sin 0‘ 



Ein allgemeines Glied dieser Reihe ist 
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(- 1 )- 



(i)* (1 -4- (1 + - cos o) 

(i). 

■ (4), (i)--o(l +/**--*) ' 

U. 8. W. 



■in 0**. 



Nach einem sehr bekannten Satze yon den Binomialcoefficienten ist 
aber, wie man leicht linden wird, für <s ^ 1 : 

(5)»“4~(t)i (y)»— 1 ■+■ (t)» (i)»— 2 + •••• + (i)»—i(4)i +(i)» = 0> 



und das obige allgemeiiie Glied lässt sich also fnr m^I 
man unter dieser Voraussetzung der Kürze wegen 

U. 8. W. 

+ (i). (i)— li^-^ 

~4~ (i)"/*®" 

sftzt, auch auf den folgenden Ausdruck bringen: 

(— l)”! R« + (y)» (1 -f- cos a{ sin ©*■. 
Setzt man nun noch der Kurze wegen 

so erhält man nach dem Obigen für . 

j^ sinfg -t- 9) 
sin a 



folgenden Ausdruck: 

; „ sin(g-ne) 

\ sin g 

= (1 + ^) (1 + cos «) 

|Ri +ü), cos a| sin 0* 

4- |R* + (y)i 'OS «} sin ©‘ 

— |ff» +(y)i 'OS a| sin 0* 

4- IR« 4- (4)« (1 4- cos oj sin ©• 



WeDD 



V 
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und foigiicfa nach f . 3. 

g| — A 

= + cos «) 

+ |Ri +(i)i (1 +m) “'h ^ cos «I sin ©* 
— )Ä, -l-(s-), (1 ^ cos aj sin ©* 

|R, -+- (i), (1 -+-^‘) ^ cos aj sin ©• 

1^4“!“ (5)4 (1 + /■*') cos aj sin ©• 



oder 



a,— Al 1 

= 1 — (1 + ^) (1 + ^ cos tt) 

1^1 -*-(0i (1+^*) cos Bin «’ 

— + cos “l (— sin a* 

+ |Ä, + (i), (1-H^‘) cos a|( °‘^ ^ )» sin a* ' 

— |Ä4 + (i)4(l cos aj ^ )* sin a* 

+ 

i ! ■• 

Weil nun aber 

1 

/ 

cos tt = ±l/l — sin a’ 

= ±l=i=(i). sin o» 

=fc(4), sin a* 

=+=(t)i »in a* 



ist, so ist, wie man leicht findet: 

g|— A 



«1 — A, 

1^/4 I «1 -Al 



TIrtU V. 
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. Oi— A 



~ Ä. 



O.— A 



lieber die dorch 



(i), 

H- (i)i (1 



±R. 



a,—& 

Ä. 



g|— A 

Ji, 



(i)A^ + p 

+ 4). (i+M*)(^)‘ 






(i).(i). 

a).o+i>*’ 






R,. R„ R« R., 



■IQ a* 



+ u).a).(n-i>*‘)(^r 
+ 0). (n-^.)(e>^)« 
±R.r-^)« 

V (i). (i). (i+M) (^)* 
(i), a-4-/**)(^)* 



sin o* 



sin a* 



beseicbneten Grössen wollen wir noch bemerken, dass, wie man 
durch leichte Rechnung findet: 



« 
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_ (M-J^ 

«1 — <ift ' 

*** — ^ ’ 

0-A«*)» (!+/«*) 



R. 



16^ 



e _ (1 -/»»)» 

12^ 

“ 2d«/i 

int, uod man wird leicht ähnliche Ausdrücke auch für die folgenden 
Coefficienten finden können. 

Für /u = 1 ist ]{ , = 2 , und , wie leicht aus dem angeführten 
Satze von den Binomialcoefficienten geschlossen wird, 

Ä 3 — Ä • Ä 4 SSS R I .... — — 0, 

also für ju = l nach dem Ohigen: 



g|*~A 

«I— A. 



= 1— 2(ld: 



g| — A, 



Ä. 






) 

= «» “* 



sin a* 



=F 2^^ Ki). + (i). (4). 

+ (4).(4),(^=^r }sin« 

=F 2^^ IU)4 + (4). (4). 

H-(4).(4).(^^)*- 
-H4). (4). (^^)* 
-H4).(^^* 



oder anch 
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gefundencD Reibe leicht; 

«in(a-t- 6) , 



sin(g-t- 6) 



o, — A 



=F (i)t ± (-- j p- ^ )* I sin «• 

iV, 

- I ^ i *■'" 



und hieraus mit Hülfe des schon mehrmals angewandten Saties von 
den Binomialcoefficienten > ' 



sin (a -f- Q) 



cos a = sin (a -+- @) cot a 



A\« • 

:— hs — )* sin a’ 



=fc f(i). + (i). (i). (^^)* + (i). (^T^)M sin «« 



Weil nun nach 4. bekanntlich 

p^= sin(a-H®) cot a, 

sin(« + ®) 



^ ■ *^ — = sin (a -f- &) cot a, 
^ = sin (a + 0) 

ist, so ist nach dem Vorhergehenden 
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=F(i).(l=fc^^)* «n a* 

± t«), + (4). (4). -4- (i), (^^)‘ I «" “* 

=1= l(4).H-(l).U).l^)’+(i)«(J).(^)‘+(i).(‘’-!^)‘l «““* 



utid 



9j._ 

Ä.“ 



(ldb "‘j^~ ) sin a 



=i=(4).^f‘±(^)‘l »i««’ 



Weil nach §. 5. 



■in a . = (u )— — ^ aio a 

®i — Al 



iit, so braucht mau die oben Tür 



g| — A 

®i — Al 

gefundene Reihe nur mit (/u) sin a su mnltif liciren , um auf der 
Stelle eine nach den ungeraden Potenzen von sin a fortschreitende 
Reihe für sin a^ zu erhalten. Die Reibe für cos a, mag, als we- 
niger wichtig, und weil ihre Entwickelung nicht ohne einige Weit- 
läufigkeit möglich ist, der Kürze wegen für jetzt hier übergangen 
, werden. 



4 - 17. 



Wir wollen nun noch den Fall besonders betrachten, wenn der 
einfallende Strahl der Axe der a: parallel ist. In diesem Falle ist, 
wenn wir die in 4- H- eingeführten Bezeichnuugen beibehalten, 
und immer =0 setzen: 
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»in ® = db j||- 

und 

Ä,(co» e — — Vi—ft' sin e»j , 

Ä. — ==*= ’ 

i“* 

wo die obern oder untern Zeichen zu nehmen sind, jenachdein der 
einfallende Strahi Ton seinem ÄusRanuspunkte an nach der »eite 
der positiven ar, oder nach der Seite der negativen a: hm gerich- 
tet ist. ; — - 

Entwickeln wir nun, indem wir cos0 = Kl — e>o® setzen, 
den Zähler des vorstehenden Bruchs nach den Potenzen von sin e», 
so erhalten wir;: 

A. = «. ^ I » - 7 - (i)i ®* . 

-I- (i).(i -;*’)«“ ®*| 

— (4). (»—#*') ““ < 

+ (4). (1 ®‘l 



oder 



A. = «. =F r£V 



+ (4).(1-P*)(i;)* 
+(4).a-M’)(3f,)* 



Ferner ist nach §. 11. 

=F = sin ©(cos © -^- ^ VI- 1*' sin ©*), 
und folglich, wie man leicht findet: i 

=j=»in «,=(m) 1(1 + ^) «n @-(4).(H-f*) «“ ®* 

+ (4).(1-1-#*’) s‘“ ®‘| 
— (4). ® 

■+• (4)4 (1 + f*’) 
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oder 



' +(t)i fl 

i 



Endlich int nach 11. 

■ CO» o, , 

-~w = ^~ ®(«o» 0 -t- i 0. )^ 

± cos a, = — ^ ! 1 

1 

— (i)i (1 +/ii)* sin 0> I 

+ sin ©• f 

— |(t). gj^ 0, I 



oder 



i“ 



{ 1 



^ COS a, = 



-(i). fl+H*(^)* 

+ i(i)> + (i). a),/«* + ' 

— Kt). + (I). U),^* + (i), (i),/*« + fX). 

■*+" 

oder auch, wie man durch leichte Rechnung findet: 



■M 

i“ 



cos a, z =2 



i I 



-ifl 

-Afl -(«*)* (l+/**)(^)« 

■ TiT(l — (5 + 6 ( 1 * -f- 5/**) (j|-)« 
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f 18 . 



■A 

A, 



in eine nach den geraden Potenzen von 
entwickelt. Dm nun aber auch' 

i * ' . ' 

g| —Al 



sin a fortschreitende Reihe 

. I 



in eine solche Reibe zu entwickeln, müsste man auf folgende Art 
verfahren. Man setze 



+ Äsin a* -f- Chin a* + Äsin 



wo die CoefBcienten A, B, C,,D, . . . . aus §. 16. bekannt sind, und 

— ^ = ?l-|-08in a’-l-Ssin o*-|-®8in «* + .... 

0| 

Weil nun 

«I — A g, — Al _ I 
• «1 — Ai ' «I — A ■ . 

ist, so erhält mau durch Multiplication der beiden obigen Reihen in 
einander die Gleichung ■ 

1 = ^ 

■+• {Afß B^) sin «* 

+ {A^-^Bf8+ sia a* 

-+- (A'S) -f- Ä£ + Cfd -+- D%) sin a“ 



aus welcher sich zur Bestimmung der Coefficienteu St, 93, S, 
die Gleichungen 

An=l, 

ASd+BTl — O, 

.'/®-+-Äg5-4- c« = o, 

+ Ä(5 -4- CaS + Ä8 = 0, 
u. s. w. 

ergeben, deren Gesetz klar vor A^en liegt. Diese kurze Andeu- 
tung über den in Rede stehenden Ciegenstand mag für jetzt genü- ' 
, gen, um diese Abhandlung, welche vorzüglich nur die Grundlagen 
für andere spätere Untersuchungen enthalten soll, nicht zu sehr 
anszudehnen. 
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u. 

Lehrsätze und Formeln aus der analytischen 
Geometrie und mathematischen Geographie, 
welche in der practischen Geometrie 
zur Anwendung kommen. 

, VOD 

Herrn Professor Dr. Gerling 

' , zu Marburg. 



Zum Behuf meiner Triangulirungs- Arbeiten habe ich aehun vor 
mehr als zwanzig Jahren die nöthigen Lehrsätze und Formeln mir 
io möglichst elementarer und anschaulicher Weise selbstständig ent- 
wickelt. Dieses hat mir gute Dienste geleistet, und habe ich auch 
dabei gelegentlich Eins und das Andere aufgefnnden, was, meines 
Wissens, wenigstens nicht so allgemein bekannt ist, als für die 
Anwendung vielleicht zu wünschen wäre. Ich stelle also meine 
.Ableitungen hier zum Gebrauch der Practiker zusammen and 
gebe ihnen dadurch zugleich vollständige Auskunft über das Ver- 
laiiren, welches in dieser Beziehung von mir beobachtet wurde, in 
meinem Buche Uber die Triangnlirung aber {ßeUrä^ xur Ge»- 
graphie von Kurhetten. 1838j namentlich §. 51. 54. W. nur knrs 
angedeutet werden konnte. 



, Den elliptischen Erd-Meridian betreffend. 

1 

Bezeichnen wir die halbe grosse Axe der Ellipse mit o, die 
halbe kleine Axe mit b, so haben wir bekanntlich die Gleichung 
der Ellipse für recbtwinklicbe aus dem Mittelpunkt den Axen paral- 
lel gezänite Coordinaten 




Diese Form der Gleichung ist aber für die Rechnungen, die aicb 
auf den Erdmeridian beziehen, nicht die bequemste. Wir habeg 
hiebei nämlich immer zuerst nach der Pol höhe ( unverbessertm 
geographischen Breite) des Orts zu fragen, für welchen es etwas 
zu rechnen giebt. Diese Polhöhe ist bekanntlich der Winkel, deo 
die Verticale des Orts mit der Ebene des Aequaters macht, der 
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lODit auch wohl SnbnormaieD- Winkel genannt wird. — Sodann aber 
brauchen wir nne während unserer meisten Rechnungen um das 
wirkliche Läogenmaaas von a (dem Halbmesser des Aequators) 
und & (dem Halbmesser des Pols oder der halben Rotations- Axe) 
gar nicht zu bekümmern, wenn wir nur von Anfang die Gestalt 
der Ellipse kennen, und zuletzt die richtige Maass ■ Binheitjein- 
fiibren. 

Wir werden also uns die Rechnungen erleichtern, wenn wir 
gleich von Anfang io der Gleichung der Ellipse sowohl a zum Maass 
aller Längen nehmen , als auch die rechtwinklichen Coordinaten 
selbst, und alles, was damit zusammenbängt, als Functienen des 
Subnormalen* Winkels oder der Polböhe des Orts ausdrücken, die 
wir mit JV bezeichnen wollen. 



i 2 . 



Die Gestalt des elliptischen Erdmeridians ist nun durch die 
Abplattung c gegeben, wofür wir die Formel haben 



- ( 2 ) 






a — b 
a 



Wir gebrauchen aber in den practiscben Rechnungen gewöhnlich 
die in abstracter Zahl ansgedräckte Excentricität e der Ellipse, 
die wir durch die Formel 




berechnen. 

Die Vergleichung von (2) und (3) giebt 



also 

' , (4) e* = (2 — c)c. 

Dieser Formel bedienen wir uns schon mit Nutzen zu Gebers' hlä- 
gen. Denn da wir wissen, dass c nach dem Zeugniss aller Grad- 

messungen nur sehr wenig von abweicht; so haben wir 



g* ^ 

^22500 
^ 337SOOO "• 

Wenn uns also Reibenentwickelnngeu Vorkommen, die Hach Poten- 
zen von e* fortschreiten, so können wir nach dem jedesmaligen 
Zwecke hiedurch leicht beurtheilen, wie viel Glieder davon wir 
mitzunehmen haben. 
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Bescbliesien wir nun für das Folgende a zur Maass • Einheit 
aller Längen zu wählen, so haben wir zn setzen 

( 6 ) a = \ 

(7) Ä = (l_e*)» 
und somit wird unsere Formel (1) in 

(8) y» = (l-e*)(l-«») 

sich verwandeln. 



3. 



Um nun weiter die Coordinaten als Functionen der Polböbe 
(des Subnormalen- Winkels) S auszudrücken, erinnern wir uns, dass 
ganz allgemein vermöge des sogenannten characteristiscben Diffe- 
rential-Dreiecks ist: ' 

tang = 

also entweder 



tang = oder tang — 

1» unserm besondere Fall werden wir für tang N den letzten die- 
ser Ausdrücke zu wählen haben, weil die Polhöhen und mit ihnen 
die elliptischen Meridian -Bögen immer im ersten Quadranten blei- 
ben und vom Aequator gegen den Pol hin wachsen, somit also die 
dx und dy nothwendig verschiedene Zeichen haben. 

Differentiiren wir nun die Gleichung (8), so kommt uns zu- 
nächst 

/ %ydy=. — 2(1 — e‘‘)xdx, 

d. h. 



dx y 

dy (1 — e*)x' 



Erheben wir ins Quadrat und setzen für y* seinen Werth aus (8) 
so wird 

(9) tang 

Gehen wir von der Tangente auf die Secante und von dieser au 
den Cosinus über, so kommt uns 



( 10 ) 



cot A'* = 



(1 — e*)x* 
l — e^x* 



und endlich durch Multiplication von (9) und (10), 




( 11 ) 



tin A'* = 



-X* 

e’x*' 
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Drücken wir nun ar* 4arch die Formel (11) aus, 8o kommt uns 



also «ndlicli 



(12) ar» 



eot X* 
1—e* sinN*' 



(13) 



eot N 

^ — (1— «» tin X*)i' 



Setzen wir den Werth von x* aus (12) in die Formel (8),- so er- 
halten wir 



(14) 



y’ = 



(1 — c’) (1 — «* sin JV* — cot X*) 
1—e^ tin X^ 



also zusammeugeDommeu und ausgezogen 



l *“) 9 — (1 — e* tin X^)i‘ 



Der für x und y gemeinschaftliche Factor ist, 

wie weiter unten erhellen wird , von grosser practischer Wichtig- 
keit. Er hietet aber auch ein geometrisches Interesse dar. Denn 
ist Fl|r* 2« Punkt des Meridians, für welchen die Rechnung 

zu führen ist, und £iO in seiner Verticale, so ist nach unsern bis- 
herigen Festsetzungen CP=x, also ans (13) 



t r n 

(l — e* tinX')\ — ' 

d. h. gleich dem Theil der Verticale, welcher zwischen dem io Rech- 
nung zu nehmenden Ort und der Rotations - Aze des elliptischen 
Spharoids liegt. Ich habe für diese Linie den Namen Conor- 
male vorges^lagen und werde auch hier den Buchstaben k zu 
ihrer kurzen Bezeichnung gebrauchen. 



Mit Hülfe der Conormale k lassen sich nun die sämmtlichen 
Linien, die in dem elliptischen Meridiane zur Berechnung kommen 
können, leicht und in bequemen Ausdrücken als Functionen der 
Polhöhe darstellen. Wir haben nämlich FIr» 

M.l k{z=sLO\=.j-. , ^ 

' ' (1 — e* tin X*)\ 

x{= CP) = k .cot X' 

■S.8 y(=ZJ*) = (l — e'^k tin X 

*» . 4 NORMALE ( = LX) = (1 — e*)k 

SUBNOHMALE (=A'y*) = (l — C*)k COt X 

1* . « SÜBTANGENTE (= PT) = (1 — C*)k tin X . Utng X 

n . * TANGENTE (= LT) = (\ — C*)k Utng X 
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• * > Cti = CO» N 

*» . • CO = e*k ti» A 
n.flO OA=ie*k. 



Eben so leicbt ergeben sich nun zwei andere Grössen, welche 
man mitunter gebraucht, die Entfernunfi' €£,(= R) des Orts vom 
Mittelpunkt der Erde (der sogenannte Io cale Erd-Radius) und der 
Winkel CLA{=v) , den diese Linie mit der Verticale macht (die 
sogenannte Verbesserung der Polhöbe), welcher Winkel auf un- 
serer Erde bekanntlich höchstens 12' beträgt und von der Polböbe 
abzuziehen ist, um die sogenannte verbesserte Breite ACL, 
~ A — V zu haben. 

Denken wir uns nämlich von C auf die Conormale ein Per- 
pendikel gefällt, so ist 

(16) R »in V = CA »in A = *»’• 2A' 

(17) R CO» v=zLtO — CO »in A^=-^. 



Hieraus ergiebt sieh nun leicht durch Division 

n.lt tang v=.^*k* »in 2A 

n.lC R- 



1 



■ k cot V 



Diese letzte Formel zeigt auch eine elegante geometrische 
Eigenschaft der Ellipse an, womit wir uns hier aber nicht anflial- 
ten. Ich habe sie mitgetheilt in meinem Programm de paraUaxx 
elationi» 1830, wo auch die obigen Formefn, meines Wissens, 
zuerst bekannt gemacht wurden. 



§. 5. 



Die Formeln des vorigen Paragraphen zeigen, dass es bei allei 
Rechnungen, die sich auf das Erd-Spbäroid beziehen, am vortheil 
haftesten sein wird, aus dem zum Grunde zu legenden c, erst naci 
(4) das e' scharf zu berechnen, und sodann nach n.t fiir die Ge 
gend, worin man zu thun hat, eine Hülfstafel zu construiren 
aus welcher man für das .Argument A das jedesmalige k abliesl 
Hieraus folgt dann alles Weitere nach obigen Formeln leicht, um 
kann erforderlichen Falls auch in Tafeln gebracht werden. 

Ich habe zweimal eine solche Hülfstafel berechnet. Zuerst 182 
für die fVaiiecksche Abplattung (Beiträge u. s. w. S. 84 und 198 
und sodann 1830 für die (erste) Schmidt^cV^ Abplattung (parat 
laxi» elat., vergl. Schumacher A»tronomi»che Aachrichtem .X 
S. 7.). Hier will ich also für Practiker, die vielleicht sich ähnlich 
Tafeln entwerfen wollten, etwa nach der neuesten .^««««/sefaen Al 

plattung <^= 2991528 ( *• 0- XIX. S. 116.), uoc 



die Weise angeben, wie ich dabei verfuhr. 

Han gebraucht in der Praxis gemeiniglich nicht k selbst, son 
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dem leinen l^garitbmu, nnd iit also auch die Tafel gleich für 
log k zn construiren. 

Erhebe ich alio die Formel n.l erst ins Quadrat, so kommt 

— e* SIS» 

DifTerentiire ich dieses nach »im N, so kommt 

= — e* »im »im Ndtim N. 

Dividire ich dann das untere durch das obere, so erhalte ich 

^ = d log nat. kz={l—e* »in A*)— i«’ »in Xd»in ■ 

Entwickele ich rechts die Parenthese und multiplicire mit e* »in X, 
so ergiebt sich 

d log nat. k = («» sim X-^e* »in X* -\-e* »in A’* -h,...)d »in X, 

also durch Integration und Mnltiplicution mit dem Modulus des 
briggischen Systems (= Af) 

(18) log k = »in X^ -f- \e* »in X* -f- ie* »in A’* 

Dass keine Integrations-Coustante beizufugen ist, erhellt daraus, 
dass für A^=r 0 nach m . 1 , k=l werden muss , also auch log k 
= 0 . 

Man kann also zur Eotwerfiing der Hülfstafel für log k einen 
grossen Tbeil der Rechnung mit Sstelligen Logarithmen ausführen, 
und bat dann , um die Logarithmen aller im vorigen Paragraphen 
erwähnten Grössen für den Halbmesser des Aequators als Kinheit durch 
leichte Formeln zu erhalten, ausser dem löge*, den man schon 
für die Hülfstafel gebrauchte, nur noch den /o^(l — e*) ein für 
allemal zu berechnen und sich aufzuscbreiben. Zuletzt ist dann, 
wenn man absolutes Längenmaass verlangt, noch loga hinzuzufügen. 

Be»»el (u. a. 0.) giebt nach seiner so höchst verdienstlichen 
definitiven Berechnung von zehn Gradmessnngen 

= 8,9122052 

log (1 — e’)I = 9,9985458 . 202 

a = 3272077, 14 Toisen 
0 = 6,5148235. 337 

Den Krümmungshalbmesser des Meridians 
betreffend. 

♦.6. 

Bei Dntersucbuiwen über Quantität und Qualität der Krüm» 
mung einer ebenen Curve pflegt man gemeiniglich denselben Weg 
einznschlagen, den man auch Bei den meisten andern Dntersucbun- 



a 
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gen geht; so dass man also dx als coDstant annimmt, (d. h. 
die X als unabhängige der Zeit proportional wachsende Grössen be- 
trachtet), alle übrigen Differentiale zunächst mit dx vergleicht, 
und dadurch die brannten Formeln mit Hülfe des zweiten Diffe- 
d^y 

rentiaU Verhältnisses entwickelt. 

Mich hat aber immer bedünken wollen, dass man auf einem 
andern Wege in manchen practiscben Fällen bequemer und jeden- 
falls übersichtlicher zum Ziel kommt. Folgendes ist dieser Weg. 

1. Ich denke mir nämlich von Anfang den Bogen t der ebe- 
nen Curve als unabhängige Veränderliche, das heisst also mit 
andern Worten, ich denke mir die Curve als entstanden aus einem 
eingeschriebenen Polygonzuge, der ursprünglich über den Polygon- 
seiten lauter gleiche Bögen hatte, und nun durch fortgesetzte 
Halbirung dieser Bögen in die Curve überging, worin also inneres 
und äusseres Polygon zusammenfallen. Oder noch anders ausge- 
drückt, ich denke die Curve nicht bloss als Polygonzug, sondern 
als gleichseitigen Polygonzug von unendlich vielen unendlicli 
kleinen Seiten, deren j.ede den constanten Werth d» hat. 

2. Zwei benachbarte lU können nun nicht in gerader Linie 
liegen , weil sonst ein Theil der Curve aus einer geraden Linie 
entsprungen sein müsste. Der Winkel aber, den sie mit einander 
bilden, muss nur um eine unendlich kleine Differenz von zwei 
rechten Winkeln verschieden sein, weil sonst d» nicht unendliclt 
klein wäre. (Oder, will ich noch hiozusetzen, weil sonst die Ste- 
tigkeit unterbrochen wäre, welcher Fall ober für gegenwärtigen 
Zweck ausser Betrachtung bleibt.) 

3. Denke ich mir nun am Anfang und am Ende eines beliebi- 
gen Elements jenen Winkel mit seinem benachbarten Element durch 
eine gerade Linie balbirt, so erhalte ich zwei benachbarte Nor- 
malen. Diese Normalen kann ich mir, wenn es erforderlich ist, 
auch senkrecht auf andern Curvenelementen errichtet denken, 
indem ich die Mitte eines in Betrachtung gezogenen Elements d» 
mit der Mitte des vorhergehenden und folgenden durch neue gleich 
grosse Elemente verbunden denke, die also auch wieder mit der 
Curve znsammenfalleu. 

' 4. Je zwei auf solche Weise einander benachbarte Normalen 

werden sich nnn, allgemein zu reden (denn Ausnahmsfälle erfordern 
eine besondere Betrachtung), in einem Punkt schneiden, und hier 
einen Winkel einschliessen, welcher auch unendlich klein ist, weil 
ein Elementardrcieck entsteht, in welchem die beiden dem tU an- 
liegenden Winkel nur um einen unendlich kleinen Unterschied von 
rechten Winkeln abweichen. Denke ich mir aber irgendwo in dei 
Ebene der Figur eine beliebige Abscissenlinie gezogen, bezeichne 
den Winkel, den die durch den Anfang von dt gezogene Nor- 
male mit derselben macht, mit N, und zwar in dem Sinu, dass füi 
das wachsende » auch N wachsen muss, so ist der obige von zwe 
einander unendlich nahen Normalen eingescblossene unendlich klein« 
Winkel mit dN zu bezeichnen. Diesen Winkel dN kann man da 
bei am bequemsten durch einen sehr kleinen Bruch des, als Kin 
beit zu nehmenden, Halbmessers ausgedrückt denken. Sollte er ii 
.Secunden dargestellt werden, so käme dann nur noch der bekannti 
Factor p(= 206264,81) hinzu. 

5. Ist nun die zu betrachtende Curve ein Kreis, so ist sii 



-I 
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nach bekaaDtem Elementar« Sätzen aua einem regel mäasigen, 
alao nicht bloaa gleicfaaeitigen, aondern auch gleichwinklicben Po- 
lygon entatanden. Demnach werden alle Efementar« Dreiecke auch 
gleicbachenklich und einander congraent, und alle Normalen acbnei- 
den aich alao in einem und demselben Punkt, dem Mittelpunkt 
des Kreisea. 

6. lat aber die Curve kein Kreis, so muaa sie aus einem 
gleichseitigen, nicht gleichwinklicben Polygonzuge entstanden 
gedacht werden. Allgemein zu reden .werden also je drei auf ein« 
ander folgende d* zwei Winkel mit einander bilden, die von ein- 
ander verschieden sind, und zwar verschieden um die Differenz 
zweier unendlich kleiner Winkel, d. b. um einen Winkel, welcher 
im zweiten Grad unendlich klein ist. 

7. Denkt man sich nun auf dem mittelsten von drei auf ein- 
ander folgenden Elementen in seiner Mitte ein beliebig verlängertes 
Perpendikel errichtet, so muss dieses, nach dem obigen 3., auch 
als Normale der Curve gedacht werden. Es steht, wie oben, senk- 
recht auf der Berührungs-Linie, die als Verlängerung eines Cnrven- 
Elementa zu denken ist. Es ist also auch der geometrische Ort für 
die Mittelpunkte aller Kreise, welche an dieser Stelle die Curve 
berühren und also die Berührungs-Linie iind auch dies eine Element 
mit ihr gemein haben. 

8. In Kreisen nun, welche eine Curve von aussen berühren, 
liegen alle nbrigeh Kreis- Elemente auf der andern Seite der Be. 
rührungs-Linie als wo die entsprechenden Curven-EIemente liegen. 

Bei inneren Berührungs-Kreisen aber tritt, rUcksichtlirh 
der drei auf einander folgenden Elemente, eine filnffacbe Ver- 
schiedenheit ein. 

а) Es können, wie Flc« 9. roh angedeutet ist, die beiden 
benachbarten Kreis -Elemente innerhalb der entsprechenden Cur- 
ven- Elemente fallen. 

б) Es können, wie Fis« S«, die bei,den benachbarten Kreis- 
Elemente ausserhalb der Curve fallen. 

c)'Es kann, wie Fiff. 4 -, das benachbarte Cnrven • Element, 
welches den kleineren Winkel mit dem mittelsten Element macht, 
mit seinem Kreis -Element zusammenfallen, dann wird im driitcu- 
Element die Curve zwischen den Kreis und die Berührungs- Linie 
fallen. 

tl) Cs kann, wie FIc- A., dasjenige benachbarte Curveo- Ele- 
ment, welches den grössereu Winkel macht, mit dem Kreis- Ele- 
ment zusammenfallen , dann wird im dritten Element der Kreis 
zwischen Curve und Berübrungslinie fallen. 

Zur Vergleichung dieser vier ersten Fälle denken wir uns den 
Halbmesser des betreffenden Kreises stetig wachsend. Denn geht 
zuerst der Pull a) in den Fall c) über, in beiden Fällen ist das 
äA/ des Kreises grösser als das dA der Curve, und zwar beträgt 
der Unterschied dieser beiden diV ein unendlich Kleines des zwei- 
ten Grades. — Von der andern^ Seite muss bei abnehmendem Halb- 
messer der Fall 6) zuerst in den Fall d) übergehen, und ist in bei- 
den Fällen das dA des Kreises um eiu unendlich Kleines des zwei- 
ten Grades kleiner als das dA der Curve. 

e) Zwischen den Fällen c) und d) sind nun die Fälle enthal- 
ten, bei welchen ein benachbartes Clement iiinerhulb fällt, das an- 
dere ausserhalb. Unter diesen muss also auch einer begriffen sein, 
TheU V. 5 - • 
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bei welchem jener Unterschied der beiden gänslich verachwie- 
det. Dies lässt sich nämlich nur auf die einzige Weise errei- 
chen , dass man die beiden benachbarten Kreis - Elemente unter 
gleichen Winkeln (unendlich kleinen des zweiten Grades) ge- 
gen die Curven - Elemente zu beiden Seiten geneigt denkt, wie 
FlC. angedeutet ist. Weil nämlich der geometrische Ort des 
Kreismittelpunkts nach 7) gegeben ist, so kommt es nur noch darauf 
an, durch die beiden Endpunkte des Elements und den Durchschnitts- 
punkt der beiden benachbarten Normalen der Cunre einen Kreis 




9. Denjenigen berührenden Kreis nun, dessen dem gemein- 
schaftlichen d* entsprechendes dN mit dem dN der Curre völlig 
übereinstimmt (welcher also die Cunre unter gleichen, im zweiten 
Grad unendlich kleinen Winkeln schneidet) nennen wir den Kriim- 
mungskreis und seinen Halbmesser (=r) den Krümmungs- 
halbmesaer der Curve an dem entsprechenden Paukt, wo wir uns 
im Vorigen das mittelste Element oder vielmehr dessen Mitte dach- 
ten. Damit haben wir also die Gleichung gewonnen 



n. iS. 



r 



dN' 



Für die practiscbe Anwendung dieser Gleichnnu ist es nun na- 
türlich nicht mehr nöthig gerade, wie bisher zum Behuf der Ablei- 
tung geschah, t als unabhängige Veränderliche zu denken. Es 
genügt, wenn wir nur auf irgend eine Weise uns Kenntniss von 

dem Quotienten verschaffen. 



f-7. 



Bei der Anwendung des Vorigen auf den elliptischen Erd- 
meridian ergiebt sich für den Krümmungshalbmesser zuerst 

vermittelst des sogenannten characteristiscben Dreiecks die Glei- 
chung 



du = — 



dx 

sin N' 



also 



ds dx 

dN~~ sin NdfT 



Der letzte Theil des letzten Ausdrucks findet sich hier aus der Dif- 
ferentiation von (12). 

Ans 

cos A* = (1 — *• sin 



kommt nämlich 



sin NdN 



— cos N. — ^ — =(1— e*«'«iV’)ar — c*je'cos N 



si n NdN 
dx 
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ZnnmaeDgezog'en und umgekehrt: 

I * , ' 

dx CO» Zy(l — 

»i» NdB! x(l — «• <m N*) 
oder durch Einführung von ( 10) 



du iit nach (13) 



j:(l — g*) 

coi tin A*)' 



1 — 

(1 — «* sin iV’)l 



lod also endlich nach n. !• 



a. 14 r = (l— 

Ist demnach die oben erwähnte Hülfstafel flirr Ar, oder vielmehr 
für lo^ k, einmal berechnet, so hat man auch zur Auffindung von 
' (ar jede beliebige Polböhe nur noch geringe Bemühung. 

Aus n. 14 ergiebt sich nuu auch mit Leichtigkeit, dass die 
ütremen Wenhe von r mit den extremen Werthen von k zusam- 
MDhilen. Aus n. 1 wird dann 

das grösste r (für A=90*) = (l — e*)~l 
das kleinste r (für A^=0)z=l — 

L b, wenn man a und b selbst wieder einfübrt, 



der Krümmungshalbmesser am Pol 




« 9 



*1 



„ Aeqnator= — , 



rie auch sonst allgemein bekannt. 



Die ebenen Schnitte des Erd - Sphäroids 
betreffend. 

f.8. 

Wenn eine ganz beliebige Ebene durch das elliptische 
tstations - Sphäroid gelegt wird, so muss es immer einen Meridinu 
Itben, dessen Ebene von ihr unter einem rechten Winkel getroffen 
rird. 

Damit nun die schneidende Ebene als gegeben betrachtet wer- 
dürfe , muss man Flg. 9. in jenem senkrechten Meridian 
'<■ Punkt 8 kennen, in welchem sie ihn trifft, und überdies 
OD Winkel w, unter welchem sie gegen den Aequator geneigt ist. 
hrtelbe wird dann in der Ebene des senkrechten Meridians selbst 
tnessen. 

5 * 
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, Der Winkel to kann nnn alle Werthe von 0 bis 180* anneh- 
men, und nur in dem Fall, dass u> die Polhöhe des Punkts 8 nm 
90" Ubertrifft, wird die schneidende Ebene in eine berührende, also 
der Schnitt in einen Punkt sich verwandeln. Bei der Entwicke- 
lung der nöthigen Formeln kann man also von einem to ausgehen, 
welches in den ersten Quadranten fällt und in demselben Sinn ge- 
zählt wird, wie die N der früheren Paragraphen. 

1. Die Durchschnittslinie des Schnitts mit dem zum Grunde 
gelegten auf ihm senkrechten Meridian trifft nun seine beiden Axeo, 
allgemein zu reden, in den Punkten Q und 0. (Die beiden beson- 
dern Fälle, wo einer dieser Punkte ins Unendliche fällt, werden 
wir demnächst abgesondert betrachten.) Man bat also zuvörderst 
die beiden constanten Uülfsgrössen 

SQ = p und 80= g 

zur Benutzung, die man aus den Coordinaten des Punkts 8 in sei- 
nem Meridian und dem gegebenen Winkel w nach Bedürfniss leicht 
berechnet. 

2. Wählt man nun einen beliebigen Punkt L in der Curve, 
die der ebene Schnitt auf dem Spbäroid bestimmt, und fällt von 
ihm die beiden Perpendikel., LM auf den senkrechten Meridian, 
und LP den Aequator; so trifft auch LM aut 8Q \n JU untei 
rechten Winkeln ein, man kann also die Linie 



LM= V 

als die eine Coordinate der zu untersuchenden ebenen Schnitt- 
Curve betrachten. Zur andern Coordinate wähle man dann der 
Abstand des Punkts Hf von 8, und setze 

SM=u, 

so dass jetzt eine Gleichung zwischen u und v zu suchen ist. 

3. Für den Punkt L findet sich nnn auch ein Meridian be 
stimmt und in ihm seine Coordinaten 

CP= x und LP= y. 

Legt man aber, durch LP und LM eine Ebene, so entstehen recht 
winkliche Dreiecke, aus welchen sich sogleich ergiebt 

(19) y = {p — u) sin to 

(20) X* ={q — t*)* cos -f- 

Durch Substitution dieser Gleichungen in die Ellipsen-GIeichuui 
(8) muss sich also die gesuchte Gleichung des Schnitts ergeben. 

4. Statt der verlangten Substitution kann man aber kürze 
zum Ziel kommen, wenn man die Gleichungen (19) und (20) difFe 
rentiirt, dann in die Difierential - Gleichung der Ellipse substituin 
und endlich integrirt. 

So erhält man zuerst ans (19) 

... — sin w . du 

(22) xdx'= — (y — li) cos w*du'-\~vdv. 
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Die Differentialgleichaog' der Ellipse aber'kaon nach f . 3. getchrie- 
ka werden 

* 

(23) 

’ xdx y 

Folglich bat man dorch Division von (22) in (21) und Einführung 
TOD (19) zunächst 



st» wdu 

r — u) cot w*du — vdv 



I— e» 

(p — u) tin ur’ 



»lio wenn man vdv absondert, nach tt ordnet und zusammenzieht: 
(24) vdv = {p . ^ -f- y cot w^)dti — ( ^ — - j )udu. 

Kese Gleichung integrirt giebt ' 

.• «/»•»«'*. ,1— e* cot tt'*, , 

(25) »* = 2( / » ^ _ + 9 T cos •«* )•» — ( )»% 

wo keine Constante beizufdgen ist, weil für si z= 0 auch v = 0 
wird. 

Unsere Gleichung ist also von der Form 
v^=Pu— Qu*, 

aod somit bewiesen, dass jeder ebene Schnitt des Erdspfaä- 
roids eine Ellipse giebt, deren Scheitel der Punkt 8 und de- 
rtn Abscissen - Aze die gerade Linie ist, welche die Schuitt- Ebene 
■it dem auf ihr senkrechten Meridian gemein hat. 



Um nun die Beschaffenheit dieser Ellipse näher zu untersuchen, 
bezeichne man die halbe Abscissen -Axe mit A, ihre coordinirte 
■it B. Dann ist die Gleichung (25) zuerst auf die Gleichung der 
Ellipse ans dem Scheitel 



*'* = • ( 2 -^ — ") 

10 bringen. 

Demnach haben wir zu setzen 

( 36 ) 

(271 A = ~ _ p tinw* — e*) cot w * 

' ’ 1 — e* cot 10 ’ 

Aus (26) ergeben sich gleich schon einige wichtige Eigenschaf- 
ten des Schnitts. 

B* 

1. Das Verhältniss ^ ist bloss von e* und rc abhängig. Dem- 
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nach erhält naa laster einaader abniicbe EUipBen, wenn man 
Iputer unter^sicb parallele Schnitte durch daa Sphäroid fahrt. 

2. Es giebt nur einen einzigen Fall, in welchem ^ = 1 

wird, d. L. in welchem der elliptische Schnitt sich in einen Kreis 
verwandelt, den nämlich wenn to=s0 oder =180° wird, und dies 
ist einer von den beiden oben vorbebaltenen besondern Fällen, wo 
der Schnitt also in einen Parallel-Kreis übergeht. 

3. Es ist (den letzterwähnten besondern Fall als Ausnahme bei 

Seite gesetzt) immer d. h. man bekommt lauter soge- 

nannte breite Ellipsen, deren Scheitel der kleinen Axe in den 
auf ihren Ebenen senkrechten Meridian fällt. 

Man wird also, um die Analogie mit den gewöhnlichen ^xen 
herzustellen , die Formeln (26) un(T(27) umschreiben müssen, in- 
dem man 

A = ß und B = a 

setzt. 

Dies giebt 



' ' n» 1 — e* cog w* ' 

( 29 ) 

' ' " I — cog 

4. Bezeichnet man die Excentricität des elliptischen Schnitts, 
in iibstracter Zahl uusgedrUckt, mit t, so wird , 



also nach (28) 




(30) t’ = c»(i— 



gijg w‘‘ 
cog w 






woraus erhellt, dass für ?z> = 90°, und nur für «> = 90°, an jeden 
beliebigen Punkt des Sphäroids e° = e° wird, d. h. dass nur die 
jenige auf den Meridian eines Orts senkrechte Ebene, welche zu 
gleich mit der Rotations- Axe der Erde parallel ist (die Ebene de: 
„sechsten Stundeukreises'’) eine dem Erdmeridian ähnlich' 
Ellipse abschneidet. Das ist also der zweite der beiden oben vor 
behaltenen besondern Fälle. 

5. Weil c* < 1, so ist auch für «>■< und >90° 

1 — cog «>* > gin to', d. h. < e*. 

Alle auf den Meridian senkrechten Schnitte auf beiden Seiten de 
sechsten Stnodenkreises geben also Ellipsen, welche runder sin< 
als der Erdmeridiau. 

j j . 

Da aber von dem Zeichen des cog tr unabhängig ist, so ci 

hellt, dass die Schnitte, welche auf beiden Seiten des sechste 
Stundenkreises gleiche Winkel mit diesem machen, einaode 
ähnlich sind. 
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Die DifFerentiatioD von (28) giebt endlich 




sin 2w 
1— e> 



dw. 



woraus faervorgefat, dass die Rundung für positive tin 2u>, d. b. 
(OBI Parallelkreis bis zum sechsten iiitnndenkreis stetig abnimmt, 
nod dagegen auf der andern Seite dieses Stundenkreises wieder 
stetig wächst, bis dpr Parallelkreis wieder erreicht ist. 

o. Den Debergaog von den Schnitten^ die sUdlicb von dem 
sechsten Stundenkreis liegen, bildet dabei immer der schon oben 
erwähnte Fall, wo für ein mit S zusammenfallendes L w=. 
-1-90° wird, demnach die schneidende Ebene sich in die berüh- 
rende (den Horizont), die Ellipse also sieb in einen Punkt ver- 
wandelt. In diesem Fall haben wir also auch das Flächen -Ele- 
neat nm den Bernhrung^unkt als eine unendlich kleine Ellipse 
roD ganz bestimmter Excentricität zu betrachten. Für w = A' 
-f- 90° wird nämlich 



,, eot N'* . ,,, 

* ( l-s» = ^ ^ ^ ’ 



wofür sich nach n. S auch leicht eine geometrische Darstellung in 
der mit a = l zu beschreibenden Ellipse finden Hesse. 



Die Vertical- Schnitte des Erd • Sphäroids ' 
betreffend. 



10 . 

Unter den Schnitten des Sphäroids sind vorzugsweise dieVer- 
ticai-Scfanitte für den practiscben Geometer wichtig, weil deren 
Elienen gerade von seinem Tbeodolithen-Femrobr beschrieben wer- 
den. Unter diesen Vertical -Schnitten aber kommt wieder zunächst 
deijenige zur Anwendung, welcher senkrecht auf dem Orts-Meridian 
lieht (im „ersten Vertical” des Orts liegt), und also dem soge- 
sanoten Perpendikel auf den Meridian angebört. 

Um die Ellipse für dieses Perpendikel auf den Meridian zu fin- 
den, brauchen wir nur Flg. I. den Winkel A' an die Stelle des ie> 
Baserer beiden vorigen Paragraphen zu setzen (indem wir auch hier 
das j9 der Fltg. 7, mit Z/ zusammenfallend denken). Demnach wird, 
da wir für jedes auch das ihm zugehörige A besitzen, aus §. 8. 
Bod n. S. 

p = (l — c*)A und q-=k , 



and somit aus (29) 



(31) 



" 1 — e’ cot A’” 



Machen wir nun auch die Substitution in (28), so wird 



(32) 



ß- 1 — e’ 

rt» 1 — cot A’’ 



V 
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Hieraus folgt nun mit Leichtigkeit der K rümmangshalb- 
messer des Perpendikels auf den Meridian, den wir mit 
n bezeichnen wollen. Weil nämlich unser Ort im Scheitel der 
kleinen Axe des betreffenden Schnittes liegt, so hahen wir nach 
§. 7. 



ß» 




zu setzen, d. h. wir brauchen nur (31) durch (32) zu dividiren, 
wodurch uns die Gleicbnng entspringt 

n. 1& n =z k. 

Die §. 5. erwähnte Hiilfstafel giebt also diesen Krümmnngs- 
Imlbmesser des Perpendikels unmittelbar, und wir können das 
Klement dieses elliptischen Schnitts als das Element eines Kreises 
betrachten, welcher Flft. 1. 0 zum Mittelpunkt und die Conormale 
selbst zum Halbmesser hätte. 



§. 11 . 

Der Krümmungshalbmesser für einen Vertical - Schnitt in 
beliebigem Azimuth findet sich nun aus r (dem Krümmungs- 
halbmesser des Meridians) und n (dem des Perpendikels) auf tol- 
gende Weise. 

Ein solcher Schnitt, dessen Azimuth mit i bezeichnet wer- 
den mag, muss bei gehöriger Erweiterung den auf ihm senk- 
rechten Meridian AS JPIg. 9. treffen. Die drei Ebenen, dieses 
senkrechten Meridians AS, des Schnitts JLS und des Orts- Meri- 
dians AL, bilden nun bei O, wo sie in der Rotations- Axe Zusam- 
mentreffen, eine dreikantige Ecke, in welcher LO die Conormale 
für den Ort L ist, AO ein Stück der Rotations -Axe vorstellt und 
SO gerade wie 9. in der Richtung der kleinen Axe der el- 
liptischen Schnitt-Curve liegt. Da nun die Verticale Z/0 auf dem 
Horizont von L, also auch auf dem Element des Bogens LS bei 
L senkrecht steht, so ist LO auch Conormale für den Schnitt 
und der Winkel SOL, den wir Kurze halber mit O bezeichnen 
wollen, bildet io der Ebene des Schnitts das Complement des Sub- 
normalen-Winkels. Behalten wir also für den Schnitt die Buchsta- 
benbezeiebnnng der §§. 8. und 9. bei, so haben wir für den Krüm- 
mungshalbmesser m des Schnitts am Ort L nach n. 14 und n. I 
zunächst die Gleichung 

(1— COM 0*)1 

oder durch Einführung von (28) 

« ü — e’) 1 

(1 — COM 0’)t ’ (1 — e* COM tV*)' 1 — COM Ö*' 

Drückt man hier in dem letzten Factor durch (30) aus, und be 
merkt, dass der erste Factor nichts weiter ist als die Conormal 
LO selbst, so erhält man zunächst 
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(33) m — Ä(i «*) . X _ _ g, „,j c, o>- 

Um nuD io diese Formel die Polböhe A uod das Azimuth * statt 
der Grösseo u> uod 0 einzufiibren, bemerkt man, dass die dreikan- 
tige Ecke bei O einem recbtwinklicben spbäriscben Dreieck ent- 
spricht, dessen Hypotenose =90° — A ist, und worin dem sphä- 
rischen Winkel i die Kathete O aoliegt, die Kathete (90° — te>) 
aber ffcg^nfiber Hegt. Demnach bat man nach bekannten Formeln 
der Irigonometrie \Grtindri*t n. 41. tind n. 42.). > 

*i» w CO* 0=i*in N 

• . CO* to = CO* X . «t» *. 



Dieses snbstituirt giebt zunächst 



(34) 



m =. 





— «* eo* NlX*in «• — «* *in iV*’ 



wofür man auch schreiben kann 



4(1 -e») 

' ^ ** 1 — e* -H e* CO* iV’ CO* i*‘ 

Zum practiscben Gebrauch scheint es mir, wie gesagt, am bequem- 
sten, das m auf die obigen r und n zurückzufubren. Zu dem Ende 
dividire man die Gleichungen (34) und (35). in 1. 

Dies giebt zunächst , 

_1_ 1 — s* si n iV° — CO* A* *in 

«I k{l — e*) 

und > 

_1_ _ 1 — -t- eo* X' co* i* 

m /t(l — e») 



Sondert man nun in diesen Brüchen das letzte Glied des Zählers 
jedesmal ab, uod bemerkt die Bedeutung, weiche die ersten Brüche 
dadurch nach n. 1 , n. 14 und n. 1& erhalten , so kommt 



(36) 


1 


1 


e* co* 2V’ *in t’ 


m 


r 


4(1 -e») ’ 


(37) 


1 


1 


. e* eo* N* co* i’ 


m 


n 


' 4(1 - «’) 



also endlich , wenn man (36) mit co* i * , (37) mit »in multipli- 
cirt und dann addirt; 



oder 



n. 1« 



m 



*ut 



n. 19 m 



rn 

r *in co* 
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• Da nach n. 14 und n. 14 

^=( 1 - 0 ** 

und (mit Aaanabme des Falls, wo A^=90°, also die Verticalsefanitt« 
lauter Meridiane sind) nach n. 1 U* ■<. 

Verticalscbnitt , 




folglich auch aus n- IS. 

— 1 und — > 1, 

m m 

d. b. 

r<*» und n'^m. 

Demnach sind auch r und n die extremen Werthe aller Krüm- 
mungshalbmesser für den angenommenen Punkt des Sphäroids. 

Bezeichnet man endlich einen beliebigen Halbmesser irgend 
einer Ellipse mit R und seinen Winkel gegen die kleine Axe 
mit i, so wird 

R cet * = ^ und R «ds» t = /r, 



folglich aus (1) 

1 eo$ i* . sin i* 

7 ^ — Ä* 



welche Gleichung, mit (3) und n. IS. verglichen, den Lehrsatz 
beweist: Eine im Horizont eines Orts beschriebene Ellipse, welche 
den Horizontalschnitten des Erd*Sphäroids für denselben Ort ähnlich 
ist, hat durchweg Halbmesser, welche den QuadKatwurzeln ans 
den Krümmungshalbmessern der entsprechenden Vertical - Schnitte ! 
proportional sind. | 



1 



Deu sphäroidischen Excess betreffend. 

Die gemessenen Winkel eines geodätischen Dreiecks sind eigent- 
lich Winkel zwischen Vertical-Schnitten des Sphäroids, bei 
denen die Durchschnittlinien der Ebenen, im Allgemeinen wenig- 
stens, keine dreikantige Ecke bilden, indem diese drei Linien mit 
der Rotations- Axe in drei oder doch in zwei verschiedenen Punk- 
ten zusammenzutreffen pflegen. Den Excess dieser gemessenen 
Winkel über zwei Rechte pflegt man aber, weil er in der Regel nnr 
wenige Secunden beträgt, zu berechnen, als ob das spbaeroidiscbr 
Dreieck (welches ganz streng genommen gar nicht einmal zwischen 
lauter Verticalschnitten, sondern zwischen drei ,, geodätischen Li- 
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nien“ lie0) eio sphärisches wäre. Will nan jedoch bei dieser 
nur anoänernd richtigen Voraussetznng nicht sHzusehr wissentlich 
von der Wahrheit abweichen, so ist der Halbmesser (H) der Ku- 

f el, welche man dabei znm Grunde legen will, vOr Allem erst ge- 
örig festznsetzen. Dazu führen nun folgende, an das Obige sich 
unmittelbar anschliessende Betrachtungen. 

1. Denkt man sich an einem Punkt des Spliäroids ausser der 
berührenden Bbene (dem Horizont) auch noch eine berührende Ku- 
gel, so muss deren Halbmesser mit der Verticale des Orts zusam- 
menfallen. Ein unendlich kleiner Theil sowohl der sphäroidischen 
Fläche als der Kugelfläche um den Berührungspunkt, muss dann 
als in die Berührungsebene fallend angesehen werden können. 

Solche Flächen-Elemente kann man aber constrniren.. Dazu 
errichte man zuvörderst in einer einstweilen beliebigen Tiefe (;) 
vom Berührungspunkt gegen die Rotations-Axe bin, eine der Be- 
rUhrungsebene parallele, also auf der Verticale senkrechte Ebene. 
Diese schneidet auf dem Sphäroid eine Ellipse mit der Excentri- 
cität e* k* tot A* ab (siebe §. 9. 6)), deren Mittelpunkt in der 
Verticale liegt, und deren Grösse nur von t abhängt. Auf der Ku- 
gel aber wird eio Kreis abgeschnitten, dessen Grösse ausser von 
t auch noch von dem Halbmesser U derselben abhängt. 

Denkt mau sich nun eine durch den Mittelpunkt der Kugel ge- 
hende gerade l^inie auf dem Umfang des letzterwähnten kleinen 
Kugelkreises berumgeführt, so beschreibt dieselbe auf dem Hori- 
zont die Grundfläche eines geraden kreisförmigen Kegels. Eben 
so erhält man einen geraden elliptischen Kegel mit derselben 
Spitze, wenn man die Linie auf dem Umfang des elliptischen 
Schnitts heromfdhrt. 

In beiden Fällen wird die aus der Regelspitze so auf den Ho- 
rizont projicirte ebene Figur zu ihrer Projection selbst in einem 
bestimmten Verbältniss stehen, nämlich rUcksicbtlich der linearen 
Dimensionen im Verbältniss {H — t)'.H und rücksicbtlicb der Flä- 
cliengrösse im Verbältniss {H — 

Lässt man endlich t so weit abnebmen, bis alle Durchmesser 
der beireffenden Schnitte unendlich klein werden, so sind dieselben 
im Sion dieses §. 6. als Elemente der Bögen zu betrachten, 
welche auf den entsprechenden krummen Flächen dadurch erzeugt 
werden , dass man durch die Axe der obigen Kegel Ebenen legt. 
Zugleich aber müssen dann die Schnitte als mit ihren entsprechen- 
den Projectionen auf den Horizont zusammenfallend gedacht wer- 
den, und sind also ihre Figuren als die gesuchten Fläcben-Ele- 
mente zu bctrechien. Die oben erwähnten geraden Kegel werden 
dann Körper-Elemente. 

2. Weil nun eine Ellipse mit einem ihr concentriscben Kreise 
nicht conprueiit werden kann, so kann man auch nicht wie oben 
6. auf Congruenz der Bogen -Elemente, wohl aber auf Gleich- 
heit der Flächen-Elemente und also auch der Körper-Elemente 
die Bestimmung des noch festzusetzenden Kugellialbmessers H 
gründen. Das heisst mit andern Worten: man wird das Zf, und 
also das Kreis - Element, welches mit dem elliptischen Element glei- 
ches t hat, so bestimmen können, dass innerhalb und ausserhalb 
des letzteren zwei Paar Monde entstehen, welche gleichen Flächen- 
inhalt haben, wie Flgr- rob angedentet ist. 

3. Betrachtet man nun zuerst den Kreis, welcher in einer 
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endlichen Tiefe t nnf der Kuipel entiteht, und bemeiebnet neinen 
Hnlbmesaer mit «, eo iit bekanntlich Vig. !•. 

(38) #»=<(2^— #) = 2Ä— />. 

Da non aber 

(30> 

ti» 

so gehört zu einem unendlich kleinen « ein welches im zwei- 
ten Grade unendlich klein ist, und muss also bei' dieser Voraus- 
setzung in (38) das letzte Glied t* gegen ^Ht verschwinden. 

Demnach bat man für ein solches im zweiten Grade unendlich 
kleines t, welches mit z bezeichnet werden möge, den entsprechen- 
den Halbmesser des Kreis -Elements^ welcher C heissen mag, und 
als mit einem halben Bogen-Element auf der Kugel zusammenfal- 
lend gedacht wird, zu berechnen nach der Formel 

(40) = 

Man erhält demnach die Fläche des Kreis -Elements y durch die 
Formel 

(41) y= naa = 2;r . Af . z. 

Hieraus kann man auch schon gelegentlich überschlagen, in wie 
weit für ein vorliegendes Bednrfniss des practiscben Lebens unsere 
Annäherung sich der Wirklichkeit anscbliesst. Denn auf einer Ku- 
gel von nur 800 preussischen Meilen Halbmesser würde Hir einen 
Üchacht von 1500 preussischen Fuss (etwa halb so tief als der In- 
selsberg hoch ist) das / schon über 300 Quadratmeilen betragen. 
Es umschlösse ein solches Kreis- Element ein gleichseitiges Dreieck 
von ungefähr 17 Meilen Seite und 40^' Excess. 

4. Die Betrachtung des elliptischen Clements muss nun 
davon ausgehen, dass für dasselbe z die a verschiedener Länge 
sind, wenn wir sie als geradlinig betrachten, und zugleich als mit 
verschiedeuen Krümmungshalbmessern beschrieben , wenn wir sie 
als Bögen des Sphäroids betrachten. 

Bezeichnen wir also das mit dem Meiidian zusammenfallende a 
(die halbe kleine Axe unsers Elements) mit ff', das in das Perpen- 
dikel auf den Meridian fallende (die halbe grosse Axe) mit ff", so 
haben wir durch dieselben Schlüsse, die uns zu (40) führten, 

(42) ff'ff'=2rz 

' ff"ff" = 2»z.' 

Jedes andere ff des elliptischen Elements würde mit seinem eigenen 
m zu berechnen sein, nach m. Itt und dem dabei angeführten 
Lehrsatz. 

Für die Fläche des elliptischen Elements, die mit y bezeich- 
net werden mag, ergiebt sich also nach dem bekannten Satz über 
die Quadratur der Bllipse 

(43) /' z= »ffV = 2« . \/lrn . z. 
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5. Setzen wir endlich, unserer Annahme gemäss, die beiden 

Elemente einander gleich, so entspringt die Gleichung , 

n. 18 

d. b. der Lehrsatz: Das geometrische Mittel aus den beiden 
extremen' Krümmungshalbmessern ist zum Kugelhalbmesser zu neh- 
men, wenn man den sphäroidischen Excess als einen sphärischen 
zu berechnen sich erlauben will. 

Dieses geometrische Mittel ist übrigens nach n. 14 und n. 18 
vermöge der Proportion , 

(1 — e*)l : (1 — e^)k'=.k : rn 

auch als die vierte Proportionale zu der halben kleinen Axe, der 
Normale und der Conormale zu betrachten, und somit in der Ebene 
des Meridians leicht zu constriiiren. 

6. Es bleibt nur noch übrig, den Punkt des sphäroidischen 
Dreiecks zu bestimmen, für welchen die r und n gelten (ans den 
Tafeln genommen werden) sollen, die wir nach dem Vorhergehen- 
den für Berechnung des Excesses gebrauchen. 

Dazu wählte ich denjenigen Punkt, dessen Polböhe das arith- 
metische Mittel ans den Polhöben der Winkeipnnkte ist Denn 
denke ich mir das Dreieck als eben , und die betreffenden Meri- 
dianbögen der beiden nördlicheren Punkte als geradlinige Perpen- 
dikel auf den gleichfalls als geradlinig gedachten Parallelkreis 
durch den südlichsten Punkt, so erhalte ich auf diese Weise mit 
‘grösster Bequemlichkeit den Schwerpunkt des ebenen Dreiecks, 
' welcher die bekannte Eigeuscbaft hat, dass jede durch ihn und 
einen Winkeipnnkt gezogene gerade Linie das Dreieck in Hälften 
von gleichem Flächeninhalt theilt. 




Digilized by Google 




78 



ni. 

Verschiedene mathematische Bemerkungen. 

Von dem 

Herrn Professor C. T. Anger 

, za Danzig. 



I. Die GaussiBchen Gleichungen für ebene Dreiecke. 

Die GauBBiscben Gleichungen: 

I. sin — c).cos ja. sin \{B — C) 

II. sin j(£+c) , sin =sin ja. cos ^{ß — C) 

HI. cos j(Ä — c) . cos }A = cos ja . s1n j^i? -f- C) 

IV. ' cos j(Ä -+- c) . sin -^A = cos ja . cos jf i? -4- C) 

bieten die Frage dar, was aus ihnen werde, wenn die Seiten des 
sphärischen Dreiecks unendlich klein angenommen werden, d. h. 
wenn sich das sphärische Dreieck in ein ebenes rerwandelt, dessen 
Seiten a, 6, c und dessen Winkel A, ß, C sind. Man ersieht 
leicht, dass sich dadurch die folgenden ergeben: 

1. (6 — c) . cos j.<4 = a sin j(£T — C) 

2. (Ä -f- c) . sin ^A z= a cos j(Ä — C) 

3. cos jJf = sin i{ß -i- C) 

4. sin ^A — coa j(Ä C). 

Die Gleichungen 3. nnd 4. geben nicbs Neues, sondern sprechen 
nur den Satz aus, dass in einem ebenen Dreiecke die Summe der 
drei Winkel zweien Rechten gleich ist. Die Gleichungen 1. und 
2. dagegen geben jene eleganten Formeln der Trigonometrie, wel- 
che früher in den Lehrbüchern vermisst wurden, gegenwärtig aber, 
nachdem Moll weide und später Gerling ihrer erwähnt haben, 
bekannter geworden sind. Moll weide stellt in einem Aufsätze 
in V. Zach’s monatlicher Correspondenz vom Jahre 1808. 
S. 3 Ott. die beiden Proportionen auf 

£ + c : a = cos j(f? — C):a\a-iA ' ■ 

h — c : a = sin \(ß — C) : cos \A, 

\ 

welche resp. mit den Gleichungen 2. und 1. identisch sind, und be- 
merkt dabei, dass man diese eleganten Sätze, welche in einem 
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Tollst&ndinn Systen der: Trigoooaetrie nicht fehlen sollten, sehr 
leicht ans Betroehtung der Figur erweise. Ungefähr . 16 Jahre später 
giebtGerling in Schumacher’sAstroDomischenNachricbten 
No. 62. dieselben Formeln mit folgender Bemerkung: ,,So nütn- 
lich ich diese Formeln, welche ich vor einigen Jahren 
zufällig fand, für die Ausführung halte, so unwabr- 
Bcheinricb ist mir doch, dass sie neu sein sollten, weil 
.. . 1. • 1 sin sin Ä sin C 

ihre Ableitung aus der Gleichung = — — = 

” ° a b c 

gar zu nahe liegt. Ich habe sie aber bis jetzt in keinem 
Lehrbuche aufgefunden”. 

Aus der obigen Ableitung ersieht man, dass diese Formeln für 
die ebene Trigonometrie nichts Anderes sind, als die Gaussischen 
Tür die sphärische. Durch solche Betrachtungen, welche ich beim 
Unterrichte nicht gerne unterlasse, tritt dem Schüler der innere 
Organismus der Wissenschaft oft deutlich vor Augen. Diese Glei- 
chungen ergeben auch, wenn man auf beiden Seiten aufs Quadrat 
erhebt und dann addirt, ohne geometrische Betrachtung, sogleich 
die Erweiterung des pytbagoriscnen Satzes. 



II. Ueber die ailgemcinn Ableitung der Grnndformel 
der sphärischen Trigonometrie. 

Es ist bekanntlich von Wichtigkeit die Grnndformel der sphä» 
rischen Trigonometrie in ihrer Allgemeinheit abzuleiten, d. h. so, 
dass die Richtigkeit derselben für alle sphärische > Dreiecke , die 
Seilen mögen über 90'’ oder über 180* u. s. w. gehen, erwiesen 
werde. Dieses geschieht nnn auch, indem man für die verschiede- 
nen Fälle besondere Figuren entwirft, und für jede einzelne den 
Beweis führt. Da es aber wünsehenswerth erscheint, sich nur einer 
Figur bedienen zu dürfen, so stellte ich mir vor etwa 20 Jahren 
die Aufgabe: ,,die Grundformel der spbäriscben Trigonometrie so 
abznleiten, dass eine Figur dabei ansreicbe, nnd ein ferneres Zn> 
räckgehen zu geometrischen Betrachtungen nicht nöthig sei.” Die 
Ableitung, welche ich fand, habe ich damals einigen Freunden mit- 
getheilt, anch mich derselben beim Unterrichte in der hiesigen Na- 
vigationsschule vor Zeiten mit Vortbeil bedient, denn dort kam es 
besonders darauf an. Kürze mit mathematischer Allgemeinheit zu 
verbinden. Da sie mir, bis jetzt wenigstens, noch in keinem Lehr- 
bnche vorgekommen ist, so erlaube ich mir, diese Kleinigkeit der 
öffentlichen Beurtbeiinng zu übergeben. 

Bezeichnet man die Seiten eines sphärischen Dreiecks dqrch 
a, b, c, die Winkel und die. Eckpunkte desselben durch ji, ß, Cf 
denkt man sich von einem beliebigen Eckpunkte, etwa von einen 
Radius der Kugel gezogen, legt durch den Mittelpunkt derselben eine 
Ebene auf diesen Radius perpendiculär, und fällt von den Punkten B 
und C auf diese Ebene Lothe, so entsteht, wenn man die Fusspunkte 
derselben durch B’ und C bezeichnet, in jener Ebene, welche zu- 
gleich die des Papiers sein mag, durch Verbindung des Mittelpunk- 
tes Af^mit B', and V ein ebenes Dreieck MB'C (Taf. I. Fig. 3.), 
durch dessen. Betrachtung sich Alles ergiebt. Es ist nämlich offen- 
bar der Winkel B’MC gleich dem sphärischen Winkel A, die 
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Seite MC’r=it\n b, die Seite ^^'=»d und nan hat 
±= (2sin -^o)* — (cos £ — cos c)*, also nach der Erweiterung dei 
pythagorischeu Satzes die Gleichung: 

(2sin |«r)’ — (cos b — cosc)* = sin*^ + sin’c— 2sin d .sin c . coaA, 
deren Entwickelung sogleich 

cos a = co8 &.COS c + sin b sin c.cos 

ergiebt. 

Die Kraft dieses Beweises liegt in dem Umstande, dass di« 
Geraden MB’ und MC immer ihre Bedeutung behalten, die Seiten 
des sphärischen Dreiecks mögen so gross sein, als man wolle, denn 
die Punkte ß' nnd C sind durch Projection der Eckpunkte ß 
und C entstanden. Dasselbe gilt in Bezug auf den Ausdruck für 

{B'cy. 



III. Zur Theorie des Kater-Bobnenhergerscben 
Reversionspendels. 

Die elegante Eigenschaft des Pendels mit reciproken Axen : 
kann auf folgende Weise sehr einfach bewiesen werden. I 

Eine gerade unbiegsame um einen festen Punkt bewegliche i 
Stang^ deren Schwere vorlauGg =0 gesetzt werden kann, sei an ' 
ibren> Enden mit zwei Gewichten m und m' beschwert, deren Ent- | 
feroungen vom Aufbangupgspunkt resp. — r und r' sein mögen, 
dann ist die Lange des einfachen Pendels, welches mit dem gege- 
benen gleichzeitig schwingt, 

^ «iV* - 4 ~ mr* 

«V — iwr ■ . . . . 

Nimmt man unterhalb jenes Aufhängungspunktes einen andern Punkt 
als solchen an, und lässt das Pendel, nachdem es umgekehrt wor- 
den, um diesen schwingen, so ist, wenn nun die Entfernungen des- 
selben von den Gewichten resp. durch — q' und p bezeichnet wer- 
den, die Länge des mit dem gegebenen gleichzeitig schwingenden 
einfachen Pendels 

• ^ «i'p'* -I- «ip» 

— m'p'-i-mp' 

Soll das Pendel um beide Aufbängungspunkte in gleichen Zeiten 
schwingen, so muss 

l=L 

sein. Man hat aber offenbar ' ' ' - | 

r -4- r ' = p -I- p' = «, 

wo a die Länge der ganzen Stange bedeutet; und wenn man die 
Entfernung der beiden Aufbängungspunkte von einander durch b 
bezeichnet," 
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a = b -t- r + 
also 

p = Ä-f-r, ß' = r' — Ä. 

Die Gleicbuog 
•I'; 

(lebt aoD ^ ' ; 

otV* -t- wr^ «'(*^ — ^)* -H»i(r - +-/<)* 

«n'r' — mr — — b^^tnir b) 

«nV* -t- iwr* — 2(»iV — wr)^ -4- (>” + 

— m'r' -+- mr (>« -f- m’)A ’ 

IUI welcher für ^ die, quadratische Gleichung: 

j_2(mV^+mr^_ 1 2(mV — wr) mV« -<- wir* i ^ j, 
m m' I en + an' #»'»■' — mr i ** 

itnorgeht. Die Wurzeln finden sich sogleich durch blosse An- 
licbt der Coefficienten, man erhalt nämlich für h die beiden 
ITerthe 

wV* -f- mr* 2(«nV — mr) 
m'r' — mr m-\-tii 

'«0 denen hier nur der erste io Betracht kommt. Mao ersieht 
lietau, dass b'= It=z Li wird, d. h. wenn das Pendel in bei- 
Iti Lagen gleichzeitig schwingt, so ist die Entfer- 
iiBf der beiden Aufhängungspan kt e von einander gleich 
In Länge eines einfachen Pendels, welches mit dem 
[t|ebenen gleichzeitig schwingt Die Bedeutung der an- 
Wurzel liegt am Tage. 




I 

1 
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IV. 



Neuer Beweis der Formeln für die figurirten 
Zahlen, nebst kritischen Bemerkungen über 
die bisherigen Beweise. 

Von 

f 

Herrn Dr. F. Stegmann, 

Lehrer an der Realschule und Privatdocenten an der Universität 
zu Marburg. 



' ‘ Unter fignrirten Zahlen werden hier diejenigen arithmeti- 
schen Progressionen verstanden, welche durch successives Sammi- 
ren aus der Grundreibe 1, 1, 1, 1,.... entstehen und nicht diejeni- 
gen, welche aus der allgemeineren Grundreibe ab- 

geleitet werden können. Demgemäss ist die figurirte Zahlen- 
reihe erster Ordnung eineHei mit der Zahlenreihe 

t, 2, 3, 4, 5, , , , , 



die figurirte Zahlenreihe zweiter Ordnung ist 

1, 3, 6, 10, 15 

die figurirte Zahlenreihe dritter Ordnung ist 

1,4,10,20,35,.... 

u. s. f. 

Bei der Beschäftigung mit diesen Reihen bieten sich zunächst 
die zwei bekannten Aufgaben dar, mit welchen für den öffentlichen 
Unterricht in der Regel wohl der ganze Inhalt dieser Lehre zu- 
gleich abgeschlossen sein mag, nämlich erstens die Aufgabe, von 
jeder figurirten Zahlenreihe einer beliebigen (ihten) Ordnung das 
allgemeine (wte) Glied , und zweitens die Summenformel fiir -die s 
ersten Glieder anzugeben. Da aber wegen der Gntslehungsart der 
auf einander folgenden Zahlenreihen die Summe der a ersten Glie- 
der der ^ten Reihe identisch ist mit dem «ten Gliede der (>6^1)ten 
Reihe, so erhält das zweite Problem natürlich seine Erledigung zn- 

f leicb mit dem ersten. Nun findet man zwar in alleb Lebrbticfaeni 
er allgemeinen Arithmetik, welche Uber die ersten Anfangsgründe 
hinansgeben, den Satz ausgesprochen, dass allgemein das mte Glied 
der Aten Reibe gleich 

w(a-Hl)(»t-H2)....(»a-t.^— 1) 

1 .2. 3 ....i 
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oder, nach einer vielffebrancliten Bezeicbonng der BinomialcoefB* 

M 1 

^ ) aei. Für den Beweie dieaes Satzes bat 

man ab'br bisher, wie es scbeint, nur zwei Wege angegeben, von 
denen unserem Bedünken nach weder der eine noch der andere 
den Anforderungen des ' öffentiicben Unterrichts so vollkommen, 
wie es gewünscht werden muss, zu entsprechen vermag. 

Die eine dieser beiden Beweisführungen stützt sich nämlich 
auf eine bekannte Formel , welche für das allgemeine Glied einer 
jeden arithmetischen Progression ^ter Ordnung Gültigkeit hat; ' 

(1) wh=s», A**»i »I 

-f- 

wobei s>, das Anfangsglied und A'**i-“* ersten 

Glieder der auf einander folgenden ersten, zweiten n. s. f. Oiffe- 
renzreihen bedeuten. Indem man nun diese Formel auf die figurir- 
ten Zahlen zweiter Ordnung anwendet, erhält man 

*»1=1. A*»i = 2, A*«i = 1, 

also 

w,=i+i'‘7').2+("7‘) 

und nach einigen Reductionen wird man die dreitheilige Summe 
rechter Band allerdings auf den Ausdruck ~ ^ !»•■>“- 

gen, wie es sein soll. 

Indem man alsdann die Formel (1) auf die fignrirten Zohlen 
dritter Ordnung anwendet, erhält man 

*»i = 1. A*»i =2. A’*»i =3, A**»i = 1. 

also 

*»« = !+ (**! )«3 + ( 2 )-3-I-( j ) 

und nach einigen Reductionen wird man auch hier die viertbeilige 
Summe rechter Hand auf die Form ^ g ^ ^ ^ g®- 

bracbt haben, wie es sein soll. , 

Und auf gleiche Weise kann man allerdings auch für das all- 
gemeine Glied der figurirten Zahlenreihe vierter, fünfter, u.s.w, 
Ordnung die betreffenden Ausdrücke aus der allgemeinen Gleichung 
(1) berleiten. Allein abgesehen davon, dass diejenigen Reductionen, 
welche erforderlich sind, um den für w« erhaltenen Ausdruck aus 
seiner ursprünglichen Form auf die gewünschte Form überzufübren, 
bei jedem neuen Fortschritt zu einer höheren Ordnung immer ver- 
wickelter ausfallen; so kann doch offenbar, wenn man auch bei 
dem Unterrichte die Mühe nicht scheuen wollte, diese weitläuftigen 
und regellosen Reductionen sogar bis zur vierten oder fünften Ord* 

6 * 
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DUDg fortzuflibren , hierdurch allein die Bauptsoche, woraofve« an* 
kommt, nämlich dass die gedachte Transformation für jede 
beliebige Ordnung möglich sei, keineswegs zur Evidenz ge- 
bracht werden. Gleichwohl scheint durch eine solche ioduction 
öfters die Sache erledigt worden zu sein, man vergleiche z. B. das 
in vieler Hinsicht sehr schätzbare Compendium der höheren 
Mathematik von Burg. §. 237. 

Die andere Beweisart stellt geradezu für das iste Glied der 
Xrten Ordnung die Formel 

»1 

(£) u „ — l,2.3..../fc , 

als ein Theorem auf, entweder ohne alle Bevorwortung, wie z. B. 
in Ohm’s System d. Math. 2r Theil. S. 26., oder wie z. B. in 
dem mit Hecht gerühmten Lehrbuch der Allgem. Arithm. von 
J. U. T. Müller (Halle 1838) S. 426, geschieht, als ein Resultat, 
welches „man erwarten könnte”, nachdem man für die beiden 
ersten Ordnungen die Ausdrücke « und -jn(/t + l) unmittelbar und 
ohne alle Mühe gefunden hat, und zeigt alsdann, dass diese allge- 
meine Formel (2), wenn sie für die /rte Ordnung gilt, auch für die 
(ih-l-l)te ihre Richtigkeit behalte. So wenig nun aber gegen eint 
solche Beweisführuog von Seiten einer strengen Theorie Einwen 
düngen gemacht werden können, so wenig möchte sie doch in di- 
daktischer Hinsicht den gerechtesten Anforderungen Genüge leisten 
Denn die belebende Kraft des Unterrichts in der Analysis besteh 
gerade darin, dass er nicht gezwungen ist, die auf einander fnl 
genden Lehrsätze als isolirt stehende Wahrheiten zu demonstriren 
welche durch den glücklichen Einfall dieses oder jenes Mathemati 
kers entdeckt worden, sondern dass er vermag, jedes Resultat vn 
den Augen der Lernenden gleichsam von Neuem zu entdecken, das 
er diese in den Stand setzt, den Ursprung jedes spätem Sätze 
als AusQuss bereits erkannter Wahrheiten klar anzuschauen un 
ihre Neigung, wie ihre Fähigkeit, im eintretenden Pall selbststän 
dig eine gesuchte Formel direkt zu entwickeln, stufenweise stei 
gert. Was den Gymnasialuuterricht insbesondere aohelangt, so kan 
es zwar durchaus nicht meine Absicht hier sein, mich über di 
Frage zu verbreiten, ob es überhaupt nöthig oder überSüssig, nüti 
lieb oder unrathsam sei, die Formeln über die arithmetischen Re' 
hen höherer Ordnung und die ligurirten Zahlen noch in den Cui 
stts der obersten Klasse aufzunehmen, oder ob diese Lehre definiti 
dem höheren Unterrichte Vorbehalten werden müsse. Auch mui 
ich mich gegen den Schein verwahren, wenn ich gegen die bishi 

f elieferten Beweise dieser Formeln, wie sie in verschiedenen, zu 
'heil auch für den Gymnasialunterricht bestimmten Lebrbüchri 
aufgenommen sind, hier einige Ausstellungen mache, dass ich di 
durch der Didaktik der Herren Verfasser zu nahe träte, weil 
natürlich durch den mündlichen Unterricht leicht ausgeglichen wc 
den wird, wo das Lehrbuch vielleicht absichtlich eine Lücke g 
lassen haben sollte. Allein wenn alle Sachverständigen heutig 
Tages darüber einverstanden sind, dass an Gymnasien die Math 
matik vorzüglich wegen ihres formalen Nutzens gelehrt werdi 
müsse, damit sich eine gewisse Seite der Geistesanlagen der lie 
anzubildenden Jugend gehörig entfalten könne, so wird man au 
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gern' von dem uritfametiscben Unterricht allen fern lU iialten luchen, 
was dem Geigt einer ungezwungenen und dem jugendlichen Sinn 
zugänglichen heuristischen Aualysis, wäs einer' Methode nicht 
zusagtj welche sich zum GrUn'^dsatz macht, von bekannten Thatsa- 
chen in jedem einzelnen Falle auazugehen und auf natiirlicbein und 
leicht iindbarem Wege, ohne gewaltsame Sprünge, das weitere Ziel 
zu erreichen. Und dass es einer solchen Methode' schnurstracks 
zuwider läuft, wenn man, wie z. B. in dem Anhang desObm’schen 
Lehrbuchs für den Elementarunterricht (2te Aufl. 4. fgg.) 
mehrmals geschieht, irgend eine Formel, welche erst das Resultat 
einer Entwickelung sein sollte, geradezu aufstellt, ihre Richtigkeit 
für n=:l oder n = 2 „probirt und dann darthul, dass sie im- 
mer für jede um Eins grössere Zahl o = A-f-l gelte, wenn sie 
für » = h zutriffi”, dies scheint nicht wohl in Abrede gestellt wer- 
den zu können. 

Anders würde sich die Sache freilich verhallen, wenn man den 
Schüler zD der Formel (2) zuvörderst durch eine' einfache Induclion 
hinzufübren im Stande wäre, so dass die Worte „es lässt sich 
erwarten, dass das inducirte Gesetz allgemein gelte” für jeden 
sich als wahr erwiesen, und wenn man alsdann erst die so frucht- 
bare Schlussfolge von m auf und von k auf (d;-4-l) an- 

wendete. Wollte man aber zum Zwecke einer solchen Induction 
die vorher bezeichnete erste Beweisführung mit der zweiten com- 
biniren, so würde der ganze Beweis eine l^eitläuftigkeit annebmen 
und bei dem Unterricht eine Zeit erfordern, wie sie gar nicht mit 
der Wichtigkeit des Gegenstandes im Verhältniss stehen möchte. 

Es wird daher wohl ni^it unnütz sein, auf einen andern und di- 
recten Beweis der gedachten Formel (2) aufmerksam zu machen, '' ■ 
welcher sich, wie ich glaube, durch Einfachheit und Kürze beson- 
ders empfiehlt, von welchem ich aber, obwohl er sich fast von selbst 
darzubieten scheint, nirgends eine' Spur aufzufinden vermochte. 

Ich gründe diesen Beweis unmittelbar auf die Eigenschaften 
der Binomialcoefficienten. Zwar wciss ich wohl, dass man neuer- 
dings in den Lehrbüchern öfters den_ binomischen Lehrsatz erst 
ganz spät nach der Lehre von den Progressionen und den arith- 
metischen Reiben höherer Ordnung seine .Stelle angewiesen bat; 
da aber dieser Satz so überaus wichtig ist und überdies eine gleich 
Anfangs in der Potenzlehre offen gelassene Lücke ausfüllt, so hege 
ich nach wie vor die Ueberzengung, dass es am zweckmässigsten 
sei, gleich nach der Lehre von den Potenzen und Logarithmen die 
Combinationen , dann den binomischen Lehrsatz für ganze Expo- 
nenten, und hierauf erst die Reihen folgen zu lassen. Es möge 
mir daher erlaubt sein, unter der Voraussetzung, dass der Expo- 
nent der Potenz (,a-t-6)P eine positive ganze Zahl sei, bei dem 
folgenden Beweise von zwei bekannten Eigenschaften der Binomial- 
coefficienten auszugehen, erstens dass 
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und sweiteni dass 



allgemeia ' 



ist. 



(|-)=(f) 

, (f)=(;r^) 

u. s. f. 



»I. 

Die auf einander folgenden Reiben figurirter Zahlen sind 



»1 


u 


1 « 


*»« 




«• 




1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 . . . 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 . . , 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


28 . . . 


1 


4 


10 


20 


35 


56 


00 


1 


5 


15 


33 


70 


126 


210 .. . 



üm ein beliebiges Mtes Glied aus einer dieser Reihen zu bezeich- 
nen, wollen wir uns der Symbole tt„, Un u. s. f. bedienen, so 
dass z.^ B. die in der vierten Horizontalreibe befindliche Zahl 84 
durch w, vorgestellt sein soll. 

Kerner wollen wir die Summe der is ersten Glieder einer die- 
ser Reihen, nämlich 

* * * * i k 

*»i *+-•»» -f- s», -I- S». + .... -f- Un-i •+• Un 

k 

durch S„ andeuten. 

Die Bildungsweise der figurirten Zahlen wird alsdann erstens 
durch folgende Gleichung 

*4-1 * * t— I 

(A) .... o„=zSn oder «« =: 



unzweideutig charokterisirt. 
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^ Bequener , iat jedock für die aecee^eive Bereckuung jedea« fol- 

A+l 

genden Gliedes aus dem vorbergdhendeD i die Formel 

il4-l t 

(B) V . «X = W«_I + Un 

k k k t'M 

welche unniiltelbar aus (A) folgt, weil Sk = 8h—\ + mh = Vh—i 
k 4 

-+- «K iat. So ist s. B. W( = 126 entsteadeu durch Addition von 

4 S 

w, =70 und «, = 56. 



« 2 . 

Man bemerke nun, wenn man in der quadratförmigen Zusam> 
mensteHung dieser Ggurirteu Zahlen, so wie es in der folgenden 
Figur geschehen ist, von links nach rechts aufsteigende Diagonal - 
linien zieht, 

«, «, «, «, «, «, 

0 1 1 1 1 1 

1 1 " 2__3 4__5 6 

2 l"3 6_10 15 21 

3 1"4^10 20 35 56 

4 l"5 15 35 70 126 

■ 5 l" ' 

dass alsdann 

durch die erste Diagonale verbunden werden 1 und 1 

- zweite - - 1, 2, 1 

- dritte - - - 1, 3, 3, 1 

u. s. f., 

also der Reibe nach die Binomialcoefficienten zur ersten, zweiten^ 
dritten u. s. f. Potenz. Dass dieses Gesetz, wenn es für eine be- 
liebige dieser aufsteigenden Reihen z. B. die pta stattfindet, auch 
für die folgende (;»-|-l)te Richtigkeit behalten müsse,' ist leicht 
einzusebcn. Denn erstens fängt diese folgende Reihe offenbar eben- 
falls mit 1 an, zahlt ein Glien mehr als nie vorhergehende und en- 
digt wieder mit 1. Und ausserdem ist vermöge der Entstehung der 
figurirten Zahlen (Gleichung B) das zweite Glied dieser folgenden 
Diagonalreihe gleich der Summe des ersten und zweiten Gliedes der 
vorhergehenden, ihr drittes Glied gleich der Summe des zweiten 
und dritten Gliedes der vorhergehenden u. s. f. , es sind also die 
Glieder dieser {p H- l)ten Diagonalreihe ganz ebenso aus denen der 
;rten Reibe abzuleiten, wie den Formeln (3) zu Folge die Bino- 
mialcoefficienten zur -f- l)ten Potenz aus denen zur /rteu Potenz 
entstehen. , 

Wenn wir daher, um ein beliebiges Glied einer dieser schräg 
anfsteigenden Diagonalreihen zu bezeichnen, den Träger z anstatt 
» wähmn, im üebrigen aber dije Bezeichnung der früher gewählten 
gleich lassen, so dass z. B. die Reibe 

♦ 4 4 '« 4 

^4 



i 
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einerlei sein soll mit der von links nach rechts anfsteigenden Dia- 
gunalreihe , ' ' _ 

1 4 6 4 1 

näinlicli . « 

.(;)(!) (3) (S)(!) 

SU sind 'wir im Stande, das vorher uacbgewieseue Gesetz durch die 
Gleichung auszusprechen / 

(C.a) . , . . Xk = — j^» 

wobei p und m ^ (p-1- l)tzwei positive ganze Zahlen andeuten 
sollen, oder auch vermöge der Gleichung (4) durch 

(C.fi) = 

Nun ersieht man aber ans dem vorher aufgestellten Schema der 
figurirten Zahlen sogleich, dass 




= dem ersten Gliede der ptea Horizontalreihe = «, 

= - zweiten - - (p — l)ten - =*'• 

■ ;>-» - 
= - dritten - - (p — 2)ten - =«, 



n. s. f. 



nämlich allgemein 



/> p-rt-hl 

»„ = 



Setzt man daher p — m+ 1 = /&, also ^ = — 1, so wird 



k k^n — 1 

Un=%n 



oder, indem man jetzt eine der Gleichungen (C) zu Hülfe ruft, ent- 
weder 



oder 






Diese letztere ist die verlangte Formel. Setzt man darin der Reihe 
nach ^ = 0, 1, 2, 3 . . , . , so ergiebt sich 
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für die Reibe 


^as allgemeine Glied 


1, I, 1, 1, 1,.... 


C'7'D 


1 = 1 


1,2, 3, 4, 5,.... 


(;) 


= « 


1, 3, 6, 10, 15 


^»-Hl> 
^ 2 > 


, «(«-Hl) 

’ 1.2 


1, 4, 10, 20, 35 


|^» + 2> 
V 5 > 


1 «(«'-H 1) (« -H 2) 

' — 1.2.3 




U. 8. f. 




• 1 « , 


\ 

4.3. 





Um aber eine beliebige i^te Reibe in ihrer völligen Allgemein- 
heit, nämlich die ersten Glieder derselben als Functionen von k, 
so dass ein gewisses Bildungsgesetz möglichst klar erkannt werde, 
and ihr 'allgemeines Glied als eine 'nach ehcn diesem Gesetz gehil- 
dete Function von k und n herzustellen, möchte es am einfachsten 
sein, anstatt 'der Formel (D . ß) sich: der anderen (D . a) 



„_1 . . 

•• • ’ . • 1 I j I : . ■ 

zu bedienen. Denn alsdann erhält man sofort, indem man sncces- 
siv n = 1 , 2, 3, . . . . setzt, 




u. 8. f. 



= 1, 



i (A-Hl)(^-t-2) . 

«» — V 1 J> — V 2 / 1.2 ’ 

I , 



* (fc+lK*4^»44).... (fc4^-l) 

— 1.2.3....(« — 1) ! 



Die allgemeine Reibe figurirter Zahlen kter Ordnung ist also 

1 . ^-f-1 , (^-+- 1) 2) , (i-1- 1) (Ä-f- 2) (A-l- J) , 

1 1.2 1.2.3 

- (ä;.^-l)(fe-^2)....(ä:■^-«-l) 

, 1.2....(»l-l) ,, 

und ihre Summe ist zu Folge (A) und (D) 

* w(w -Hl) (»-♦-2).... (»-«-<:) 

"" — *» — 1.2.S....(*-Hl) 

oder auch ‘ 

rk + n\ - (/b-H 2) (/{: + »)•- (*-!-»«) ' '' ' 

— . 1 . 2 . ...(«- 1 ) 
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V. 

Analytische Aphorismen. 

VOD 

Herrn Doctor O. Schlöinilch 

zu Weimar. 



I. SumaiirnDg der Reihe 

f[af)=ssaf — iiP’ -t- ia:* — 4- (1) 

Soll /{ar) eine endliche Grösse sein, so muss a? ^ 1 bleiben, 
ausserdem hat die Reibe keine. Summe. Denkt man sich die. Glei- 
chung (1) auch für eine andere Veränderliche y hingescbrieben, 
so ist durch Subtraction 



(2) 



A^)—Ay) 

= (ar — y)— i(ar* — y’) 4- — y*) — — V*) + 

Ferner hat man analog (1) auch ' 

Nehmen wir an, dass y ein achter Bruch sei, so lassen sich die 
Ansd rücke 

1 1 1 



1-Hy’ (14-y)*’ (14-y)*’ 

nach dem Binomiaitbeorem in Reihen verwandeln und dadurch wird 






= (^ — y) [(— l)o4-( — i)iy4-(— l)ay’ 4- (— i),y’ 4- . . . .1 
- i(^ ~ y)’ l(- 2). -I- (- 2),y 4- (- 2),y* 4- (- 2).y* 4- ... -1 
4 -t(^ — y)' I( — 3)„4-( — 3),y-4-( — 3),y*4-(— 3),y* 4- J 



Nehmen wir die einzelnen Glieder diegonal zusammen, so ergiebt 
sich: 
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/(fif) 

=(*-y)(-i). 

+ (^ — y) ((— l)iy — i(— 2)o(a? — y)I 

+ (:r - y) ((- l).y* - K“ 2) ,y(a. - y) + |(- 3).(^ - y)> | 

+ {« — y) l( — i),y’ — i(— 2), y*(^ — y) -H 4<— *)i y(^ — y)* 

— i(— 4)o(^— y)’l 



Ein allgemeines Glied dieser Reihe würde folgendes sein: 



I )»y"— i(— 2)«-iy"-H'*'— yH-i<— 3)*-*jr~®(a:-y)*-.... (3) 

Bttrschten wir die eingeklammerte Grösse, in der wir x — y mit 
} bezeichnen wollen, für sich. 

Es ist ein bekannter Satz von den Binomialkoefßcienten , dass 






ül; darnach wird 



(— l)»y" — 4(— 2),_iy»-i* J(— 3)a_gy»-*»* — 

= ( — 1)“ [*»y” T*»-iy"~‘* + 

= (— 1)" I*oy" -+- i»iy"“>* ■+■ T»jy"“*»* -t- — ] (4) 

Dieser Ausdruck lässt sich aber bedeutend abkürzen. Es ist näm' 
lieb für jedes ir 



(I + _ 1 = 



(«- 



1 .2 






(«H-IMw — 1) 
1.2.3 ‘ 



folglich 



oder 



(»-Hl)« — i-t-T- 1 «-t-t • J.2 “ 



(1 ^ — 1 

= «.+>,« + i».«* -H ... . 



Dorsns folgt für u—^ und durch Multiplication mit y": 

i».y— iz + |»,y»-*a« -H . . . . 

Dod auf der rechten Seite steht jetzt die in (4) eingeklammerte 
Beihe. Der Ausdruck in (4) ist daher 

(— D" (« + y)"~*'‘ —y"'*'* 

»-Hl ■ * ' 
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* 

aber x war —x — y und daher ist die vorliegende Gröeee 
^0^ j:»-*-!— yo-*-» 

« 4- 1 * ^—y ' 

folglich ist der Augdruck (3), welcher das aUgemeioe Glied dei 
Reihe darstellte, 

t ( ,1)» 

Wir haben daher “ 

= (* - y) - i(^» - y*) + - y’) - . . • . 

Vergleichen wir damit den Ausdruck (2), so ergiebt sich die Glei- 
chung 

A^) -/(y) =/(f^)- 

Die Summe der Reihe 

X — \x* -I- iviP* — — 1 

ist also diejenige Function von x, welche die Eigen- 
schaft bat: ,- 

/(*)-/ty)=/(f3)- 

Dm hieraus die Function y bestimmen zu können, setzen vrir 
f(x') = jp(l -+-x)j wo 9 >.eine nette Function bedentet. Es wird 
jetzt ' ' 

V(1 -I- a:) — 9>(l -t- y) = 9P(l + 

Nehmen wir noch l-i-x = aß, lH-y = /y, so kommt 

9{»ß) — 9iß) = 9(") 
oder , 

' g>{a) + y{ß)z=yi(aß). 

Man weise aber, dass diese Function keine andere ist, als 

9’(«) = aloga (mit beliebiger Basis), 

wo a eine willkührliche Constante bedeutet (Canchy, cours d’ana- 
lyse, page 111); also haben wir auch 5 p(l -|-,r) = a log (1 -+-,ar), 
und weil 9{l+x)z=/(x) war, /(;») = « log(l folglich 

a^og(l + x)~x — ix* -t-\x‘ — -f.l>j;> — 1. . (5) 

Man bat ebenso 
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«log(l — JV) = — Of — iOf* — 4J>* — — I '(®) 

durch Subtraotion ■ ■ " i .1 . i 1 ■ 



= +!>*> — l (7) 

und für ! = x ; ■ r - . . • 



— X 
» — 1 



.» ii';r i ' 



4«loga=|^+i(^)‘H-^(^)‘ + ...., «=>»>0. (8) 

Daraus bestiuioit man a, indem mau *=zi, der Basis des logaritb- 
mischen Systems nimmt; es ist dann log £=I, folglich 



A — 1 






(9) 



Hat man auf diese Weise a gefunden, so erhält man aus (8) 

und der Factor -X ist die Grösse, welch« man den Modulus des 
ia 

logaritbmischen Systems nennt. 

Der vorstehende Beweis, welcher sich an die von Cauchy auf 
png. 165 und 168 für die Binumial und Bxponentialreihe gegebe- 
nen Beweise anschliesst, dürfte sich hauptsächlich dadurch empfehlen,’ 
dass er ebenso wenig von der Kenntniss der Exponentialreibe, noch 
von der Methode der unbestimmten Coefficienten Gebrauch macht. 



II. Beweis, dass für jedes (i * ist 



Um den ausgesprochenen Satz zu beweisen, geht man gewöhn- 
lich vom Binomialtbeorem für ganze positive Exponenten aus, oder 
zeigt wenigstens mittelst des Schlusses von » auf m+ 1,. dass für 

>#,=«> ist, woraus sich die Gleichung 



djxf) 

dx 



= nx"-^ . 



ableiten lässt; diese wird daun auch auf mbrochene und negative 
m ausgedehnt. .Man kann aber auf viel kürzerem Wege sogleich 
zum allgemeinsten Resultate gelangen. 

.Man weiss nämlich, dass, wenn p, q, r, u. s. w. Functionen 
von X bedeuten, die Gleichung statt findet: 

d(f^fr....) _dp I ^ I *** I - 
pyr.... p f -r r 

f 
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oder, wean wir überall mit äae dividtren nad den Differenbalquo- 
tieritea einer Function überhaupt mit D beseiebnen 
'auch 

Mypr....) _ ^ ^ ^ ^ 

pqr.... P V r 

Sei nuu‘^ = ««, q = x^, r=:xy, n. i. w., so ist 

pqr . . . . = x*‘+S+y-*-—‘, 



also 



D(xa) D(xf) />(xy) 

X« ' xß ' xy 



xa+fi+y-*-- 
Bezeichnen wir überhaupt 

^xi“) . 

so sagt jene Gleichung, dass diese Function die Eigenschaft hat 

9 (« 4- = SP(«) 4- yW + 9><y) + • • •■• 

woraus folgt, dass für jedes beliebige ft die Function 9 von der 
Form ist 

9(m) = W(l) 

(Canchy, cours d’analyse, page 106). Aber es ist 

d{x') 



folglich 



= — “S“ — X’ 






und weil q>(fi) = ^ ■ war, so ergiebt sieb 

/^(xf*) = /*xf^—^ oder pxf—'* 

für jedes beliebige ft. 

111. Summirung der Reihe 



1 S ' 2 



2.4 », 
' 3.5 ' 3 



2. 4. 6. ...2» 



Z» I nn .. 

• • — 



3.5.7....2M + 

Es ist folgendes Integral bekannt: 

if\l - x)-*x"dx = * ‘ ^ (2) 

0 5 ^ 3.5.7....2m-i-l ' ' 
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Nig erhült dMscIbe am ieichtMteo darcli mebroialige ADwendnag 
4cr Reductionsformei 



J'jLPaf^^dx — 



X = « + bx", 

Xp^^x”^ {m — 






ß 



X " XPdx 



[ür 0 = 1 , b — — 1, (•= 1, /> = — I, indem man nachher m + l 
fär M setzt. 

Sobstituiren wir die Wertbe des Integrals (2) für «1 = 0, 1, 
l,....» in die Beihe (1), so ergiebt sich, dass dieselbe dem fel> 
(enden Ausdrucke gleich ist: 

(3) 

roron man sich auch umgekehrt durch Integration der einzelnen 
Clieder leicht überzeugt. 

Nnn ist aber 



w + 1 ^ + 



1.2 



1.2.3 



eiglich 

(nx-Dx l^+T- 1.2 ^ • 



= «, — |«.ar -+- i»,.»* — . 



krch Substitution dieses Werthes geht das Integral (3) in das fol- 
gende über 



, l-Jl_-£)«+l 

Vo (»-l-l)a: 



(l — xy-idx. 



jr j: = 1 — y erhält man daraus 

= [1 + y + y’ + y‘ y"lsr-i«^ 



1 • 



1 . L. j l ^ . 

n I I 9 — 1 I 



2«-+-2(l — i^2-i^S — i 



«+1-4 



2re + l 



• ist daher 

> 

»•_2. 

T T T^3.5’3 3. 5. 7*4^ 



W 
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wodureb die Samaie der Reibe in ihrer nögliebet einfacben Fora 
dargestellt wird. 



IV. Ableitung einer Reibe für Are* tau x. 

\ 

Es ist folgende' Reihe bekannt: 



** 2 »♦ 
Are* sin a = -j — "j" ' T 



2.4 

5.5 




Sie wurde von>Stain ville inerst gegeben und ist dann auf ver* 
schiedene Weise bewiesen worden. (Einen elementaren Beweis 
giebt Cauchy a. a. 0. page 549 — 550). 

Man bat aber ' . . • • 



Arctan .r= Arcsin 



X 



folglich, wenn man beiderseits qnadrirt und rechts die Gleichung ! 
(1) anwendet, | 



Arc*tan ;r = 



l + x» ^ 




Unter der Voraussetzung, dass sei, lassen sich die Grössen 

1 1 1 
1-+.«»’ (i-t-a:*)*’ (l-i-a:*)*’ 

mittelst des Binoroialtbeorems für negative Exponenten in Reihen 
verwandeln und geben jetzt folgenden Ausdruck: 

Are* tau ar = a:*[( — l)o -t- (— 1),^:* (— l),ar* -I-....1 

T • tK- 2). +(-2),^*+(-2),a:*-H-2).tr*-|-....l 



O • f[(-3).-l-(Y3).^’ + (-3).a:*-H(-3),a:*- 



Ordnet man denselben nach Potenzen von 'so erS'^l>t sieb: 



Are* tan .r — ar’ ,( — 1)„ 







•i 






3.5 * 3 



] 



Bin allgemeines Glied dieser Reihe würde sein: 
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»der, wenn mao bemerkt, dass immer 



ist, 



m)p 


=(— 




~^)P 




Vnn 


2 


«II— 1 


, 2.3 






Lt 


3 ■ 


2 


+ 0 


• 3 


....] 



Die eingeklammerte Reihe ist aber die nämliche, welche wir in 
No. III. summirt haben; setzen wir ihre Summe, so ist unser all- 
gemeines Glied 



+ 



2n 



= (- 1)"^»^ • ^ -H i -f- • ■ • 

und daher erhalten wir das bemerkenswerthe Resultat: 
Are* tan jc 

oder etwas, symmetrischer: 

|Arc* tan jo 









( 2 ) 



(3) 



welches nach der früheren Bemerkung nur so lange richtig bleibt, 
als X ein achter Bruch ist. 

Man könnte fragen, ob die Reibe noch für x=. \ convergire, 
was mao aus ihrer Ableitung nicht unmittelbar erkennen kann. Da 
die Reihe (3) für xz=l nämlich 






-i)-.... (4) 



mit wechselnden Zeichen fortgeht, so ist zu ihrer Convergenz nichts 
weiter nöthig, als dass jedes Glied grösser als das nächste ist, also 
eine beständige Abnahme der Glieder binsichtlich ihrer absoluten 
Werthe statt findet, und dass zugleich diese Abnahme ins Unend- 
liche fortgebe, mithin die Gränze, welcher sich die Glieder nähern, 
keine andere als die Null sei. Beide Umstände treffen bei unserer 
iieifae zusammen, wie sich aus dem Folgenden ergiebt. 

Ein allgemeines Glied der Reibe (4) ist, abgesehen vom Zeichen, 



w«: 



wofür sich wie früher das Integral setzen lässt: 

l_ 1— 8«" . Jj^ rt äz _ J. /*‘ ^ 

" 2 h/ Q 1 — 8 * 2nJ — 2 * n / o 1 — 8 * 



. TfceU V. 
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Verwandelt man •; — ^ — j in die bekannte unendiicke Reibe, was slck 

hier auf ganz äbnlicbe Weise wie in einem früheren Aufsatze von 
mir*) rechtfertigen lässt, so ergiebt sich durch Integration der 
einzelnen Glieder 

= + i + '"f-l 

“ •••• 
und durch Vereinigung der unter einander stehenden Glieder 

__ 1 . 1 . l' . . . f 

""“Uan-i-l) S(2n-t-3) b(2n -t- 5) ‘ 

ein schon an und für sich bemerkenswerther Satz. 

Man hätte ebenso 

. 1 . 1 , 

— l(2» + 3) ■^3(2«-t-5) 3(2«-t-7)"*” 

folglich «n ü> Wn+i. Gebt man ferner in dem Ausdrucke für v„ zur 
Gränze für wachsende /< über, so ist oflenbar 

I jim v„ = 0. 

Mittelst dieser beiden Eigenschaften der allgemeinen Glieder « isi 
die Converg^nz der Reihe (4) bewiesen. Wir hohen dodier aus (3) 
für a?=l 

^ = T ■»(! + t) + i(l “I“ T t) — • • • • (^) 



V, Deber den Werth des Integrales^^^ e dt. 



Der Werth des vorstehenden bestimmten integrales, welches i> 
der Wärmetheorie und Wahrscheinlichkeitsrechnung vorkommt, ia 
schon auf verschiedene Weise abgeleitet worden, von Legreadre 
undLaplace durch doppelte Integration, von Poisson durch eise 

f eometrische Betrachtung n. 8. w. Eine von anderen Theorien unab- 
äng^e Entwickelung desselben ist folgende. 

Zuerst erhellt^ dass das fragliche Integral einen endlichcu 

Werth haben müsse. Denn da die Function e rascher abnimist 
als die Function e , so muss 

7o ® ^ e d. h. <1 



•) ThI. 111. No. XXXII. 
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sein. Bezeichnen wir den unbekannten Werth des Integrales mit 
fc, so ergiebt sich aus der Gleichung 

0 ^ (1) 

dadurch, dass man \/mt für t setzt, wo » eiue beliebige positive 
Constante bedeutet und \/' u positiv genommen wird, 

' .y**— Xr 

( 2 ) 

und wenn man diese Gleichung »mal nach u partiell differenziirt 
•r 0 au» du» 



d. h. 



dt= ^ 



oder a’ für u gesetzt 

Mittelst dieser Gleichung lasst sich der Werth des Integrales 

r“ sin 

/ — T"« at 

./ 0 t 



in eine uoendliche Reihe verwandeln. Setzt man nämlich für sin t 
die Reihe 

t r» 

1 1.2.3 1.2.3.4.S 



und integrirt die einzelnen Glieder nach Formel (3), so ergiebt 
sich 






*sin t -a't' 
-e dt 




1 1 1 1.3 1 

« 1 .2.3 ' 2 . 0 » 1.2.3.4.5 ■ 2* .o‘ 



^2o 



y(i) •♦'Ä'yCö 



J 



( 4 ) 



und diess ist für alle möglichen a richtig, weil diese Reihe jeder* 
zeit convergirt. 

Man kann aber auf anderem Wege zu ganz der nämlichen 
Reihe gelangen. Man setze nämlich in dem Integrale, 



0 

7 * 
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—t * 

für e die Reihe 

, 1 ^1.2 1.2.5^ 

und integrire die eiexeloen Glieder, to wird 

e dt 

— i._± J_ lr.L^‘ 

2o 1 ■ 3 <2«y/ 1 . 2 ■ 5 V.2«y 

und die vorstehende Reihe ist die nämliche wie die in Formel (4) 
in Parenthesen stehende. Maltipliciren wir daher das vorliegende 
Resultat mit 2k, so ist durch Vergleichung von (4) und (6) 

2kfit\=f^t^'*'dt..., (7) 





und diess gilt für jedes beliehige' a. Lassen wir dasselbe immer 
kleiner werden und gehen zur Gränze für a = 0 über, so wird 






t/ e dtz=z / 

t/ 0 4/0 



sin t 



dt. 



Vermöge der Gleichung (1) ist aber die linke Seite =2^*; der 
Werth des Integrales rechts ist bekanntlich = -^; mithin wird 2ih* 

= ^ oder k=.^\/n, wodurch die bisher unbestimmte Grösse k 

ihre Bestimmung gefunden hat. 

Wir haben jetzt aus Formel (2) für » = a* 




2a 



....( 8 ) 



und aus Formel (3) 






0 ' -- 2"o*"+t 2 

Setzt man in Formel (7) rechts ßt für t, so ergiebt sich 

_r- 

c dt^ i 

0 
a 



1 ft /•"•in 

V jr / s« e dt’^,/ — e dt , 

'0 «' 0 t 

für B gesetzt; 

S' 0 »rot 

Differenziirt man diese Gleichung nach'/J, so wird 
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womit die wichtigsten drei Formeln dieser Art, nämlich (8), (9) 
und (10), bewiesen sind. 

Ans der letzteren kann man noch ein allgemeineres Resultat 
ziehen. Fs ist nämlich nach einem früheren Aufsatze von mir über 
höhere Differenzialquotienten (ThI. IV. No. XL.): 

«f*(g ) 

du" 

= ( — <»)" |(2isu)" — 2»,{2«s*)»— *H-3.4#s,( 2««)"~* — ....|e" 

und dieses lässt sich auf folgende Weise benutzen. Man differen- 
ziire die Gleichung (10) nmal nach ß, so ist 




_ ß‘ 

\ /n /*” ffit(cos ßt) — 

2a ' ^ * J 0 dß" * 



y»“ — a'r* 

= cos(/J#-i- |«7r) . . e dt 

und wenn man auf der linken Seite die Gleichung (11) fürt<=/}, 
a := ^ in Anwendung bringt, so erhält man das Integral : 



J'^ t" cos {\nn -f- ßt) 



-aU' 
e dt 






iv (>2) 



welches noch nicht bekannt zu sein scheint. 
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Ueber die Auffindung mathematischer 
Wahrheiten hei den Griechen. 

Von 

Herrn Doctor Ludwig Felix Oftcrdinger 

zu Tübingen. 



1. Artikel. 

Die Art, wie die griecbischen Mathematiker ihre EntdeckuogeD ' 
gemacht haben , iat ein Gegenstand , der seine volle Lösang issoitr 
noch nicht gefunden bat. Peter Nunnez, Franz und Peter 
Schonten, Wallis und mehrere spätere Mathematiker waren der 
Ansictit, dass die alten Mathematiker ein Mittel in der Hand ge- 
habt haben, durch welches sie ihre Sätze erfunden hätten, dass nns 
aber dieses nicht überliefert worden seL Robert Simson glaubt 
dieses Mittel sei die Analysis, wie sie nns Pappns im VII. Bnrb 
seiner mathematischen Sammlungen zeigt; dieser Ansicht stimmten 
mehrere 3Iathematiker bei. Eine genaue Betrachtnng der mathe- 
matischen Werke der Griechen zeigt, dass die Analysis allerdings 
bei der Abfassung derselben eine grosse Rolle gespielt hat, dass 
aber auch die Analysis, wie sie uns Pappus giebt, mehr zur Lö- 
sung einer geometrischen Aufgabe, als zur Auffindung neuer Sätzr 
dient, dass deswegen, wenn die Analysis zur Erfindung neuer Wahr- 
heiten gebraucht werden soll, dieselbe allgemeiner aufgefasst wer- 
den muss, und dann doch noch ein anderes Etwas übrig bleibt, 
weiches zur Entdeckung mathematischer Wahrheiten führt. Diess 
alles auszuführen und zu beweisen ist der Zweck nachfolgender 
Zeilen. 

Eine Vergleichung mit neuern Methoden iat bei einer derarti- 
gen Arbeit nicht wohl zu umgeben, und wenn der Verfasser diess 
auch so wenig als möglich gethan hat, so wird er dadurch wohl 
keinem Tadel ausgesetzt sein. 
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§. 1 . 

Celier die Auifiodung mathematischer Wahrheiten durch 
die Analysis, oder über die theoretische Analysis. * 

Wenn man einen Salz D hat, dessen Allgemeinheit und GUI' 
tirkeit noch nicht erkannt wäre, so nehme man nn, er gelte in 
aller Allgemeinheit. Nach einer genauen Untersuchung dieses Satzes 
vird man finden, dass er in aller Allgemeinheit bewiesen werden 
köDDte, wenn der Satz C in aller Allgemeinheit gelten würde und 
bewiesen werden könnte; dieser aber, wenn der Satz und die- 
ser, wenn der Satz A gilt und bewiesen werden kann. Hier sind 
drei Fälle möglich: 

1) Ist A ein Salz, der allgemein gültig ist, und entweder schon 
bewiesen ist, oder gar keines Beweises bedarf, so ist D in 
aller Allgemeinheit wahr und kann bewiesen werden. 

2) Ist hingegen A ein Satz, von dem man weiss, dass er unwahr 
ist, da 0 nur als wahr erwiesen werden kann, wenn A wahr 
ist, so ist io diesem Falle C und auch D unwahr. 

3) Ist aber A nicht in aller Allgemeinheit wahr, sondern hat die- 
ser tSatz .Ausnahmen, so haben entweder diese Ausnahmen kei- 
nen Einfluss auf B und es ist dann die weitere Untersuchung 
wie im ersten Falle; oder sie machen, dass B zwar gilt, aber 
mit Ausnabinen , wo dann untersucht werden muss , oo C den- 
noch wahr oder unwahr ist oder mit Ausnahmen gilt, und im 
letztem Falle, ob D allgemein wahr ist oder unwahr oder mit 
Ausnahmen gilt. 

Diese Untersuebungsart nennt man die theoretische Ana- 
Wsis °): sie dient also 1) zur Aufsuchung des Beweises eines 

’utzes und 2) zur Auffindung neuer Sätze, welche hier die Mittel- 
ütie (B und C) sind, und die zwischen dem Satze, den man be- 
veiteu will, und dem, welchen man schon bewiesen hat, liegen. 

Alle Beweise aller mathematischen Sätze, alle mathematischen 
bekriften entstanden durch diese Methode, und sie kann in allen 
fbeilen der Mathematik noch jetzt mit Nutzen gebraucht 
Verden. Es ist daher sehr zu bedauern, dass es fast scheint, sie 
ui ganz verlohren ; denn der Gebrauch , welcher von der grieebi- 
’tben Analysis bei einzelnen geometrischen Aufgaben und hie und 
dl bei einem einzeln stehenden Lehrsätze gemacht wird, kann kei- 
nes Aos|>ruch auf eine wissenschaftliche Methode machen“). 



') ,d)uplex est inalyseos genus, vel enim est veri indagatrix, diciturque 
„tbeoretica; vel prnpositi investigatrix, ac probleinatica vocatur. ln 
ntheoretico auCem genere, quod quaeritur, revera ita se habere sup- 
„ponentes, ac deinde per ea quae consequuntur, quasi vera sint (ut sunt 
„ex bypotbesi) argumeiitautes ; ad evidentem aliquaiu conclusionem pro- 
„cediinus. Jam si conclusio illa vera sit, vera quuque est propositio 
„de qua quaeritur; ac demonstratio reciproce respondet analysi. Si 
„vero in falsam conclusionem incidamus, falsum quoqii« erit de quo 
„quaeritur.” Pappi Alexandrini praefatio ad septiinuin librum collectio- 
nis mathematicae. 

“) Klügel (math. Wörterbuch I. pag. 89.) sagt: „Die theoretische .Analysis 
„wird kaum anders brauchbar sein, als bei der Prüfung eines Satzes, 
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Coler den vielen Beispielen, welr.be hier gegeben werden könn- 
ten, mag eines angeführt werden , das wegen seines allgemein be- 
kannten Gegenstandes die Sache am leichtesten klar machen wird 
und das gleichsam die Angel ist, nm welche sich alle Sätze der 
sechs ersten Bücher der Elemente des Euclides drehen. I 

Multiplicirt man eine Zahl a mit sich selbst, su erhält man die 
Zahl <ra; nun lehrt die Erfahrung, dass wenn man eine belie- 
bige Anzahl (a) gleich grosser Quadrate hot, und davon aa nimmt, 
man daraus ein einziges Quadrat zusammensetzen kann, an dessen 
jeder Seite a Quadrate liegen; so kann man z. B. aus 3.3, 4.4, 
a.ö n. 8. w. Quadraten einzelne grosse Quadrate hildeu, an deren 
jeder Seite 3, 4, 5 u. s. w. von jenen kleinen Quadraten liegen. 
Bildet man nun 3 Quadrate, von denen das eine 9, das andere 16, 
und das dritte 25 gleiche Quadrate enthält, so dass also die beiden 
ersten Quadrate eben so gross als das dritte sind, so lehrt die Er- 
fahrung, dass wenn man die drei Seiten dieser drei Quadrate zu- 
sammenfügt, man ein rechtwinkliges Dreieck erhält, von dem 
man sagen kann; 

das Quadrat der dem rechten Winkel gegenüberliegenden Seite 
ist gleich den Quadraten der ihn einschliessenden Seiten. 

Da man dasselbe bei den Quadraten findet, welche aus 36, 6t und 
100, ferner bei denen, welche ans 81, 144 und 225 kleinen Qua- 
draten zusammengesetzt sind, so entsteht die Frage, ob der aufge- 
stellte Salz nicht ganz allgemein gilt * ). 

Zu einem vollständigen Beweise eines Satzes gehört aber, dass : 
man alle gebrauchten Kunstausdrücke gehörig erklärt. Deswegen 
ist es in vorliegendem Satze nöthig, die Ausdrücke Quadrat und | 
rechtwinkliges Dreieck zu erklären; Quadrate und rechtwink- I 
lige Dreiecke sind geradlinigte Figuren; um daher eine voll- '| 
ständige Erklärung davon geben zu können, muss man eine Erklä- 
rung vnn geradlinigten Figuren geben, wozu aber die Erklärungen 
von Figur und Grenze, Ebene und Fläche, von Linie über- 
haupt, und besonders von geraden Linien, und dem Aeusser- ' 
sten einer Linie, also die Erklärungen 1 — 7, 13, 14 und 20 1. 
Eiern. Eucl. gehören. 

Rechtwinklige Dreiecke sind Dreiecke; daher gehört zu einer 
vollständigen Erklärung dieser Figuren die Erklärung vom Drei- 
ecke überhaupt und die der besondern Arten von Dreiecken. < 
Ebenso gehört zur Erklärung des Quadrats die aller vierseitigen | 
Figuren, flin aber die Erklärungen der verschiedenen Arten von | 
Dreiecken und Vierecken zu geben, muss man die Erklärungen von ! 
Winkel und dessen besondern .Arten vorausschiokeu: dadurch er- 
hält man die Erklärungen 8 — 12, 21 — 34 1. Eiern. Eucl. 

„den ein Schriftsteller aufstellc oder anwendet, ohne ihn zu beweisen!" 
Lehmann (mathematische Abhandlungen. Zerbst 1829. pag. 21.) sagt: 
„Die Alten hatten zwar auch eine Art von Analysis, die aber doch von 
„der neuern ganz verschieden war, nur in einem blinden Versuchen 
„bestand, und, in Beziehung auf das System, als eine Nebensache, bloss 
„als ein Uebungsuiittel der Erfindungskraft, betrachtet worden zu sein 
„scheint.” 

•) M. Vitruvii de Arcbilectura libri decein. lib. 1. 2. — Prodi commenti- 
rinrum in priimiiii Euclidis librum libri quatuor. lib. IV. ad prop. 47- 
Eucl. 
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\acli diesen VurbereituDgeo ist es möglich, den Beweis des 
betreffenden Satzes zu suchen. Dm aber den Beweis eines matbe- 
aatiachen Satzes zu finden, ist es nöthig, dass man das, was be- 
wiesen werden soll, sieb vor Augen lege, und also bei einem geo- 
netrischen Satze das zu Erweisende durch eine Zeichnung sieb 
vergegenwärtige. Es ist also die Aufgabe nöthig: unf einer ge- 
gebenen geraden Linie ein Quadrat zu beschreiben. Bei 
UsuDg dieser Aufgabe ist man genötbigt, neue Sätze, durch die 
San wieder auf andere Sätze kommt, zu beweisen, neue Erklärun- 
gen zu geben, nud Forderungen, so wie Grundsätze aufzustellen. 

Gebt man auf diese Weise fort, snebt von jedem gefundenen 
äatze den Beweis und bildet von jedem die,CoDverse, so- wird man 
alle Erklärungen , Forderungen, Grundsätze und Sätze des ersten 
Bnclies der Elemente des Euclides erhalten. 

Aus diesem Beispiele ist zu ersehen, wie man durch die Analy- 
sis Sätze findet; so dass sie also die Methode ist, durch die man 
nicht albein die Beweise einzelner Sätze, sondern auch eine Menge 
nraer Sätze finden kann. 

Archimedes hat in den Vorreden seiner geometrischen Schriften 
jedesmal diejenigen Sätze hervorgehoben, die er beweisen will: 
wendet man auf sie die analytische Methode an , so wird man alle 
die übrigen Sätze finden, welche in den betreffenden Büchern sonst 
ooeb enthalten sind. 



§ 2 . 

Von der Zusammenfügung der durch die Analysis 
gefundenen Sätze, oder von der Synthesis. 

Wenn man das durch die Analysis Gefundene so zusammenfügt, 
lass man von dem Bekannten, Einfachen und Erwiesenen auf das 
Zgsammengesetzte und auf das, was nur durch das Efinfacbe zu 
»weisen ist, übergeht, so befolgt man die synthetische Me- 
thode. ' 

Es wird das durch die Analysis Aufgestellte und Gefundene 
ciogetheilt in Erklärungen, Forderungen, Grundsätze*) und Sätze“). 



’) ln der Regel wird der BegriiT des mathemacischei^ Grundsatzes zu be- 
beschräiikt aufgefasst. Die Griechen nannten nämlich Axiom (Grund- 
satz) den letzten Satz, welchen die Analysis gefunden hat (also den 
Satz A. in §. 1.) und den man als wahr aiiziinehmen berechtigt ist; 
(daher Axioiiia, Annahme, von diwvy annehmen.) Sind die Axiomata 
Sätze, deren Richtigkeit von selbst, ohne eines Beweises zu bedürfen, 
einleucfatet, so heissen sie xotyai lyyoua, communes notiones, Gemein- 
sttze; sind es aber Sätze, die eines Beweises bedürfen, der aber nicht 
gegeben wird, sei es, dass der Beweis sich anderswo findet, oder dass 
er in der vorgeschriebeiien Form gar nicht gegeben werden kann, 
man aber von der Richtigkeit des Satzes überzeugt ist, so heissen sie 
ittitßayi'ifitya sumpta oder kurzweg Annahmen. Die Grundsätze 1 — 10 
und 12 Elein. Euch sind Gemeinsä tze, dagegen der 11 Eiern. Euch, 
so wie die Grundsätze des Archimedes in seinen verschiedenen Schrif- 
ten blosse Annahmen sind. 

") Prodi 1. c. II. 8. 
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Der erste Satz wird also der sein, welcher allein durch die Erklä- 
rungen, Forderungen und Grundsätze conitruirt und erwiesen wer- 
den kann und durch den der zweite Satz erwiesen wird. Unter 
den Sätzen, welche die Analysis gefunden bat, füllt den zweiten 
Platz der aus, welcher nur durch die Erklärungen, Forderungen, 
Grundsätze und den ersten Satz construirt und erwiesen werden 
kann und der nöthig ist zum Beweise und zur Construction des 
oacbfblgenden Satzes u. s. w. 

üb die Sätze, welche unmittelbar auf einander folgen, etwas 
aussagen, das eine Verwandtschaft unter einander beurkundet oder 
nicht, hat auf die Folge, nach der sie aufgeführt werden, nicht den 
geringsten Einfluss; diese richtet sich ganz allein nach der Con- 
^ruction und dem Beweise. Daher kommt es, dass Sätze auf einan- 
der folgen können, welche den verschiedensten Inhalt haben; so 
bandelt z. B. 1. I. Eiern. Euch von der Construction eines gleich- 
seitigen Dreiecks; 2. I. von der Verzeichnung einer geraden Linie 
von einer gegebenen Länge an einen gegebenen Punkt; 3. I. von 
der Gleicbmachung zweier gegebenen Linien; 4. I. von der Con- 
gruenz zweier Dreiecke u. s. w. Arcliimedes handelt in seiner 
Schrift von den Schneckenlinien zuerst (Satz 1. und 2.) mechani- 
sche, dann (Satz 3 — 9) geometrische, dann (10 — 11) arithmetische 
und von da erst wieder geometrische Sätze ab. Dasselbe findet 
mau in allen übrigen Schriften der Griechen. 

Bei der Synthesis ist also die Ordnung, in der sich die Sätze 
folgen, streng vorgeschrieben, jede Abweichung lässt sich durch 
nichts rechtfertigen (es giebt — wie Euclides sagte — nur einen 
einzigen W^, der zur Geometrie führt °), und da die Synthesis 
die durch die Analysis gefundenen Sätze zusammenfügt, so werden 
durch sie keine neue Wahrheiten gefunden, welche in das System 
gehören, wohl aber lassen sieb Conversen, Verallgemeinerungen der 
Sätze, aualoge Sätze bilden, und ebenso ergeben sich Folgerungen 
und Zusätze, welche durch eine analytische Behandlung za neuen 
Systemen von Sätzen öfters führen. 



§. 3. 

Vom Zusammenfügen der Sätze und dem Auffinden 
neuer Wahrheiten durch die phitospphische 
Methode. 

Dem griechischen Geiste konnte es nicht entgehen, die Bemer- 
kung zu machen, dass bei der Synthesis eine Masse Sätze neben 
'einander zu stehen kommen, welche wohl in Bezug auf den Be- 
weis, nicht aber in Bezug auf das, was sie aussagen, einen Zu- 
sammenhang haben, dass von einem Gegenstände zwar einzelne Re- 
lationen aufgestellt werdeo, übrigens nur so viele, als gerade zur 
Führung des- Beweises irgend eines Satzes gehört, und deswegen 
der Gegenstand immer noch nnerschöpft bleibt. Es war daher schon 
bei den Griechen der Wunsch rege, es möge diesen liebeln abge- 
holfen werden; alle Bemühnngen schlugen aber fehl, und erst die 



°) Prodi 1. c. II. 4. 
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oeuesteZeit konnte diesem lanf^e gehegten fVunsckeabbelfen, nachdem 
man bei der Anordnang der Sätze und bei ihrer Beweisführung einen 
ganz neneu Weg eingeschlagen hat, und die Sätze nicht mehr des 
Beweises, sondern des Satzes wegen neben einander stellte. Diese 
Methode heisst die philosophische oder auch die genetische. 

Die Aufgabe der philosophischen Methode ist, durch ein Prineip ' ' 
die verschiedenen Gegenstände der Mathematik unter sich zu ver- 
knüpfen, jeden Gegenstand aber in allen seinen Beziehungen zu 
untersuchen und daher die Sätze, welche in Bezug auf das, was 
sie uns sagen, eine Verwandtschaft haben, in Groppen zu fassen, 
und die Sätze sowohl als die Gruppen von einem allgemeinen Ge- 
sichtspunkte aus zu betrachten und zu beweisen. 

Die Grössen im Allgemeinen, als Grössen betrachtet, dann die 
Zahlen, sind von einer sulchen Einfachheit, ihre Verbindungen, die 
sie eingeben, beruhen auf den so einfachen Begriffen von ver- 
mehren und vermindern, dass'die einzelnen Sätze wie von selbst 
in einzelne Gruppen zerfallen , bewiesen und von dem allgemeinen 
Gesichtspunkte des Vermebrens und Verminderns betrachtet werden , 
können *). Die geometrischen Grössen dagegen sind von viel com- 
plicirterer Natur, weswegen in der Geometrie die philosophische^ 
Methode viel später Eingang gefunden hat, und hier etwas mehr 
im Einzelnen zu betrachten ist. 

Wenn in der Arithmetik der erste Begriff der der Einheit**) 
ist, so ist in der Geometrie der erste der des Punktes***); ein 
Punkt, der sich bewegt, beschreibt eine Linie, und wenn diese Be- 
wegung nach ein una derselben Richtung erfolgt, so entsteht eine 
gerade Linie. Denkt man sich zwei gerade Linien auf einander 
gelegt, wovon die eine fest liegt, die andere aber um einen End- 
punkt der festliegenden Linie sich zu bewegen im Stande ist, so 
entsteht durch diese Drehung ein Winkel, der alle Werthe von 0* 
bis zu 360* annehmen kann. Drehen sich nun um die beiden End- 
punkte der festliegenden Linie zwei gerade Linien, so entsteht in 
gewissen Pallen ein Dreieck. Auf ähnliche Weise kann mau so 
nach und nach alle andere Pignren entstehen lassen. 

Linien, Winkel und Figuren unterscheiden sich von einander 
so sehr durch ihre Entstehung, dass diese das Kennzeichen zu der 
Bildung der einzelnen Gruppen giebt. Jenachdem sich die beweg- 
liche Linie bei den Winkeln bewegt bat, sind' die einzelnen Arten 
der Winkel, so wie ihre Eigenschaften entstanden, woraus sich die 
Sätze und ihre Beweise ergeben. Ebenso ist es bei den Dreiecken: 
drehen sich eine oder mehrere Linien um einen oder mehrere Punkte, 

BO erhält man nicht allein die verschiedenen Arten der Dreiecke 
und ihre allgemeinen Eigenschaften , sondern auch die Lehre von 
der Congrnenz derselben; bewegen sich aber eine oder mehrere Li- 
nien mit unwandelbaren Winkeln, so erhält man die Lehre von der 



°) B. F. Tliibiiut, Grundriss der Matlieinatik. 5. Auflage., Göttingen. 
IH.’tl. p. 3. seq. 

°°) Thcoiiis Smyrnai Platunici expositio eoniin, qu,ie in aritbmeticis ad 
Platonis lectionem iitilia sunt. cap. IV. 

***) Prodi I. c. II. def. 1. 



Digitized by Google 




108 j 

Aebnlicbkeit der Dreiecke. Auf dieselbe Art werden die anders 
Figuren behandelt *). ^ 

Bei der philosopbiscben Methode entspringen die EigenschaftCD | 

der Grössen — also die Sätze — aus einem bestimmten Begriff' (is 
der Arithmetik aus dem Vermehren (Znsammensetzen mehrerer Zab- I 
len) und Vermindern (Tbeilen der Zahlen); in der Geometrie ans 
dem der Möglichkeit der Frzengung von Constructionen) nnd darin 
liegt die Beweiskraft der Sätze, ihre Folgen und ihre Grupran. 
Bei der synthetischen Methode dagegen werden die Eigenachanen 
ausgesagt und nachher bewiesen, die Folge liegt hier im Beweise; 
ohne die analytische Methode weiss man daher nicht, woraus die i 
Eigenschaften gefolgert werden können. Bei der philosophischen | 

Methode sucht man alle Eigenschaften einer Grösse zu erforschen, 
indem man die Elemente aller Grössen auf jede mögliche Weise 
sich ändern lässt, und darin liegt das Mittel zur Erforscbnng 
neuer Sätze. Bei der analytischen Methode sucht man eine Eigen- 
schaft einer Grösse um eine andere zu beweisen, man sucht also 
nicht alle Eigenschaften einer Grösse zu finden, sondern nur die 
Eigenschaften verschiedener Grössen, die zum Beweise nöthig sind. 

♦. 4. 

Ueber die Auffindung der ersten Sätze der Analysis. 

Bei der philosophischen Methode findet man Sätze, indem maa 
eine Grösse betrachtet, sie in ihre einzelnen Elemente auflöst und 
diese alle nur mögliche Aenderungen eingeben lässt. Bei der ana- 
lytischen Methode findet man dagegen neue Sätze (Mittelsätze), 
indem man einen Satz, der etwas aussagt, das bis jetzt noch 
unbekannt war, zu erweisen sucht. Dieser Satz, welcher gleichsam 
den Schlussstein eines Systems von Sätzen bildet, wird also aufge- 
stellt, bevor man von der Richtigkeit desselben durch den Be- I 
weis überzeugt ist“); da aber derlei Sätze nicht aus der Luft ' 
gegrifien werden können °*°), so muss man bestimmte Anhaltspunkte i 
iiiiben, durch die sie gefunden werden. Diese sind aber I 

1) die Anwendung der Arithmetik auf die Geometrie; 

2) die Anwendung der Geometrie auf die Arithmetik; 

3) die mechanischen HUIfsmittel ; 

4) die angewandte Maibematik; 

5) die Analogie; 

6) die Inductioo. 

Zu 1. und 2. 

Die Auffindung des pythagoräischen Lehrsatzes, die Sätze des II. Bu- 
ches der Elemente des Euclides, die vielfachen Entdeckungen, wel- 
che seit Cartesius durch die Anwendung der Arithmetik auf die 
Geometrie gemacht wurden, machen es überflüssig, die Behauptung 



*) Tbibaut 1. c. pag. 187. seq. 

, •*) Arcbimedes über Schneckenlinien, Vorrede. 

•'*) Arcbimedes vorhandene Werke übersetzt von Nizze. Stralsund. 1821. 
pag. 281. 
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1. durch weitere Beispiele aus der altern oder neuern Zeit au be- 
kräftigen. 

In den arithmetischen Schriften der Griechen finden sich iiherall 
Spuren der Anwendung der Geometrie auf arithmetische Dntersu- 
cbungen. Euclides hat in VI, 16. Eiern, den Satz aufgestellt, dass 
wenn vier gerade Linien proportional sind , das unter den äussern 
enthaltene Rechteck dem unter den mittlern enthaltenen gleich sei, 
einen Satz, den Euclides durch die Analysis gefunden und in VII. 
19. Eiern, auf die Arithmetik angewendet hat, und der einer der 
Schlusssteine des siebenten Buches der Elemente ist. Aehnliche 
Beispiele finden sich viele bei den Griechen, um so mehr, als bei., 
ihnen die Zahlenverbindungen viel schwieriger als bei uns auszu- 
führen waren. 

Zu 3. 

Lineal, Zirkel, Maassstab, Waage wurden und werden immer 
noch häufig zur Erfindung einzelner Sätze gebraucht, ebenso wie 
Instrumente, weiche eigens zur Satzerfindung geschaffen werden 
mussten. Geometrische Eigenschaften fallen durch Anschauung sehr 
leicht in die Augen , daher das Zeichnen , das Verschneiden von 
Flächen und Körpern öfters Veranlassungen wurden , geometrische 
Uigenschaften aufzufinden. Von all dem finden sich in den Schrif- 
ten der Griechen viele Beispiele: bei Sätzen, bei denen es sich um 
unmittelbares Vergleichen von Grössen handelt, ist das Decken 
und Messen das Mittel, bei Sätze zu erfinden. Oie Sätze 18, 24, 
27, 28 der archimedischen Schrift über Scbneckenlinien sind die 
Grundpfeiler des ganzen Buches und können allein durch Zeich- 
nung und Maassstab gefunden sein. Die Sätze 35, 48, 49, 37 
(zweiter Tbeil) I. über Kugel und Cylinder sind durch Auflegen 
dünner Flächen (Blätter) und nachheriges Ausmesseo derselben ge- 
funden worden. Der erste Theil des 37. Satzes I. nnd die Sätze 

2, 4, 5, 6, 7, 8. II. über Kugel und Cylinder, die Sätze 23 , 26, 

27, 28 des Buches über Konoiden und Sphäroiden, ebenfalls die 
Grundpfeiler des ganzen Werkes, sind durch wirkliches Messen des 
Körperinhaltes, das hier aber nur durch die Waage geschehen kann, 
gefunden worden. Die Sätze 3, 4, 5, 7. XII. Elem. sind durch Zer- 
schneiden der Körper und nachheriges Messen der einzelnen Theile 
gefunden worden. ' 

Zu der Erfindung neuer Sätze gebraucht man öfters eigene In- 
strumente, die erst noch zu diesem Zwecke ansgedacht werden 
müssen; so um die Eigenschaften der Curven zu finden, dienen öf- 
ters Instrumente, mit denen dieselben gezeichnet werden können. 

Zu 4. 

Zu allen Zeilen hat die angewandte Mathematik eine Menge 
nener Sätze geliefert; so hat z. B. Archimedes durch die Statik 
gefunden, dass ein parabolischer Abschnitt eines Dreiecks sei, 
das einerlei Basis und gleiche Höhe mit dem Abschnitt habe*) und 
erst später bat Archimedes diesen Satz durch geometrische Schlüsse 
bewiesen**). 



* ) Archimedes sagt in der Vorrede zur Quadratur der Parabel ausdrück- 
lich, er habe diesen Satz durch Anwendung der Mechanik gefunden. 

**) Archimedes Quadratnr der Parabel. Satz 24. 
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Auf ähuliclic Art hat Pa|i|iU8*) mehrere Sätae gefondea, ebeoao 
mehrere neuere Mathematiker, vou denen ich nur Lucae Vale* 
riuB**), Lalovera’“), Gregorius a St. Vincentio*°*°) und 
Guldinua **■■*) nenne. Die Entdeckung der FluxionsrechaBug, 
die Theorie mancher krummen Linie zeigen in ihrem Ursprung viel- 
fach auf die angewandte Mathematik. 

Za 5 umd v. 

Durch Analogie und Induction wurden von jeher eine Masse 
neuer Sätze aufgefunden, wie aus den ältesten und neuesten mathe- 
matischen Werken nachgewiesen werden kann. 

Nachdem einmal der pythagoräische Satz erfunden war, ent- 
standen gleichsam von selbst die Fragen: ob dieser Satz bloss bei 
rechtwinkligen Dreiecken gelte, oder ob bei schiefwinkligen nicht 
analoge Sätze gefunden werden können, d. h. ob das Quadrat der 
Hypotenuse bei diesen Dreiecken gleich, grösser oder kleiner sei, 
als die Summe der Quadrate der Katheten; ob nicht auch andere 
Figuren als Quadrate auf die Seiten gezeichnet werden können. 

Wendet man zur ersten Untersuchung ein ähnliches Verfahren 
an, wie beim pytbagoräiscben Satze, d. b. giebt man den Seiten be- 
stimmte Zahlcnwertue , so wird man bald die Sätze 12 und 13 des 
II. Buches der Elemente des Euclides finden. Um aber diese Satze 
geometrisch beweisen zu können, ist die analytische Methode nö- 
uiig, durch die man die übrigen Sätze des zweiten Buches finden 
wird*°°°*°). Versucht man bei einem rechtwinkligen Dreiecke auf 
den Seiten statt der Quadrate andere Figuren zu beschreiben , die 
gleichseitig und gleichwinklig sind, wozu man die Sätze des IV, 
und Hl. Buches der Elemente nöthig hat, so wird man finden, wenn 
man den Inhalt dieser Figuren durch irgend ein Mittel bestimmt, 
dass auch hier der Inhalt der Figur aut der Hypotenuse gleich ist 
dem Inhalt der zwei Figuren auf den Katheten zusammengenom- 
men. Sucht man diesen Satz noch mehr zu verallgemeinern, indem 
man beliebige Figuren auf die drei Seiten zeichnet, so wird man 
finden, dass der Mtz nur in dem Falle gilt, wenn die Figuren ähn- 
lich sind. Daraus entspringt der Begriff von Aebniichkeit, ans dem 
sich wieder der der geometrischen Verhältnisse ergiebt. Man findet 
also durch Analogie den 31. VI. Elem. Encl., und wird, wenn man 
die analytische Methode gebraucht, die Converseu und Folgerungen 
bildet, die übrigen Sätze des VI. und V. Buches finden. 

Durch Induction und Analogie sind die Sätze des XII. Bncbes, 
die meisten desTheodosius in seinem Werke überKugelscbnitte und 



•) Pappi 1. c. lib. VIII. 

*”) Lucae Valerii de centro gravitatis solidorum libri 111. Romae. 1604. 

***) Quadratura circuli et hyperbolae segmenlorum. Auct. A. Lalovera. 
Polosae. 1651. 

*‘°*) P. Gregorii a St. Vincentio opus geometricum quadraturae circuli 
et sectionum coni, decem libris comprebensum. Antwerpiae. 1647. 

P. Guldin de centro gravitatis. Vien. 1639. 

“••••) cf. Prodi I. c. cap. IV. ad prop. 47. 
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il«ii meistCD aDÜern Werken der Grieclien gefunden worden. Bei 
l’appus findet sieb ein besonders merkwürdiges Beispiel, da er nicht 
illein «inen Satz auf diese Art gefunden , sondern auch durch sie 
ihn zu beweisen gesucht hal; Pappus sagt nämlich: unter allen Kör- 
pern, die gleiche Oberflächen haben, habe die Kugel den grössten 
lohalt*). In einer Reihe von Sätzen beweist nun Pappus, dass un- 
ter allen regulären Körpern von gleicher Oberfläche der den gröss- 
ten Inhalt habe , welcher von am meisten ebenen Flächen einge- 
schloasen ist**), und folgert nach der Analogie obigen Satz, wo- 
dorch übrigens ein vollständiger Beweis nicht hergestellt ist***). 

In neuerer Zeit ist die .Uethode, Sätze durch .Analogie und In- 
diction zu finden, viel allgemeiner als iin Alterthum angewandt 
«erden, ja manche Mathematiker wollen diese Methode zu einer 
Beweisart erheben****}. Die vielen neuen Entdeckungen in der 
Geometrie , der binomische Lehrsatz , die Sätze von den Potenzen 
(wo untersucht wird, was a” bedeutet, wenn n constant oder ver- 
äaderlich ist, und im ersten Falle, wenn n eine positive ganze oder 
jcebrochene, oder eine negative ganze oder gebrochene Zahl ist, 
oder wenn » = 0 gesetzt wird) sind genug Beispiele. 

Sind durch diese sechs angeführten Arten gleichsam die Grenz- 
steine eines Systems von Sätzen aufgestellt, so wird sich an diese 
eine Meo|^e neuer Sätze anreihen lassen, die tbeils durch die Ana- 
Ijsis — als Mittelsätze — gefunden werden, theils aber Conversen, 
Folgerungen oder Zusätze des vorher Aufgefundenen sind. 



i 



VII. 

Aliscellen. 



Auszug aus einem Briefe an den Herausgeber von Herrn 
G. D. E. Weyer, Assistenten an der Sternwarte zu 
Hamburg. 

,,Euer u. s. w. erlaube ich mir ergebenst die Anfrage zu ma- 
dien, ob die Aufgabe 



*) Pappi I. c. V. meeb. Theorien 17. 

**) Pappi 1. c.'V, 18 — 57. 

“') L. F. Ofterdinger inethodorum ezpositio, quarum ope principia calculi 
superioris inventa sunt. Pars I. Berol. 1831. pag. 8. 

"'*) J. J. V. LittroW kurze Anleitung zur gesammten Mathematik. Wien. 
1838. pag. IX. 
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,,«iuViereck vou geg'ebeoeu Seiten so zu construiren, 
,,dass die Diagunalen einander gleich werden,” 
vielleicht achou specielle Auflösungen erhalten bat? Ein Lehrer der 
Mathematik erwähnte dieser Aufgabe vor einiger Zeit gegen mich. 
Ich fand bald, dass sich dieselbe einer schon allgemeiner gelösten 
Aufgabe unterorduen liess, nämlich der in Carnots G^omdtric de 
Position , in der deutschen Bearbeitung von Schumacher Tb. 2. 
S. 148.: 

,,wenn von den 4 Seiten und 2 Diagonalen eines Vier- 
,,ecks 5 gegeben sind, die 6te zu finden.” 

Die ouadratische Gleichung, welche Carnot, und wie ich eben- 
daselbst angemerkt finde, auch schon Euler und Lexell für die Auf- 
lösung dieser allgemeinen Aufgabe gefunden haben, geht für den 
obigen speciellen Fall in die folgende cubiscbe Uber — welches 
immer bemerkenswerth genug sein mag: 

2a:‘ — a . x* -i- ab . a: -i- add = 0 



— b 


-H ac 


■+■ daa 


— c 


bd 


-H bcc 


— d 


cd 


-f- ebb 




— ‘lad 


— abc 




— Uc 


— abd 






— aed 






— bed 



wo X das Quadrat der Diagonale, und <z, b, c, d die Quadrate de 
Seiten des Vierecks bezeicbtaen. Die immer mögliche eine reelli 
Wurzel kann negativ, und damit die Diagonale (=1^ — x) ima 
ginär werden, wo die Auflösung unmöglich ist, z. B. wenn zwe 
' neben einander liegende Seiten des Vierecks gegen die beiden übri 
gen für den verlangten Zweck zu klein sind.” 

Mir ist die obige Bemerkung neu gewesen. -G. 
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VIII. 

Geometrische Untersuchungen über Potenzlinie, 
Potenzcentrum und Potenzkreis, Polarität, 
Aehnlicbkeitspunkte und 
Aehnlichkeitsaxen. 

Von 

Herrn C. F. Arndt, 

L«brer am Gymnaaium zu Stralsund.*) 



I. Potenzlinie, Potenzcentrum und Potenzkreis. 

1 . 

Aufgabe. Üen geometrischen Ort des Punktes zu be* 
‘stimmen, für welchen die Quadratdifferenz seiner Ent- 
fernungen von zwei festen Punkten eine constante 
Grösse ist. 

Auflösung. Sind A, B die festen Punkte, M der Mittel- 
punkt von ABy und ist Q der Durchschnitt des von dem beliebigen 
Punkte P auf AB gefällten Perpendikels mit ABy so ist (Euclid. 
Elen. Lib. 11. prop. 12. 13.) 

PA* =PM'-^AM*±2AMy.aM 
PB'=zPM*-^AM'7^%AJUy, QM, 



*) Ich glaube, dass diese ganz einfache, bloss die elementarsten Sätze in 
Anspruch nehmende Darstellung der Hauptresultate der neueren geome* 
trischen Untersuchungen wohl zu der so sehr zu wünschenden weitern 
Verbreitung dieser Gegenstände geeignet sein und vielleicht eine neue 
Veranlassung zu deren Einführung in den geometrischen Elementarun- 
terricht geben wird. ‘ G. 

Tlrttl V. ' ' 8 
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mit Beziehung derj^eicbeo auf eiuauder; folglich, du^li SubIractioD 

' • PA* - pB*=±\AMx Q3t, " ■ 



indem'man das obere oder untere Zeichen zu oehmeii hat, jenacb- 
dem PA sröseer oder kleiner als PB ist. ' 

Nun bewege der Punkt P sich so, dass PA* — PB* dem con- 
stantCD Quadrat g* gleich sei, so d^ss g* =^\AIUy. UM, so muu 
QM constant bleiben, d. b. die von allen den Punkten, für welche 
die Quadratdifferenz der Entfernungen derselben von A und ß 
constant ist, auf AB gefällten Perpendikel müssen AB in demsel- 
ben Punkte schneiden, und folglich müssen gedachte Punkte selbst 
in einer auf AB perpendikulären .Geraden liegen. 

Wegen des doppelten, ^'orzeicbens werden also zwei Gerade des 
gesuchten Ort repräsentiren. CWustruction der.Oerter bedient 
man sich am besten der Relation — PB*^=g*^OA* — OB', 
^jid mpn haj a|fO folgejadc Aufgabe zu lösen. , 

: 1.; . Sl l.-*.-;, A ,f. \',i . i. 

yii«>; <a»6j.li|i' .»»t II ..tMM > if) 'li:>|i^l -Ur*» 

1. ' u u i-n , 1, 1!- ; ; i • j i. i . ; 

Auf eincr'Gcra^en einen Punkt Q so zu bestia* 

men, dass der QutrdraiifdVtrVb'hied seiner Entferniingei 
von den Endpunkten der Geraden A und ß einem gege- 
benen Quadrate g* gleich ist. ' 

Auflösung. (Taf. 11. Fig. 1.) Ist 1) g<^AB, so besebreibe 
man über AB als Diaiüiolcr -eineii nalbkreu,^ trage g von A ans 
als Sehne y/C ein fälle vOn auf AB das/Perpendikcl CD und 
balbire DB in 8o--|s| Q der treeockta-Pttttftfai Denn es ist q' 
= ABy,ADt={AQA-BQ)(AU~-BQ)=:^AQ*-^BU*. 

Wenn , aber 2) ,- 80 nerrichte man BC srokreebt anf 

AB, trage zwischen die Schenkel des ‘rechten Winkels g von J 
aus als Hypotenuse AC ein, ziehe CD senkrecht auf AC, dass es 
AB io D schneidet, und halhire .AZf in Q, so Ist-^ der rerlangle 
'Punkt. Denn es Tst g* ■=. ADy, AB ■=z(AQ-\- BQ\(AQ — B0\ 
=LAQ* — BQ*. 



. Ist endlich 3) g = AB,‘so ist B der verlanirte Punkt. 

* • • i. ^ . * J it .a li « < • fl I» . » I . ^ 



sl- 



^ . -r. 



3. 



> tl •« t t 
.Mt*i ■ 



il.v b 



Aufgabe. Welches ist der geomotrisebe O 
Punktes, für welchen die Qu ad ra tsu m nie seiner E 
nungen von zwei festen Punkten eiuem constanta 
drate y’ gleicli ist? 1 -.‘. »'1 •'< - 

Auflösung. Nach 1. bat man die Relation 



PA* 4- PB* =z 2PM* + 2AM\ 



♦i' 



folglich muss PM constant sein, da 2PM* = g* — 2. 
~{AB*, oder PM z=z\/ >^q* — \AB* ist. ;• 

Falls daher g* nicht kleiner als ist, wird d^ 

Ort eine aus dem Mittelpunkte von AB mit dem obigen 
schriebene Kreislinie sein. 

Zur Construction des Orts, wenn solcher vorlp 
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iMo 'liob nit VbrtheihvineB di^ Durchscbnit^ Q der Kreislinie mit 
der €itr»Aen AB. Zu 4em Ende ist die felgende Aufgabe su lösen. 
. At' < 



• V r ■ i ■ , 4 * ** 

Aufgabei' Auf einer Gera'den 'Aß (Taf. II. Fig. 2.) 
einen Punkt Q, so su bestimmen, dass die Quadratsumme 
seiner Entfernungen von den En'dpunkten ‘der ^tieraden 
A und ß einem gegebenen Quadrate (f* gleich ist. 

Aüfiösung. Man trMc an ß und Aß die Gerade ßL so 
an, dass der Winkel Aßt, die Qälfte eines Rechten beträgt, und 
denke sich von A auf ßß nnd Aß die senkrechten AK und Aß 
gezogen, so dass KA z=: Kß, Aß=rzAß und BK-=. ßK vi\rA. 

Da nun AK* ■=.\Aß'*, Aß~* Aß* ist, so wird ein aus A 
mit q beschriebener Kreis die Gerade ßß nicht, oder in einem 

Ö 'niler in Plinlffpn ti'Alfpn** ienaCh‘dem q* "^^^Aß* 

der Kreis die Verläni 



Pnnkte Ö,‘öder in avtei Punkten ti'iffenV 
oder = i.4Ä* oder '^^Aß* ist, auch wir3 
gerung von ßß über die Endpunkte treOen, wenn q'^AB ist. 

’’’ Findet kein Durcbschniitspuiikt statt, so ist narb dem Obigen 
die Aüfgube unmöglich, findet über einer oder zwei statt, so fälle 
man von einem beliebigen C auf das Perpendikel CQ, so ist 
<2 der gesuchte Punkt, viä\AC*.o^6t,q* = Afl*-^CQ*z=zAQ.* 
-f-.ifö* ist. , . 



Zusatz. Die Quadratsam'me der Theile 'einer geraden Linie 
ist ein Minimum, wenn*'die beiden Tbeile einander gleich sind; 
sonst fällt ibr Werth zwischen und a * , wenn a die Gerade 
ist, und liegt ein Punkt 'öäf der Verlängerung der Geraden, so ist 
die Duadratsumntb der Entfernungen desselben von den Endpunk- 
ten', der Geraden grösser als das Quadrat der letztem. ' 

■■ ■■■• - ' • 6. ■ ■ ' ■ 



Lebreatz. Führt man in der Ebene eines Kreises 
durch einen festen Punkt nach beliebiger Richtung eine 
Qernde, so jedoeb, dass sie den Kreis io zwei Punkten 
nob neidet, so ist d na Rechteck aus den Entfernungen des 
erat gedachten Punktes von den Durchsclinittspunkten 
der durch ihn geführten Geraden mit der Kreislinie von 
anTj.eTänderlieber Grösse. , 

Nämlich 'wenn der gegebene Punkt sich ausserhalb 
der Kreislinie befindet, so gleicht das constante Recht- 
eck, dem Quadrate der vom in Rede stehenden Punkte an 
die Kreislinie gezogenen Tangente; liegt jener aber 
iDuer-balb ,der Kreislinie,, .so hat jenes Rechteck zum 
einfachen Maass das Quadrat der halben Sehne, welche 
auf d.er den gegebeiOen Punkt mit dem Mittelpunkte des 
Kreises verbindenden Geraden in d em gegebene n Punk te 
neqkrecht steht und ancliwublMittelselioegenanntw>td. 

Beweis’). Die von d<em gegebenen Punkte ^ aus gezogene 



* ) Enelid Lib. 111. prop. SS; 3fi. erweist unser Theorem bloss mit Hülfe der 
Gleichheit. 1 ) ■. ' . i 



8* 
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Gerade schaeide den Kreis in D, JV, und trenn' .P-nnatMrhalb der 
Kreislinie liegt, so sei B der Berührung^ponkt der von P aus an 
den Kreis gezogenen Tangente. Dann ist, wenn man sieh BD, BB 
gezogen denkt, ^PBDn^^PBB und folff^lich PB* =. PD 
X Pu, so dass PD X PB für alle Lagen der Geraden PDB con- 
stant ist. 

Wenn aber der Punkt P innerhalb der Kreislinie liegt, so 
schneide die durch denselben gehende Mittelsehne den Kreis in E 
und E, so wird ^EPDr^^EPB, folglich PBy.PB'=^PE 
y.PE=PE* sein, so dass PDy.PB 'Wiederum für alle Lagen 
der Geraden constant ist. 

, t 

7. »*!' 

Zusatz. Bezeichnet , man durch e die Entferniing des gege- 
benen Punktes,, vom .Mittelpunkte der Kreislinie, so überzeugt man 
sich kraft des pythagoräischcp Lehrsatzes, dass das constante Recht- 
eck der Grösse e* — r* oder r* — e* gleich ist, Jenach- 
dem P sich ausserhalb oder innerhalb der Kreislinie befindet. 

'«».1 »*. I , , 'M 1 .1- I ll'*'* 

'■i'v . ' 0 ^ 4 ?* - 

Jenes gedachte Rechteck, dessen besondere Betrachtung eine 
der fruchtbarsten in, der Theorie des Kreises ist, hat man. mit einem 
eigenen Nsmeu .belegt,, und es die Pot,enz,des Punktes .Pin Be- 
zug auf die gegebene Kreislinie genannt... Auch ist zu bemerken, 
dass unter gleicbartigen Potenzen fortan diejenigen verstan- 
den werden sollen, welche zu Punkten gehören, ^die zugleich ausser 
halb oder zugleich innerhalb der Kreislinie Tiegen, die übrigen 
hingegen ungleichartige Potenzen gpnannt werden. 

Diese Unterscheidung wird durch den besonderen Charaktei 
solcher Potenzen motivirt; das Folgende giebt weiteren Aufscblusi 
darüber. 

9. 

* % 

Lehrsatz. Der geometrische Ort aller Punkte, wel 
eben gleiche und gleichartige'Potenzen in Bezng « n 
zwei feste Kreisiiniea zugehören, ist eine auf der Gen 
trale der Kreise senkrechte gerade Linie. 

Beweis. Die gegebenen Kreise werden im Folgenden imtne 
durch ihre Mittelpunkte C und C', die Centrale CC durch a ua 
die Halbmesser durch r und r' bezeichnet. ' ' * 

Jedes Punktes P Potenzen in Bezug auf die 'gegebenen Kreis 
linieo werden durch die Grössen it(c* — r’), ile" — f« 
prasentirt (7.), wenn e und e' ilie Eotternungen des^nktek'P vo 
den Mittelpunkten C und E- sind. Soll nun P gleiche und gleiel 
artige Potenzen in Bezng auf C und C darbieten, so muss mit Bt « 
Ziehung der Zeichen nnf einander — r*) = ±(c'* — 

sein, also immer e* — c'*=r’ — r'*, oder der geometrische O 
aller Punkte, welchen gleiche und gleichartige Potenzen zukon 
men, stimmt mit dem Orte alldr Punkte überein, für welche die 
draldifferenz ihrer Entfernungen von den festen Punkten C und 4 
der coDstanten Grösse r* — r" gleich ist, weshalb (1. 2.) der Or 
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weanteR «barliaapt exiatirt, eia« auf dar Cestrale senkreclite g«rade 
LJaie iit. Uai uber.dea Ort fiir alle Fälle- nachzuweiseo, betrackteo 
wir die TerscfaiedeDen Lagen der Kreislinien C and C gegen ein* 
ander.* ■ ... 



10 . 

. t. I ^ , 

Den in 9.«i>etrachteten Ort nennt man diei Potenzlinie {ajc* 
rmdicat) der gegebenen Kreise. 

Nun behaupte ich zuerst, dass die Potenzlinie zweier 
sieb tangirender Kreise deren gemeinschaftliche Tan> 
^ente ist. 

Denn für jeden Pnnkt dieser Tangente ist «* — e'’=r* — r'*, 
folglich dieselbe die Potenzlinie (9.) ; auch erhellt dies rein geome» 
triacb schon daraus, dass jeder Punkt der Berührenden gleiche und 
gleichartige Potenzen für beide Kreislinien darbielet, indem jede 
Potenz durch das Quadrat der gemeinschaftlichen vom Punkte /*'iind 
dem Berührungspunkte begrenzten Tangente gemessen wird. 

2) Die Potenzlinie zweier sich schnelde'ii'der Kbelse 

ist deren gemeinschaftliclie'S'ehae. ' '* ■ 

Denn für jeden der Durebsehnittspunkte der Kreislinien ist der 
Quadratuntersebied der Entfernuiwen von den Mittelpunkten C und 
CT, dem Quadratneterschiede der Radien gleich. > 

3) Liegen die Kreislinien ausser -einander, 'so befindet sieb der 
Dnrcbschnitt U der Potenzlinie mit der Centrale CC- zwischen den 
Mittelpunkten C und C ausserhalb der Pbripkdrien beider Kreise. 

Denn bestimmt manbUfC'C- den^Panlirt Q -so, dass tiC*-— QC* 
= r* — r'* ist, Sb* muss das in' auf CCT; errichtete Perpendikel 
die Eigenschaft haben , dass der'Qdadratnnterschied< der Entfernun- 
gen jedes Punktes im Perpendikel' vdn C und C der- Grösser* — r'* 
gleich ist ($. 1. 2.), und das Perpendikel wird 'die Potenzlinie sein, 
wenn jeder seiner Punkte gleichartige Potenzen ■ darbietet. Dies 
ist aber wirklich der Fall; denn da r* — r'* =*=,(r -F--r') (r — r') 
und r -I- r' -< CC , so ist r* — r'* -< CC und Ö liegt folglich 
(2.) zunächst zwischen C und CT. Ferner findet man leicht QC 

fl* I - #•* fl* — ( #•* ^ 

■, wo’« die Centrale, und QC = 



2a 



2a 

der Cnterscbied 



Nun ist aber ßC > r,. da wesen r + r' •< o 
* * — f = ^ positiv ist, und eben so ist QC 



2a 



2a 

r'*) 

2a ‘ 



(« — »■')*— r* 
2a 



eben- 



da der ünterschied|' 

falls positiv ist, weshalb. <2 aitsserhulb . beider Peripherien Hegt. 

. 4)Xiegen endlick die Krnislinien in einander, so befindet sich 
d ausserhalb beider Peripherien auf der Verlängerung von CC über 
C binaua, wenn der Krois.CT C ist, welches ebenso wie in 3) 
bewiesen werden kann, . 



'■ 

I Znamta. Bestimmt man zu je zweien von 3 Kreisli- 
suieu die Petenzlinian, ao treffea diese drei Potenzli- 
uien in. einem und demselben Punkte, demPotenzeeptrum 
{centre radical), zusammeu. 
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■1 Denn d«c DBrebscbaittid d«r PotentliBieo der. S jfftB Me ■£’ Biid 
C‘, C. und C" kietet sowolil .für C Atnd C'i ule. fUrCt-und C" ^leiebe 
Potenzen , dar, also «luss. es-aucli gieiclie Potenzen .fer 
■ (larbieten , und folglich auf der Potenzlinie der Kreislinien C» nnd 
C" liegen. 

Uierausi fliesst, dass sowohl die^gemeinsebaftlichen Tangenten 
dreier Kreislinien, als auch die gemeinschaftlichen Sehnen in einem 
und demselben Punkte Zusammentreffen ($. 10). « . 

. I' </ i • 'I 1 1 ■ . ( .» ■ . 

- * . I « W * 'i . • ^ , I »V ’ • ■ . l * »• '* 4« . 



12 . 



Lehrsatz. Der geometrische Ort aller Punkte, wel- 
che gleiche nnd ungleichartige Potenzen in Bezug.auf 
zwei Kreislinien C'tind C' darDieten,’istv wenn er, über- 
hanpt existirt, eine aus dem Mittelpunkte der Central« 



<7C'^he8chr?ebene‘drit‘te Kreislinie, und das'Quadrat dea 

Baibmes»ers (derselben ist der Grösse ^ S" gleich. 

Beweis. Jedes Punktes Potenreh in Bezug auf dic'^'egv- 



benen Kreislinien werden durch die'Grössen 

repräsentirt (7). Soll' nun JP gleiche kind ungleichartige Potönedn 
darhielen , so muss mit Beziehung der ehern und untern Zeichen 
auf einander — r*) = (e* — oder für beide Fälle 

c® + =r® -|-r'^Msein.> Folglich stisuat der .botraebtete Ottioiit 

dem Orte aller Pnnkte<.ttberelii, für. welelie die. Ouadratsunune iiirtar 
EntfemuBgen von, .den festen .^<Puähtcn(>£^ und C* der conatanten 
Gröste. r’ -+» r'® gleicb> ist,- weshalb bdar^ Orti (3.- 4. 5. ) , i wenn 
iiberiinupt existirt, eine aus dem Mittelpunkte von CC mitdentobi- 
gen Halbmesser' besebriebeoe. Kreislinie intji.ln. 4(h«ad.5. ist aber 
gezeigt, dass der Ort nur dann inögüob isty wenn r®i4f<r'^.nksht 
kleiner als 4<ss ' ist. '. Die I..oge des Orts für, die versebiedenen l.<a- 

f en der I KreSsliuien wird durch den nächsten Paragrapben.. näher 
estimmt. > i - ■ ■ ' - ' -r* *- ■ i 



■' 13. ■ J - 

1) Wenn die gegebenen Kreislinien sieb berübrem^ 
so ist der Ort, den wir im Folgenden Potenzkreis nen- 
nen wollen, die bei de Kreise in ihrem gemeinsame t: 
Berührungspunkte tangirende Kreislinie, und liegt gan -j 
innerhalb des grossem Kreises. Nur wenn die Kre'isl i . 
pien gleich sind, und Berührung vö-n-Aussea statt f 4 n < 
det, geht der Potenzkrei« . i n> den gemeinaebaftiieh e i 
Contactpunkt über. 

Denn die Quadratsumme der Entfernungen des Berübmag^s 
nunktes von den Mittelpunkten C und C ist der Quadratsurarae/de 
Radien gleich, weshalb (12) der Potenzkreis beide berührt, und «1 
der Mittelpunkt desselben innerbslb der grossem Kreislinie liegt, s* 
wird der Kreis auch ganz innerhalb der grossem liegen. 

In der That ist hier r*'-l-r'® *— 4a*'ä=''* H*’*^® ) 

= ^{rzpr')*, und folglich 'der gesuchte Ualbmesser ^(r3{=r-' 
«ad dies Nt d'O Entfernung des Hittelpuaktn de 
Centrale vom gemeinschaftlichen Contactpnnkte. .<>.>. .« \'.y. 
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^ KT«>iM>iiti«>ii>r*»vf «kt Po> 

l«•'*lM’()Ph^r«lr>4)k«<« D«i%b8«1>H4tt8ip«ffk<l«,%«iI Jwl«n> 4e» 
leteMy« Eig«awb«<t’xukMnmtiJ'’il«88 di«' Qa«dMtnMiiiie’'MitikV 
VOM dM Mitt8ifHibki«W'<?-aiMli>C'tu|«r l^ttkdratlikdiillk 
der Radien gleich komnt. ) 

3) Liegt eine Kreislinie C in der andern C, so findet immer 
ein Potennkreis statt, da in diraem Falle a<^r — ^r', ‘ mithin r* 
-l-r'* — — r’)*, also positiv ist. 

4) Nor wenn die eine Kreislinie ausserhalb der andern liegt, 

Sadet niclit immer ein Petenzkreis statt, da hier f* + r'* kleiner, 
sb I«* sein' kknn. >' j .. . 1 .. 




14. 

, ti 



■.tl ; I» ' it p I. -. 

• r- # . .»,114.,, f ‘-i ,i ;<i •) ,1; 'Ut . i'.oU , 

ren ..Sich ^ drei Kreislinien von Ansseii, und ist.^6 unter 
j^^ros'fte,’ so werden, die etwaiiigen Durclisclinitte der Po- 
jfiii; ,d;^ ^jsteqie und C, C und C'J^auf der^gemeiuschufu 
'anj|;ente d«^r ^Kreislinien C und C" sein, 
n jedem ^^der gedachten Durchschnitte ents|iraclien gleiche 
i^.sojvpbl für C uud.C’^, als für und.|f',^ und da er uusscr- 
, beiden Kreislinien C^'und C” liegt, so muss, er, eich auf der 
ÄV'der letztern befinden. ' ' ' 

=?i[?r-,'V iT> ^,^.11 ^ 

sMij'-i . . . *"• 

•wdPIrr: ■ewei KiaKeie' eai iiainer eia« Rhene, 

4Mbn' sitaiBitlietie«' Pmiikdeni glenebieiasaid'i gleiehaVtiga 
MketMam ‘in Red«g anfsiMe> f&iog>e>ln ''enta^reohan,' untf 
diahe- 'Bbeae de.knti'klea di« Pjotanwebeae der heid-ea'-Kn- 
'■ i- iMl' ' ^||.PJ lll: 1 .'M,/ I iret. I lUli 

^Mati aeh«eide admliefa die Kageln doreh beliebig -vielh Unrcb 
ÜN Uittelpuukte gehende Kbenen, so giebt es für jedes der da» 
dsM entstehenden Kreispaare eine Potenzlinie, welche auf der 
Csi i i a la CC senkrecht steht, und zwar in einem Punkte der Cen- 
tiak, dessen Lage nnr voo der Grhsse der Halbmesser and der 
Caatrale abb&ngt. Deshalb werden alle Potenzlinien in demselben 
Paaktc der Centrale auf der letztem senkrecht stehen, und sie lie- 
rce daher in einer und derselben auf der Centrale senkrechten 
GhMe fEaclid Lib. XI. prop. 5.). ; Hk r I n 

,1 . 



16. 



^ *-#•'/ f* *ff<. • ^ ' J ■ » .* ts I» t» j? . f ? ^ 

*‘'Zusatz. ßie'Petenzebene zweier sich berührender 
sde> seboeidender Kugeln ist resp. deren gemeinsehaTt» 
Ktle Berfihrnngs* oder Durcbschnittsebene (§. 10. 1. 2.). 






If 



•ejsa«») 

mhut-ft'. I r •» I.;) -l .l-- -.il'V'! I 1( 

'*^<Zanatk. Die Pofeensebenen dreier Kagcln, zu zweien 
'a«rhnnden, haben eine gemeinschaftliche Durebsebaitts» 
iWe, -«relclie'aaf der , durch die Mittelpunkte d'er 3 Ku- 
fAta'bestimmtenHbene senkreebt steht, and Ploteaslinie 
vbrUugelflbcb^aigeaanwt'.Jwird. 1 t. • 

ntb DsM die 8 KreMe,i »i'weicken die durch C, C, C^'-gekeiide 
Bleae' die Kugeln schneidet, babtn (M.) ein gemeinscbaRKcfaes 



Digitized by Google 



120 



PoteoBcentniB lod diese« aiuis anoäohst (15.) . «Heu Petenzebenen 
gemeintam ,iein. Sodann mästen di.e 3 Potenzebenen, da sie alt« 
auf der Centrale senkrecht stehen, noch einen geaeinaamen Durch- 
scbnittspnnkt haben, und die beide Darchschnitte verbindende Grad« 
ist folglich den drei Potenzebenen gemeinsam. 

■' 18. ■ 

Lehrsatz. Die 6 Potenzebenen oder die 4 Potenzli- 
ttien von 4 Kugeln, von deren Mittelpunkten 3 , nimmer 
in gerader Linie liegen, haben einen gemeinsamen 
Dnrchschnittspunkt, das P o t e n a oe n t r u m f&r die vier 
Kugeln genannt. 

Beweis., Der Durchschnittspunkt der Potenzlinien fne die bei- 
den Systeme C, C"; C, C"^ hat die Eigenschaft, dass ihm gleiche 
Potenzen fSr beide Systeme zugeiiören; also bietet jener Punkt 
gleiche Potenzen sowohl in Bezi^ auf die Kreislinien C, C, als 
in Bezug auf die ^ireislioien C,^, C dar, und er muss daher einer- 
seits' ib der Pqt’enzlioie des Systems C, C'', C’", andrerseits in der 
Potenzlinie des Systems C\ C" li^ep, so dass die 4 Potenzlinien, 
also auch die 6 Potenzebenen, in einem Pnnkte zusammentrelTen. 

. 1 ». 

Mit Rücksicht auf zwei Kugeln giebt es immer mne dritte Kn- 

? pel, deren sämmtlicbe Punkte gleiche und ungleichartige Potenzen 
iir die ersten Kugeln darbieten, wenn nur die Quadratsumme der 
Halbmesser der letzteJu nicht kleiner als die Hälfte des Quadrats 
der Centrale ist.- 

Wie nämlich 15. aus 9. erhellet, so fliesst unser Satz aus 12. 

20 . 

Ans 13. 1) 2) folgt ferner, dass der in 19. betrachtete Orl^ des 
man Potenzkugel nenuen könnte, für zwei sich tangirendh öder 
schneidende Kugeln beide zugleich in dem gemeinscbaulicbesi Con- 
tactpunkte berührt, oder durch den gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
kreis beider Kugeln gebt 



n. Anwendung des Princips der Potenzialität von 
Kreisen auf geometrische Lehrsätze. - 

' 21 . . . 

Lehrsatz. Die drei in den Mittelpnnkten der Seiten 
eines Triangels auf dieselben senkrecht errichteten 
Geraden treffen io einem und demselben Punkte zu- 
sammen. 

Beweis. Ans den Spitzen des Triangels C,CT,C" denke man 
sich drei wilikiibrliche, aber gleiche Kreislinien beschrieben, so er- 
hellt aus 9., dass die in den Mittelpunkten von CC\ CU\ CC“ auf 
diese Geraden senkrecht errichteten geraden Linien die Potenzlinien 
der Systeme C, C"; C, C''; C\ £"'.sind, und sich, folglich (11.) 
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■t eiae« Pnakte «ehDeiden. Dieser letztere {ist zoffleicb tod den 
Spiteen'des Trieogels gleich weit entfernt, öderer Hittelpnnkt 
to nm das Dreieck beschriebenen Kreises. . 

• • • ■« * . • j r 

22. ■ 

Lebrsetz. Die 3 von den Spitzen eines Triangels auf 
die Gegenseiten gefällten Perpendikel treffen in einem 
usd demselben Punkt zusammen*). 

Beweis. A, B, C seien die Spitzen des Triangels, D,E,F 
dis Darcbscbnittspunkte der von C, B, A auf die Gegenseiten ge- 
fällten Perpendikel mit diesen Seiten. > > ' 

Man denke eich aus A, B, C als Mittelpunkten mit den drei 
Htlbmessern B.^ r, q Kreislinien beschrieben, und bestimme diese 
Hslbmeaser so, dass die Relationen stattfinden: 

Ä» — r» = CA* — CB*, 

'** R* —Q* =BA* — BC*, 

M dMh nhio R willknhrlicb ist, die beiden andern Radien aber 




r*—q*=AB*^AC*. 



. Da nun (f. 9.) CD, BE, AF die Potenzlinien der drei be- 
Kbriebenen Kreise sind, so treffeg ($. 11.) dieselben. in einem ein- 
ngCB Punkte zusammeq. 



23. , 

Zusutz. (Taf. II. Fig. 3.) Es sei BF die Höbe des bei B 
NdlwiBMigen Triangels ABC, ferner AD = AB senkrecht auf 
AB, CE ==: CB senkrecht auf CB, und 6/1, gezogen, so 
WM behsMiptet , dass CD , AE, BF in demselben Punkte zusam- 
■snueirea. (Hülfslinien des pjrthagoräischen Satzes.) 

kommt darauf an, ein Dreieck nacbzuweisen , in welchem 
lie so eben cbarakterisirten Linien'Höhen sind. Zu dem Ende fälle 
■sa vo« und G auf- CD und AE die Perpendikel AO und CH, 
kieu erstere .ff/’ in'P schneiden mag. Dann finden folgende Dm- 
aiade atuttc ■, * 

Weil erstens l^D=PAB (jeder = 90® — DAG), fernes 
i BAC ■sss KBP (denn jeder = §0® — ABF), also auch 90® 
+ ff.4<?»90® -t-ÄffP, d. i. L DACi= ABP, und endlich 
AD'=. AJB ist, «o erhellt die Congruenz der Triangel DAC upd 
ABP, woraus fiiesst PB = AC. i 



*) Grüne rt Analyt. Geom. Tbeil I. S. 58, Theil II. S. 54 — 55. Der letz- 
tere Beweis stützt sich auf die Theorie der Transversalen, und der 
entere ist analytisch. 

M. vel. auch den sinnreichen Beweis von Gauss in Camots Geom. 

Stmlung (Ueb. v. Schumacher) Tbeil II. S. 363. Gauss weist ein 
Dnieck nach, für welches die in den Mittelpunkten der Seiten auf letz- 
** " Mlib'’ tsrtichtetert Perpendikel die Höhen des gegebenen Dreiecks sind, 
so dass dann dieselben (21.) sich in einem Punkt schneiden müssen. 
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«beoM wM'i(fp#i«veD, daM di* Link BP in 
Paakt« ««(laaidlk, dama EDtferDanfc yoa‘-ß der OaMden vdO^Mak 
iat, so dass also die Gerade mit deni Perpradikeln odOy' 
in eioem und demselben Punkte P znsammeotrifft, wodurch das 
Dreieck ACP entstanden ist, das BF, CD, AB zu Höhen hat. 
Die letztem müssen sieh daher in demselben Punkte schneiden (220- 
(I ; 1 . ” 1 .t . • • 'I II / '• r . 1 . . 0 Hir ' ' 

' q, • . » I Isi V V> . 

■ *■' ’ •••’l«“'-. I * M»»| 1 * . ; ,1 J tj.'lii ßlt* 

'• •• Lehr«BCev‘*'Ote 3'düahadea’^ welche die Wiwimixafines 
DVeiaefcs' halbireil'y <und >etueh< dimSi Oeradaw^Mirafu den«» 
eine einen Winkel des Dreiecks', dse 'a«dern>.d>i».ifiefawii'- 
wiekel der übrigen hal biren , treffen ia> einem inndittem'- 
eelkennPunkte ausammeo. >') - '•i/l > j <«:■<->« r - 

Beweis. Ister Pall. Das Dreieck; aei ABC i Stnalckst 
behaupte ich, dass man auf den Seiten AB, AC, BC die Punkte 
• D. E, F so bestimmen könne, dass- je zwei der dadurch bewirkten 
6 Abschnitte, welche eine Winkelspibw des Dreiecks zum gemein- 
scbaftlichen Endpunkt haben, einander 'gleich sind. ■!' •‘•>1 

• * Dean netzt man fund nimmt -£I^S3S^4^, 

so wird sein CE stc'b •*- .x, BF tsc a — 4 •fr 4:,- and dawip nun 
BF^ BD werde, hat man x nur so zu wäli|en, dass die Rela* 
tion statt habe ä: i= c d *5 öder Xc=: \[6 -i- c — ny^ und 

das ist immer möglich. 

'' Nachdem die Punkte- D f B,- F so bestimmtlsind,« denke maa 
sich tmtt A, f^BÄtreap. mÜ ADx^ AE, CE=-CF, BF*ssy'BD 
drei Kreise beschrieben, welche sich in D, B, Axüti&m ka> 

rühren werden, so werden die in D, E, F auf AB, AC, BC v- 
riebteten Senkrechten die gemeinschaftlichen Tangenten sein,' und 
sich (11.) in einem Punkte 0 schneiden. Die von O nach den« Win* 
kelspitzett' gezogenen Geraden müssen aber dth Winkel des Oreiecks 
batbiren, da, indem O das Potenzcentrum, z. B. O D •sed 
die Triangel AOD, AOE congrueat sind," und ;rartbin;!dhsiWUhkel 
.id'dnrch halbirt wird. Folglich treffen BB, inidinhkdnl^ 
ben Punkte zusammen, der- der Mittelpunkt des id das Dr«idbltl |imi 
achriebenen Kreises ist. •- ii w ;i ■> •. ...nV- .'.-k J - 

' 2tel' Fall. ‘Gnnz'wie vorUkrwird 'geze^i, dass nrao anf- d«t 
Seite AB seibntr'dea Punkt'J9j unif-am .den Verlängeruugen -.der 
Sniteti CB'übepAi B hiuans die-Punkte E, F so beatiadnian 
könne, dass AD^=:AE, BD'^z BF, CEz=zCF 8civ>iuUl ''diws 
man also aus A, B, C drei Kreise beschreiben könne, welche sich 
berühren. Die drei in D, E, F auf die Seiten errichteten Perpen* 
dikel treffen dann in «iaem Punkte. 0, zusammen^. .der .die <JSigek> 
Schaft bat, dass OA, OB, OC die Winkel des Dreiecks halbw^ 
Uebrigens berühren sich die Kreise A und B von .Aussen j A and 
C, so wie B und C von Innen. 

Auch erhellet, dass stets 4 Kreise existiren, welche drei'sicb 
scbneldknde gerade Linien berühren. • : i ■ 1 1 < < • . 

- 1 ' > . . 

■ " . 25. • \ : 

Dass die drei von den Spitzen ein^s Triangels nach dea IMit- 
teipunkten der Gegenseiten gezogenen Geraden eich in enenL,Psikikte 
schneiden, kann auf did' einfachste Art so erwiesen werdenu'MiJ» -• , 
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• •«% te ¥is wien v£t| 4 m Mittel^ ükts iMB 44<&<iiii4 

i9<^ ’ua4> ^J^ sehodd«!) ■i«li in -0, «o-iluiiB soaftchtt b«k«M|H< 

tct werden, ‘dass doppelt uBu fraM als jO^v mi A& dopptft< 

so gross sU ^ . i ^ i 

Dcd« siebt man Dif parallel ^JE', so. wird, ip*,^ hatkirtU 
oder ist die Hälfte von ECy also muss aacb 190. die Hälfte' 
TOtt O^ seitr.i^ Auf äfaaliche Art wird genest,; dass' O^ die Hälfte 
von Oji ist. ' 

Da ai^ oiso je sw«i Transversaieo so sdraeideB, dass der nach 
der- liVtidtelBfitse geriebiete Abscbailb doj^it so gvosi'tals d^ aui- 
dei« ist, 'oa muss die Transversale. von ^ <4iaoli <dep4!IUM 'nni'>Jhßt 
durch geben; denn wenn 8ie^C^,iA 4' acbniM«^ so .müsst« Cff. 
z=2jO& sein, welches ungcreiiat ist. ", 

Diesen Durcbscbnittspunkt nennt man den Schw«rpo«kt>4tts 
Triaagels. '( 

• 26. . ' ■ 

"1 t; 11 <I!J Ts *‘l '11/ * • '» l't . f.\t 

Itebrspts. Der Sahwerpnnkt ,pisa,pe T:riai^.ebsv 4«ja 
Darvrkschnittspunkt; diSißiS Hüb«ar::Wld 4«r Msätelpsnkl 
den, uau.den Triangel besciiriebeuen.Kreises liegen stets 
in gerader Linie, so* dass sich der Schwerpunkt swiA 
sehen den beiden andern befindet und vom Höbendarofa,.,i 
sch nitt doppelt so weit entfernt ist, alsp.ein JHittstipusikk«’ 
dea-ttUf 4hs 'Bireieck beschriebdnen,'Ki’eiBes.,ii ' ; > 

■'f^B'ew^lb. 'AEC iTai. II. Pig.'S.) dei der Triangel', CD uhi 
AE senkrgclit auf pnd BC, tbr Durchschqjtt H, d«d 

Mtttd'vtän ‘^410 IfTricbtet, uiid CS doppelt so gross als SFy dass 
B der Scbwgrpnnkt (.25.), und endlich Af der Mittelpunkt des um* 
sdiridbeacn''Krci8e8, so dass JifF senkrecht oaf Aß ist. Man ziehe 
sU- feoll JUSE. eine gerade Linie und jHS doppelt so gross 
als >414/ sein. 

• fBdtjeder dtsr Winkel ABE, CHB^^’^ BCD ,, so ist 
A {ABBcm jQ; 'CHE, und folglich CH ’j^B = CE : AEi Da ferner 
Z. EMBx=sLACB, so \Bt t^FMBr^iiACE, und folglich FMiFE- 
= CE ‘.AE, also nach dem Obigen CHx AB FM;. FB„ Nun 
ist 'aber AB doppelt so gross als FB-, also muss CH doppelt so 
srnss als FM sein , und da AIC =2,9iP,. und endlich. ^/rC/8' sie 
^ SFUy so sind die ^^ CHß , SFM ähnUch, .gtithhi CSE == 
^'.#V94f, -folglich HSM einä'gerade Linie, und SH;=%SM. , 

. . -i- V * ' 

r. » , ' .S 'r 

* r ■ ' ■ ' 

III. '-Feber’Aebttiiebkeitspuakte und Aefanlichkeitsazen. 

-iW- • »V • ■ 97. ■ .1 . 

■ •'.Lekrantk.i Zieht man zwei parallele Radien zweier 
(vrreisUniea. nnd verbindet -die Endpunkte ders.eLben 
I u roh ei Ae Gerade, so gebt- diese für alle Paare aufder- 
lelben oder auf verschiedenen >!}eiten der Cenfi'Ble’be'- 
’indlieher Badien immer durah deoaclben Funkt där Cen- 

UTl.ili''',/. ■ I i 1 . . (1.. I/, ,'■-1 ief-i: ' 

...i.ftaweis. Oei; Krmiioien Mittel|tunk|« aeiep .C, ,<?/.. ,ij^,r,sr' 
lie Radien, die witr ungleich setzen, wenn die Radien auf derselben 
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SMte'^der CcBtrale lUffeo.' Findet mta da« Letztere ' ktatt, tä sei 
^.i.der Durohecbnittipbnkt der Centrale mit der die Endpunkte 
der iperalleien Radien , verbindenden Geraden;- dann wird seit 
: CA = r:r', folglich CA — CA : CA (oder CA) = r r* : r 

(oder'r'), folglich^ wenn a die Centrale 

bedeutet. Demnach behält CA oder CA einen unveränderlichen 
Werth, io.».b .to. 

Liegen nun ferner die parallelen Radien auf vernchiedenen Sei- 
ten dev Centvaie, eo «al Jr der Durebaehnittepunlit der die 'End- 
punkte der Radien verbindenden .Geraden mit- der - CentMlni,.' «nd 

nian findet C/=-^‘ so dass I ein unveräoder- 

T^\rT T * 

lieber Fnnkt iat. > . -i ■ - 

. *;.* • 

28, . ' 

Die Punkte A, J, welche wir so eben betrachtet haben, werdei 
resp. der äussere (directe) und innere (inverse) 'Aebvlieh 
keitepunkt der gegebenen Kreislinien genannt. 



" Zusätze. 1) Zweier sich von Aussen tangirendet Kreislinie 
inverser^ Aebniichkeitspunkt ist deren gemeinsamer Beriihmngi 
punkt. ' ' ■ 

2) Berühren sich zwei Kreislinien von Innen, so ist ihr directc 
Aebniichkeitspunkt ihr gemeinsamer Berührungspunkt. 

3^ Liegt eine Kreislinie innerhalb der andern, so befindet sic 
der direcle Aebniichkeitspunkt beider innerhalb der kipiuern Kreii 
linie, in allen andern Fällen aber ausserhalb derselben. 

4) Liegt eine Kreislinie ganz ausserhalb der andern, so befii 

det sich der inverse Aebniichkeitspunkt beider ausserhalb heidi 
Peripherien, in allen aqdern Fällen ist er innerhalb der kleinei 
Peripherie. ‘ ' 

5) Zlfi't man von einem der A'ehnlichkeitspunkte an die eil 
Kreislinie* die Tangenten, so werden diese auch Tangenten d 
andern Kreislinie sein, so dass man an zwei Kreislinien die '4 g 
meinschaftlichen ITangenten sehr leicht mit Hülfe der Aehnlichkei 
punkte construiren kann. . 

30. 

Beschreibt man mit zwei gegebenen Kreisen zw 
neue Kreise coucentrisch, deren Halbmesser dassel 
Ver,hältniss zu einander haben, als die Halbmea.aer d 
nrsprüuglichen Kreise, so kommt den neu beschrieb 
nen Kreisen derselbe »directe und inverse Aehnlic 
keitspunkt zu als den gegebenen. 

Denn sind f , r' die > ursprünglielien, p' die neuen HaUimess 
so dass r:r' = p:p', so ist, wenn der directe Aehnliehkeitspni 

der gbRbeuen Kreisfinien 'ist, '.,fC (27.)., 'Weil ‘a 
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. ;v . . 1 ' ,1 ,1 1 r ■ P • *'•, JA «P 

ry-^ir =a;fl ««o - — -;s= — «o hat maa -a c^= 

-y r — r ?“■? 

ilw ht auch A dtfr directe Achatiehkaitaponkt der mit p' be. 
Kkriebeneti SreiRliaieD. 

Aebulicherweise erhellt daa Theorem für den Innern Aebnlich- 
keitopnakt." 

• '.Uli • • . ■•‘.i I ^ ‘i 'y 




Die Aalgabe, all*. Sterne je zweier mit «weil gegebenen 
RKiaiinieB'coneeetriaeher Kreiae an finden, twelehe mit den erstem 

lieKlben Aebnlichkeitspunkte haben, wird am einfachsten so gelöst: 
Um die Entfernungen eines Aclinliclikeitspunktes von den Mit- 
lelpnokten der gegebenen Kreise als üiameter beschreibe man zwei 
Kreise, und ziehe durch den Aehnlichkeitspuiikt eine beliebige Ge- 
ride, welche die neu beschriebenen Kreislinien in zwei Punkten 
ickaeidet, so müssen die gesuchten concentrischen Kreise durch 
diue Punkte gehen, weil die gezogene Gerade sulche Kreise in 
des genannten Punkten zugleich tungirt. 

32. 



Construirt man also für drei aus C, C’, C" mit den 
Halb m es Bern beschriebene Kreist inien'die äussern 

Aebnlic bkeitspun k te A, A', A" und die inneren/,/*,/', so 
|iebt es unendlich viele Systeme je dreier mit den ge- 
gtbenen co neentriseber Kreislinien, welchen dieselben 
iehnlich keitspunkte zukummen. 

Man bestimme nämlich für ein willkülirlicbes q den Radius p' 
n, dass r;r':^a:p', so werden die mit q,q' beschriebenen Kreis- 
biieo dieselben Aebnlichkeitspunkte haben, als die mit r, r’ jenen 
Mocentrisch beschriebenen (30). Sodann werde p" so aogenommen, 
ius r:r" == p:p", so kommt auch den Kreislinien p, p" derselbe 
Acbolichkeitspuokt zu als den mit ihnen coiiceotriscben r, r". Aus 
kriden Profiortionen Oiesst aber die dritte r : r" = p' : p", und folg- 
Ikb wird zu gleicher Zeit der Aebulicbkeitspuukt der Kreislinien 
p** mit dem der Jenen couceutriseben Kreislinien r*, r" überein- 
ksnunen. , 

Da p wUlkübrUcb ist, so gebt die Zahl der Systeme ins üo- 
«dlicle. 

33. 

Lehrsatz. Zieht man durch den ei ne n A eh nlich keits- 
MBkt zweier Kreislinien C und C z. li. A eine beliebige 
Transversale, und bezeichnet die Durclischnittspunkte 
ilertelben mit den Kreislinien C und C resp. mit M, N-^ 
'iP, A'j BO dass Af und M' die dem Aehnlicbkeitspunkt 
riBäcBst' liegenden Punkte sind, so sind die Rechtecke 

. bsr. r .. AMY.AN', AH^AM> ' ' 

UM III. • . ; 

aJei ck, und von unveränderlicher, Grösse, wie man 
'Uch'Sie Transversale ziehen mag. ' -t 
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'■*' Beweis. Wegen der ^arallelitXt der Radien ’CW, C’TU^ CH, 
■■ CN- {»X Aif-. 

^ AN \ oder dw'Retibficl(e^.dJ# ^.AN^i, \AM y. AäP ned 

einender g;Ieicb. .Ferner ^^,XA^’. AA’'=sz,jfJ!^,^^AX' = y 

yAM'yAN', und da AM' y AN' die Potenz des Punkten ^ für 
die Kreislinie C, also unveränderlich ist, so muss ancb AMy AN', 
oder ANy AM' von unreränderlicber Grösse sein. 

Sind B, A' die Berührungspunkte der von A aus gezotj^en 
-geniMnscbaftlidien Tangente mit deo‘KrcisUa«en, ^d«-SbmMAf Haas 
leiebt, dass das in Rede stehende eonstante Reebteek deda -Besteck 
gleidi ist. ‘ ' 

, ... I... ;i‘ . . . < »..■■■. ' I 



Lehrsatz. Werden n^’rei Kreislinien von einer drit- 
ten gleichartig (d. h. zugleich von Aussen, oder zugleich 
- von''l'nnen) berührt, so Hegen die Berührungspunkte mit 
dem directen Aehnlichkeitspuokte in gerader Linie. Fin- 
det aber ungleichartige Berübrnng statt, so liegt der 
inverse Aeb nlicbkeitspunkt' mit den Berübrungapunk- 
ten in gerader Linie. 

Bbtveis. Znerht' berühre (Taf. II. Fig.'ö.a.) die'KrbidKdie Ö 
dte'^dkel^ired ^“nnd C' in 'den Phnkten IVf N’' von' AUbnblbV** 
dhss O^M, Ci^ü^'N' C'\t gerader 'Linie lie^dn ',1 ttnd 9M =±:'B9' 

' istv Zieht'‘Man die' Gerddö-J/iV'i ‘welche die Ktbisliiiie Cr 'fn M' 
ichneideti- s6 Hit L OBN'=^ ON>Mz= CN'M^^^ CM'N\ 
lieh CM' mit CM parallel, weshalb MN' durch den äussebek 
Bebkeitspunkt der "Kretsliolen "6^'C)'' |t*ht. . 

' Betilfart zweiteus did Kreislinie o (Taf. |1. ng^d.ii.)'' dik 
nen in m und »' von Innen, so dass ocm,'odti gerbde Llnidnr 4M, 
und om^o/t ht, so ist,^wenn die Gerade tbiit' «nd Kre^liUief^T* ia 
M* schneidet , l_ otnm' ou'm C m' A alto Cm' mit CVm paral- 

lel, weshalb mu' durch den direi^hn Aelinlichkeitsponkt geltt.-'- 

Wenn endlich drittens (Taf. B.'Fin..6. b.) die Kreislinie 0 die 
Kreislinie^ C,in M von Aussen,' die! Krelslinih'^ C aber in‘'A'* vaa 
Innen 'berührt', '*'üu"da8s ÖMC, ' (i;e‘radc' Linien slhd,'|aad 

OM=^ 0N' ist, so ist, wenn MN' den kreis C in M' sclitoäue^ 
L fol^icb‘'r4f'*parallel^^ 

weshalb, da die Halbmesser auf verschiedenen Seiten der 
liegen, die Gerade MN' durch den innern Aebnlicbkeitspunlst I 
geht. . « ^ • 

® 1 H II < ‘ 1 »» h {I • »I 1 1 

t •, 5 •. I q I * - . ' r ’ I ^ |i q ' . f'. 3 ^ ' I 

• • • » ji q I I »I ,* I . , . I -t * »1 35 . \ I . ; f ^ 4 • ) a.'l • Ol 

♦"* • ’ « •> '. I 

Denkt man sieh in Taf, II. Fi(^ .6,a. von die gemaiiuMth»fk)ieii4> 

änssarn Talenten gezogen, weiche die Kreislinie C in iff, A, die 
andere m.B'tM berühren, so erhellt, dass die Berührnng^punkte 
jeder beide Kreislinien von Aussen tangirenden Kreislinie auf des 
Bogen BMb, J9’ilf'd''liegep 'vVerdeto', und auf den andern 'Bogea 
die Berührungspunkte aller beide von Innen tangirenden KrdiUbi 
~ Das Umgekebvta 'findet statt, wesm di» Kreislinien iinjajek^i^ 
tig berührt werden. - ■ 
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/.<>tiiV«i!h-.«Rhellt,'.d|iN k«iiifi>|^r«tarnne;.<lte ^gktien«l>i Be- 

räbrungtpDakten der TaDgeateD zagteich be^hrea kaQD. >«ai, i V 

M: • ■ ! 'i ... ..u ' -..i ■ 1 Mrt. '-nij. 



/ • • 36. ' . ; 

♦ ' * » ■ - > J*'« J. 

Ea aeien. aun die Kreialiuen C, C, C” sq beccbafeD, .<(aa8 sich 
zwei Bette, bescbreibett lassen, v«nt denen die etzbe (die drei 
gegebenen von Aussen in den Punkten Af, 4/', die andere di^- 
selb en Tpn Innen in den Punkten A\ A'\ A" berührt. Der änssere 
Aebnlicbkeitspunkt der Kreislinien C, C liegt dann (34.) sowohl 
auf der Geraden MM', als auf AA^, der äussere Aebnlichkeitspnokt 
von C, V sowohl auf MM"', als auf AA'', der äussere, Aehnlicb- 
keitspunkt von C, C" sowohl wxi M'M", als auf A'A". Da nun, 
wenn A' , A" die direeten 4^1>nlicbkeitspunkte der Svsteme 
C, C-, C, C"; C, C”, die Geraden AMM' , AAA'-, A'MM", 
A'AA"-, A"M'M", A':A'A’’ Transversalen der Systeme C, C-, 
O^C' \ O , C" sind, so finden (33.) die Relationen statt: . 



. lAM .AM' =AA .AA' , 

‘ ■ I .AM . A<M" := AA . A'A" | , 

- i A'M'. A"M" = A’A. AlA" J 



unid die Pnnkte. A, A‘, A" bieten somit gleiche und gleicbnrtige 
Potenzen für die Kreislinien C' , 0^ dar, oder AAA' ist eine 
gerade Linie, nämlich die Poteuzlinie der Kreise C', 

Sind die Kreise C, C, C" ferner so beschaffen, dass sich zwei 
neue O" , beschreiben lassen, deren erster die Kreise C, C 

von Aussen, C" von innen, der andere C, O von Innen,' 6^" aber 
von Aussen berührt, so erhellet ganz wie vorher, dass die Aebn- 
licbkeitspunkle A. I" in gerader Linie, nämlich in der Polenz- 
linie der Kreise C'", liegen. * 

b^bop, daher folgenden . i. 



vtott ‘<\-t .j. . I ;• 1 • .. .'..,.1, .; 

II?. ' *'('? 1 1.'.- ? II.. * 1 .-I ■ '. ( 37,... ■•..» . I .( ,.i 

**' 'tbeprem.'' Wenp Klreise ‘C, fT, C" so beschaffen 

siiid,'dass sich zwei nene C{^beschreiben'lpSsen, von 
woipben der erste alle. d rei v.o n 'Aussen , der, ändere alle 
d't;oi' TjOn Innen beführt, so liegen dt'e dfei'ilirec.ten Aehn- 
Ijiph keTtspunkt'e. der gegebenen Kreise in der 'Potenzli- 
nie der neu beschriebeneD.'" ' ‘ ■ ' *■ 

/Kann man zweitens zwei Kreise beschreiben, von 
wwlhhen der eine C, C von Aussen, C" von Innen, der 
andere, C, (T von Innen, C" von Aussen berührt, so lie- 
fen der directe Aebnlicbkeitspunkt von C. V . und die 
inversen Aebnlichkeitspunkte von C, C"\ C , CT in der 
Potenzlinie der neu beschriebenen Kreise. 



■_ 38. . 

’ so eben, cbarakterisirten A eh n li cb k ei ts pnnkte liegen stets 
in'gernder Linie, ohne dass die Kreislinien vop der in 37. atige-^ 
a^egebepw Beschoffenbelt sind,, nur kapp, danii,/voo einer Potenz-' 
■ nie nicht die Rede sein. ... 



I 
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Dmb Mch 82. kann nwn die Halbaeuer der S Kreise so lang« 
abnebnen lassen, dass die Kreise ganz anaserhalb einander liegen, 
und doch dieselben Aebniichkeitspunkte haben, und für 3 ganz 
ausserhalb einander liegende Kreise sind die Bedingungen in 37. 
erfüllt. Wir haben also folgendes Theorem: 

Bezeichnet man die äussern Aehnlichkeitspnnkte 
dreier Kreislinien dnreh A , A' , die innern durch /, 
/", so liegen die Ternionen 

A 

/'. J 
^ I, I” 

• I, r 

stets in gerader Linie, und diese vier Geraden heissen 
Aehnlichkeitsaxen, AA A’ die directe, die übrigen in- 
verse.*) 

Ist es möglich, an die drei Kreislinien die 6 äussern gemein- 
schaftlichen Tangenten zu ziehen, so ergiebt sich aus dem Obigen 
der von Monge gefundene Satz: 

Dass die drei Punkte, in denen je zwei zusammehge- 
hörende der sechs an dreiJKreise gezogenen äussern 
Tangenten sich schneiden, stets in einer geraden Linie 
liegen. 



IV. Die hauptsächli'cbBten Folgerungen der 
Aehnlichkeitstbeorie bei Kreisen. 



Zuerst denken wir uns in und um einen Kreis einen Triangel 
beschrieben, ABC, KLiM (Taf. II. Fig. 7.), so dass die Seiten 
des letztem durch die Winkelspitzen des erstem geben, und fernei 
denken wir uns die Seiten des ^ABC verlängert, bis sie den 
Tangenten in den Gegenecken in D, E, P begegnen. Dann tre< 
ten folgende Umstände ein: 

Die aus K m\tKA = KB beschriebene Kreislinie wollen wii 
der Kürze halber bloss die Kreislinie K nennen, und eine ähnlich) 
Benennung für die aus Z/ mit Z.A=Z>C^, und aus Af mit 
beschriebenen Kreislinien anivenden. 

Dies vorausgesetzt werden die Kreislinien K und M von de 
'Kreislinie L m B und C von Aussen (d. b. gleichartig) berührt 
weshalb ihr directer Aebulichkeitspunkt auf der Geraden BC lieg 



*) M. vgl. den analytischen Beweis von Grunert in d. Analyt. Geomi 
trie. Theil 1. S. 111 IT. Der Beweis in demselben Werke Theil 1 
& 267 ff. gründet sich auf die Theorie der Transversalen. Einen sp) 
eiellen Fall des Theorems beweist Meier Hirsch (Sammlung geoin) 
trischer Aufgaben Theil II. S. 368 — 70) durch Rechnung. Magnu 
' Sammlung von Aufg. und Lehrsätzen aus der analyt. Geometrie. Ersi 
Abtheilung S. 80. ^ 
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(M.},'aud‘ da‘'dersellie, sich iiuch auf der Centrale KM befindet, so 
ist der Durchschnitt' von BC und'^/f, nämlich Z>., der directe 
Aelnlichkelts(»uiikt''der Kreislinien K und M. 

Gaue ebenso erhellt, dass K der directe Aehnlichkeitspuukt 
der Kreislinien K nnd L, F der directe Aelinlicbkcitspunkt der 
Kreislinien K und M ist. 

Daher (38.) liegen die Punkte D, 'E, F in einer geraden Li- 
gie, nämlich in der äussern Aehnlichkeitsaxe der Kreislinien 
K, L, M. 

Ferner werden die Kreislinien D unA E ( d. h. die aus 77, E 
siit DjI, EB beschriebenen Kreislinien) von der Kreislinie K in > 
A nnd B' ungleichartig berührt, weshalb ihr inverser Aebnlichkeits- 
(innkt auf AB und BE zu gleicher Zeit liegt, also F ist. 

Eben aö wird eingeseben, dass der directe Aetinlicbkeitspuukt 
vsB^ den ICVeislinien B und F, B der directe ,\ebulicbkeitspunkt 
von den Ki'dfslinien E und F ist. , 

l)emnncli‘'bahen wir folgendes Theorem':' 

Bel' jfe'iltm einem Kreise ^cingeschfiebonen Dreieck 
liegeir'(}id‘^DurcljschnittspuDk’'te der Seiten mit denTau- 
ftBt'en'ju den' Gegenecken stets in 'ge ra'dcr Li u ie * ). 

. -t' " ‘ \ ‘ • 

40. 

Dass dieser Satz tiir alle Kegelschnitte gilt, wird so erwiesen. 

Oie Spitze des Kegels, aus Tvelobem der Kegelschnitt geschnit- 
ten ist, heisse S und ABC sei ein in den Kegelschnitt beschriebenes 
Dreieck; man durch SA eine BerUhrungsebene des Kegels, 

welche 'die' ßhbnp'/S' Zf C in, der Geraden SB schneidet, so dass B 
I kr DurcVschnitthpunkt von ßC mit der Durcbscbnittslinie der 
Berührun^ebene und der Ebene des Kegelschnitts ist, so wird BA 
«ne Tangente 'dds Kegelschnitts iq A sein. Auf dieselbe Art con- 
strnire man die übrigen Tangenten, und deren Durcbschnittspunkte 
all den übrigen Seiten des Triangels. 

Uan schneide _nun den Kegel durch eine Ebene so, dass der 
Schutt ein Kreis und von den Kanten SA, SB, SC resp. in A, 

B, C getroffen wird. Sodann sei AB die Durcbscbnittslinie der 
BtrfihrqDgsebeDC durch SA mit der Kreisebene, dass also AB' 
eine Tangente des Kreises ist, welche die Verlängerung von B'C 
ig B schneidet, und ebenso bestimme mau die Punkte E' , F' . 

Nach 39. liegen nun die Punkte Bf , E\ F' in gerader Linie, 
god da /?, E, F auf den Geraden SB', SE' , SF liegen, so wer- 
I ka die letztem Punkte in einer Ebene, und zugleich in der Ebene 
kg Kegelschnitts liegen, und müssen sich also in der Durchsebuitts- 
I tisie beider Ebenen, oder in gerader Linie befinden. 

41. 

[ Betrachten wir jetzt zwei Vierecke ABCB, KLMN, von dc- 
Bca'das erste in einen Kreis, das andere um denselben so besebrie- 
I Ben ist, dass seine Seiten durch die Ecken des erstem goheo; E sei 
I der Dorchsebnitt der Seiten AB und CB, F der Durchschnitt der 
I Geg^oseiten AB und BC, G der Durchschnitt der Tangenten in 

*) Steiner, Systematische Entwickelung der Abhängigkeit der geometr. 

Gestalten von einander etc. S. 155. — Grunert Aualyt. Geometr, 

I Theil IL S. 269. (Theorie der Transversalen). 

TkeU V. . 9 
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den Ge^enecken JLK und MN, endlich U der Durckschnilt der 
Tangenten KN und £jM (Taf. II. Fig. 8.). 

1>a nun die Kreislinien N und Z> sowohl von der Kreislinie A 
als von der Kreislinie M resp. \tt A, ß-, D, C gleichartig berührt 
werden, so liegt ihr directer Achnlichkeitspunkt uuf den drei Ge- 
raden AB, CD, NIj, so dass also die letztem in einem und dem- 
selben Funkle E Zusammentreffen. 

Ganz ebenso wird erwiesen, dass die drei Geraden BC, AD, 
MK in demselben Funkte F zusainmcnstossen. 

Ferner werden die Kreislinien N und E von der Kreislinie G 
in D und B , von der Kreislinie /I \a A und C ungleichartig be- 
rührt, weswegen ihr inverser Aehnlichkeitspnnkt auf den Gerader 
BD, AC, AE zugleich liegt, und die letztem also in einem uuii 
demselben Funkt O sich schneiden müssen. ^ 

Ganz ebenso wird erwiesen, dass BD, AC, KM sich in einen 
Funkte schneiden, und folglich treffen die vier ^Geraden AC, BD 
KM, EN in demselben Funkte 0 zusammen. 

Nun werden auch die Kreislinien G und H von den Kreislinie) 
K und M resp. in A, B\ D, C ungleichartig berührt, daher ih 
innerer Aehnlichkeitspunkt E ist, und somit H, G , E \n gerade 
l,ioie liegen. Modann werden die Kreislinien G und H von de) 
Kreislinien A und N resp. in B, C\ A. D gleichartig berübrt, si 
dass ihr directer Aehnlichkeitspnnkt F ist, und somit auch F nii 
G, // in gerader Linie liegt. Also herinciea sich die vier Funkt 
E, F, G, D \u einer geraden Linie. 

42. 

Diese Resultate finden für alle Kegelschnitte statt. < 

Denn es sei wieder S des Kegels Spitze, zu welchem der Schnn 
gehört, AB CD, KEMN ein in und um den Kegclschnilt beschri) 
henes Viereck, dass die Seiten des letztem durch die Spitzen d< 
erstem gelnin, E, F die D))rcl>schnitte der Gegenseiten )Jes eingi 
schriebeneu, G, H die l)urchsch))itte der Gegenseiten des uinschrit 
benen Vierecks, so dass also SE der Durchschnitt der Ebenen SAk 
SDC, E der Durchschniltsputikt der Gerudeil SE mit detn Kegt 
schnitt etc., SG der Durchschnitt der durch SB, SO gelegten K 
rültrungscbene des Kegels,, G der Durchschnitt der Geraden 
mit detn Kegelschnitt ist etc. 

.Mat) schneide die Kegelfläche durch eine Ebene, dass der Schn 
ein Krets wird, bezeichtte durch A' , B' , C , Ü'\ K‘, E', A 
E'. F'. G', ir die Durchschnittspunkle iler Geraden SA. SB , S 
SD-, SK, SE, SM, SN-, SE, SF, SG, SU mit der Kreisebene. 
wird erhellen, A' B C D' , KE'M'N' ein in und utn den Kn 
beschriebenes Viereck ist, dessett Seiten und Spitzen sich berUlire 
lind E' , F' die Durchschnilte der Gegenseiten des in den Kre 
und G' , H' die Durchschnitte der Gegenseiten des um den Kn 
beschriebenen Vierecks sind. 

Nach 4L liegen die Funkte E , E' , N' in gerader Linie, 
dass SE’, SE', SA' eine Ebene bilden, in weicher auch die Pual 
E. E,N liegen,, und da die letztem in der Ebene des Kegelsclini 
sind, so befinden sie sich im Durchschnitt beider Ebenen oder 
gerader Linie. 1 

l'''erner schneiden sich nach 41. die vier Geraden A’C , Jä'\ 



« . I 
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K'M", UH' in demsellicD Punkte O*, wesci^efiCeD die vier Ebenen 
SA'C, Ä/rZy, SK'M', SUN' »ich in der Geraden .ÄO" treffen, 
und mithin der Punkt O, als auf Sü lieg-end, allen vier Ebenen 
gemeinsam ist. Nun liegt aber O im Kegelschnitt, also auf den 
vier Geraden AC, BD, KM, KN, in welchen jene Ebenen den 
Kegelschnitt treffen. 

Enülicb befinden sich (41.) die vier Punkte E', F', G', I!' in 
gerader Linie, weshalb SE', SF’, SG', SH' eine Ebene bilden, in 
welcher auch E, F, G, H liegen, und da die letztem auch im Ke- 
gelschnitt sind, so liegen sie in beider Ebenen' Durchschnitt oder 
iu gerader Linie. 

Demnach entspringen folgende Theoreme; 

1) Sind in und um eiuen Kegelschnitt zwei Vierecke 
80 beschrieben, dass die Seiten -des letztem durch die 
Kcken de« erstem geb^n, so liegt der Durchschnitt 
der Gegenseiten des eingeschriebenen Vierecks mit ei- 
nemPaar d e f G ^ge ne cke n des »mscbriebenen in gerader 
Linie. 

2) Die vier Diagonalen beider Vierecke treffen iu 
demselben Punkt zusammen, so dass, also auch der 
Durchschnitt der Gegenseiten des eingeschriebenen 
Vierecks mit einem Paar Gegenecken des umscbriebe- 
nen, und dem Durchschnitt der Uitir Diagonalen in ge- 
rader Linie liegt. 

3) Die vier Durchschnitt sp unkte der Gegenseiten 
beider Vierecke befinden sieb in einer geraden Linie"). 

43. 

*•* i . « 

Betrachten wir nun das in einen Kreis beschriebene Sechseck 

A, A, Af Af A, (Taf. ill. Fig. 9.), und verlängern je zwei 
Seiten, zwischen denen zwei andere liegen, bis sie sich in G,, G„ 
Gf schneiden, so treten folgende Umstände ein. 

Zieht man in A,, A,-, ferner in A,, A,-, endlich in A,, A, 
Tangenten, bis sie sieb in K^,K„ K, schneiden, so ist (42.) G, 
der äussere Aehnlicbkeitspunkt der Kreislinien K„ K^, ferner G^ 
der inverse Aehnlicbkeitspunkt der Kreislinien K,,K,-, endlich G, 
der inverse Aehnlicbkeitspunkt der Kreislinien Ä, , K,; folglich 
müssen (38.) die Punkte G,, G^, G, in gerader Linie liegen, und 
zugleich werden die 6 Punkte G„ G„ G,, K,, K„ K, in einer 
geraden Linie sein. 

Da sich nun gaas wie 41. und 42. diese Sätze für' alle Kegel- 
schnitte beweisen lassen, so entspringen die Theoreme: 

1) Bei jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen 
Sechseck liegen die Durchsebnittspunkte der drei Sei- 
tenpaare, zwischen denen- zwei andere Seiten liegen, 
stets in einer geraden Linie und 

2) auch die Durchschnitte der Tangentenpaare in 
den Ecken, zwischen denen zwei andere liegen, befin- 



, ") Grnner): Anslyt. Geomet. Theil I. S. 114 — 15. (Speciell. Fall für den 
Kreis). — J. Steiner Geometr. Gestalten. S. 153. — Magnus Samm- 
lung analyt. Aufgaben. S. 191. 

9* 
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(len sicli in einer geraden l^inie, welche m'it der in l)ge 
nun Ilten (Geraden zusaninieDfällt°). 



44. 

Aus dem ersten Theorem lässt sich ein anderes ableilen, wel 
dies sich auf ein in . einen Kegelschnitt beschriebenes Fiinfecl 
bezieht, iiud als ein Grenzfall Jenes betrachtet werden kann, wem 
inan sich yurstellt, dass eine Seite des in einen Kegelschnitt be 
schriebeucn Sechsecks allmäblig verschwinde. Der Satz ist fol 
gender: 

Hei jedem einem Kegelschnitt eingeschriebe nei 
Fünfeck, liegen die Durchschuittspunkte irgend zweie 
Scitenpaare, und der D u reb sc h n it tspu n kt, welchen di 
jedesmalige fünfte Seite, mit der Tangente in der ge 
geuiibcrstchetiden Ecke bildet, allemal in einer gerade 
Linie (Steiner Geom. Gestalt. S. 153.) 

Ile weis. In Taf. III. ^.Fig. 10. sei Ai Aj A, A, A^ das i 
den Kegelschnitt beschriebene Fünfeck, die Seiten A,Af, A,A 
schneiden sich in C, , die Seilen A^A,, A,A^ schneiden sic 
in und die Seite j^Ai begegne der in A, gezogenen Tai: 

gerne in 6’,, so soll erwiesen werden, dass £r, eine gerud 

Liuie ist. 

Mau nehme zwisolien A,^ und At noch einen sechsten PunI 
A, an, verbinde ihn mit A^ und , so dass A ^A^A,A,AfA 
ein in den Kegelschnitt beschriebenes Sechseck ist, und verlängei 
A,Af bis cs A^A^ in f, , A,A, bis cs AtA^ in F, begegne 
so muss (43.J G,r,F, eine gerade Linie sein. 

Gesetzt nun G^, G, lägen nicht in gerader Linie, soi 
dem die Gerade G,Gx begegnete der Geraden A,A,^ in g,, i 
lasse man sich nun den Punkt A, dem Punkte A, immer ni 
her und näher bewegen, ohne dass er mit ihm zusammeufällt; ui 
tcr diesen Umständen wird die Gerade A^A, der Geraden A-,^- 
immer näher kommen, und der Punkt Z', somit dem Punkte (> 
sich näher bringen lassen, als j^ede vorgegebene Distanz betrag 
Ebenso wird der Punkt F, dem Punkte O', beliebig nahe komme 

Wenn nun der Punkt g, nicht mit <?, zusammenfallt, so wir 
während f, sich nach G^ bewegt, die Gerade G^F^ zwar beli 
big klein gemacht werden können, aber nicht die Gerade f, C 
da sie im vorliegenden Falle stets grösser als G,g, ist, und 
dies gegen das Obige, so muss mit G, Zusammenfällen, od 
die Punkte G,, G, sind in einer Geraden, w.s.i.tv. 



"l Den Satz 1) hat Pascal (Essai sur les coniques 148 Note) gefnndi 
und in einer verloren gegangenen Abbandliing soll er die ganze Tin 
ric der Kegelschnitte auf jenen Satz gegründet haben. — Vgl. G r 
nert Anal. Gemn. Theil II. S. 270 ff., wo der Beweis von Gergoii 
(Annales de Mathem. XVII. p. 143.) mitgetheilc ist. — Poncel 
• Tratte des proprietes projectives des ögnre.s. p. 81. — J. Stein 
GCoui. Gestalten S. 150. und Annales de Math, Vol. XVIII. — Garn 
Geometrie de pOsition. 'Vol. U* p> 215. der Uebersetzung. 
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. 45 . , . . , . . . ■ ... 

Aus den vorherffehenden Sätzen erhellt, wie man folgende Auf- 
gaben bloss mit Hülfe des Lineals lösen kann. , 

1) Wenn irgend drei Punkte eines Kegelschnitts, 
und die Tangenten in zweien ' gegeben sind, die Tan- 
gente im dritten Paukte zu finden (39.). 

2) Wenn irgend vie"r Punkte eines Kegelschnitts, 
und die Tangente in einem derselben gegeben ist, die . 
Tangenten in den drei übrigen Punkten zu finden (42.) 

Denn in Taf. 11. Fig. 8. sei die 'J fangente in yf gegeben. .Han 
bestimme die Punkte E, F, O, ziehe EO bis sie die gegebene Tan- 
gente in N schneidet, und verbinde N mit D, so hot man die Tan- 
gente in D, ziehe ferner FO bis sie die Tangenten in D und A 
in M und K schneidet, und verbinde M mit C, K mit Zf, so hat , 
man die Tangenten m C, li. " ' 

3) Wenn irgend vier Tangenten eines Kegelschnitts 
und der Bernbrungspunkt der einen gegebeu sind, die 
K erü hr un gspu n k te der drei übrigen zu finden. 

4^ Von einem Punkte, der im Umfange des Kegel- 
schnitts liegt, an denselben eine Tangente zu ziehen. 
iTaf. III. Fig. 10.) 

Man nehme qusser dem gegebenen Punkte yf, noch vier andere _ ' 

an A ,,A 3 , A„ Ai, ao A,Ai, A,Ai sich in G,, ferner 

A iA i sich in schneiden, ziehe fr, , bis sic A,A^ io G, 
schneidet, und verbinde G, mit'A,, so ist A,G, die gesuchte Tan- 
gente des KegeUchnitts. "• '* " ' > ■ . 



Theorem. Die 'Pötenzeentra nller'Systeme dreier 
Kreise, welche man erhält, wenn man die Halbmesser 
Ireier gegebenen Kreise, ohne die Lage der Mittel- 
tunkte zu ändern, um gleiche Grössen zugleich wach- 
leu, oder zugleich abnehmen lässt, befinden sich stets 
II gerader Linie, welche auf der äusscrnAehnlichkeits- 
ifcr gegebenen Kreise senkrecht steht. 

Zum Beweise dieses Theorems sind folgende V'orbereitungen 
iiithig: ' . 

. 1 ) Im Punkte S (Taf. Hl. Fig. 11.) treffen 3 Gerade zusammen, 
uf deren mittleren die Gerade EM senkrecht ist; ferner seien von 
inem beliebigen Punkte P der Geraden ÜE auf SL und SM die 
’crpendikel PQ und PP gefällt, so behaupte ich, dass die Propor- 
lou statt linde , 

SQ-.SP=SM:SL. 

flenn wegen Aehnlichkeit der SQP, SKL-, SPP, SEM 
it SQ-.8E=SP.SL, SP:SE=SP:SM, also SU.SL = 

’FC . SP, SP.SM= SE. SP, daher SQ . SE = SP . SM, oder . , 
rGl - SP= SM,SE. 

2) Umgekehrt wenn diese Proportion statt findet, und PQ, PP 
iif SE, SM senkrecht stehen, so muss E3I auf SE senkrecht 
21 n. Denn wenn dieses nicht wäre, so müsste das von E auf SE 
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ffeföllte Perpendikel die Gerade SM im Punkte M' so schneiden. 
Aass SQ-. Sllz= SM' : SjL wäre, und dann müsste also <9.1/=: 
sein, welches ungereimt, 

3) In Taf. III. Fipr. 12. sind von beliebig' vielen Punkten /*,/*', 
P" etc. der Geraden PPP' auf zwei andere Gerade RR'It'y (lQ(p 
Perpendikel P(l, PR-, P^, PR -^ P'UT, P"R> etc. gefällt, sa 
behaupte ich,, dass die Gleichheit der V'erbäitnisse statt tinde 

ÖO' : RR! = QQ' RR' = etc. 

Denn zieht man durch P mit den Geraden QQ Q', RK R" Pa- 
rallelen, welche die Perpendikel in y”, y" etc., r, P etc. schnei- 
den, so ist P^ : P</- — PP PP', Pr ' : Pr" = PP -. PP', also anch 
Pff -. Pg' = Pr -. PP , üAat Pg> -, PP =Pg''i Pr' •, oder Qfjf •. RR 
^zQfp-.RR'. 

4) Umgekehrt, wenn auf den Geraden UQ , RR' Aiet Punkte 
Q, Q, Q' etc., R, R, R" etc. so gewählt sind, dass sich verhält 
QCt '■ UQ" = RR • RR" so müssen die Durcbschnittspanktf 
der in diesen Pnnkten errichteten Perpendikel sich in gerader Li- 
nie befinden. 

Denn schnitte die Gerade PP das Perpendikel P'>Q" nicht io 
P' , welclien Punkt das letztere mit P"R" gemein hat, so müsste 
das vom gedachten Durchsehnitt auf RR gefällte Perpendikel die 
letztere Gerade im Punkte 9t' so treffen, dass QQ' =sRR':R3Ü' 
wäre, und dann müsste nach der Varautsetzuog RR' Rfft" aeis, 
welches ungereimt ist. , 

3) Nun seien C, C, C’ die Mittelpunkte, rt, P, P' die Halbmet- 
ser dreier Kreislinien, und X Dasjenige, um welches alle drei Halb- 
messer wachsen oder nbnebmen; ferner seien Q^ R die Durch- 
schnitte der vom Potenzeentrum P auf die Centralen CV, CC?’ gefäll- 
ten Perpendikel mit diesen Ceutmlen , P das Potenzcentrum der 
mit den Haihmessern r-4-^, r' + l, P'-^-X heschriehenen mit den 
erstem concentrischen Kreise, und (p , R die Durchschnitte der 
von eben diesem Potenzcentrum auf die nämlichen Centralen 'wie 
vorher gefällten Perpendikel mit dem letztem, so ist nach dem 
Obigen 






2C6" ’ 



also durch Subtraction Q!C — QC-=: oder 



— — f*")X 

Ganz ebenso wird sein RR = — — , also ist 



CC 



QR J_r — P CC 
RK r — r "' CC" 



Hiernach ist das Verhältniss QQ! -. RR constant, weshalb (4) 
die Potenzeentra sämmtlich in einer geraden Linie liegen. 

Die Richtung dieser Geraden zu bestimmen, bezeichnen wir 
durch L und M die äusseren Aehnlichkeitspunkte der Sj-steme C, 

r . fY" 

C und C, C" , so ist nach dem Obigen LC = MC 
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r.CC- , UC r-r- CC 

~ r—r" » “ *** Jx ~ r—r" ' CC ' ***'° loigucn nach dem Obi- 

»ea 

RR'=MC-.LC. ' 

lat aber S der DurcLschuitt der Geraden PP mit CM und 
nird die Gerade Sl’ mit LiC parallel gezogen, dass sie die Per- 
ptodikel PQ, Pfi in q, q'. die Aeiioliclikeitsaxe LM in l sclinei- 
äet, so ist Sq \ SR-=.Q(p \ RR' , also ancli Sq: SR-^ MC'.LC, 
und da ItfCiPC = MS : Sl', so hat man Sq : SR =: MS : Sl', 
atsbalb nach 2) die Gerade SPP' oder der Ort der Potenzcenira 
lof l’M oder LM , d. b. auf der äusseru Aebniichkeitsuxe senk- 
recht steht. 

Wenn man die Halbmesser theils Ttachsen , theils abnehmen 
Hesse, so srürde der Ort der Poteuzcentra noch immer eine Gerade 
seia, welche auf einer der drei inversen Aehnlichkeitsaxen senk- 
recht stände, z. B. auf Al'l", wenn man die Halbmesser r und r’ 
nchsen, und r' ubnehmen lässt. 

Dies weiter uuszuführen ist unnötliig, da es mittelst obiger 
Priocipien unter einigen Modificationeo leicht erhellt °). 

47 . 

' Nach dem vorhergehenden Paragraphen steht der Oft der Po- 
Miceotra auf einer Aehnlicbkeitsaxe der Kreislinien, deren Halb- 
lesser r, r', r" sind, senkrecht, und'da er aus demselben Grunde 
ttrf einer .Aehnlichkeilsaxe der mit den Halbmessern r-'+P., 

r'-f-A beschriebenen Kreise senkrecht ist, so. entspringt folgendes 
Theorem, welches, so viel ich weiss, noch nicht bestimmt ausge- 
■frocben ist: 

Die Aehnlichkeitsaxen aller Systeme dreier Kreise, 
reiche man erhält, wenn man die Halbmesser dreier ge- 
rehenen Kreise, ohne die Lage der Mittelpunkte zu än- 
iero, um gleiche Grössen wachsen oder abnehmen lässt, 
lind alle unter sich und mit der Aehnlicbkeitsaxe der 
(cgebenen Kreise parallel. < 



V. Polarität der Kegelschnitte. 



Die Spitzen beliebig vieler Uber einer Geraden im 
taum beschriebenen rechtwinkligen Triangel liegen in 
tcr um die nämliche Gerade alsUiamcter beschriebenen 
hugelfläche. 

Die Grundlinie aller Triangel sei AB und C die Spitze eines 
heliebigcn unter ihnen, so muss die durch AB als Durchmesser ^ 
gelegte Kugel nothwendig durch C geben, weil die Kugel von je- 



') Min vergl. Grunerts Analyt. Geometrie Theil I. S. 117. Supplemente 
zum Wörterbuebe Art. Anwendung der Analysis S. 22. 
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der Eltene id einem Kreise geschnitten wird, , und der Winkel im 

HBlbkr^eise ein rechter ist. • ' , 

' ' ' 

■ ■ ’ 49. , ■ 

Schneiden sich mehrere Ebenen in einem Punkte, 
und begegnen sic einer Kugelflächc, su liegen die Mit- 
telpunkte der Kreise, in welchen sie die Kugel treffen, 
in derjenigen Kugel, welche die Entfernung des Dureb- 
schnittspunk^es derEbenen vom .Mittelpunkte der gege- 
benen Kugel zum Durchmesser bat. 

Bezeichnet man nämlich den Mittelpunkt der gegebenen Kugel 
durch C, den Durcbschnittspunkt der Ebenen durch P, und ist M 
der JVIittclpunkt eines Kreises, in welchem eine beliebige durch P 

g ehende Ebene die Kugel trifft, so steht bekanntlich CM auf dieser 
bene senkrecht, so dass also CMP ein rechter Winkel ist. Da 
dies von jeder Ebene gilt, so erhellt die Richtigkeit des Theorems 
aus 48. 

^ • n* • ’ 

. .t . . .. I.- 50. 

' Zusatz. Der geometrische Ort' der Mittelpunkte aller sich in 
einem Punkt /'schneidender Sehnen eines Kreises, dessen Mittel- 
punkt C, ist die um CP als Diameter beschriebene Kreislinie. 

. . , . ' 61 . . . • . , 

Theorem.' Durch einen ^uod denselben Punkt sind 
nach eiiier Geraden beliebig viele andere Gerade gezo- 
gen, welche der erstem in K, K', K" etc-, begegnen, 
und unter denen CK die .Senkrechte auf die gegebene 
Gerade ist. 

Wenn nun auf derselben Seite des Punktes fnuf den 
Geraden CK, CK\ CK" etc. die Punkte M, M', M" resp 
so angenommen werden, dass die Rechtecke 



CK. CM, CK’. CM', CK" .CM" etc. 

sämmtlich gleich sind, so befinden sich M, M', M" etc. ii 
derjenigen Kreislinie, welche CM zum Durchmesser hat. 

Beweis. Es sei Ü/M ein beliebiger unter den Punkten M' 
M" etc. und die Gerade MM^’'^ gezogen. Wegen der Gleichhei 
CK. CM= CKM.CMM verhält sich CK. CMW = CK'<'>:CM 
weshalb die Triangel CKKM , C3I^"">M ähnlich, und also di' 
Winkel CKK’^'i , CM^’^M gleich sind. Aber der erste ist eii 
rechter, also muss auch der zweite ein rechter sein, woraus di 
Richtigkeit des Theorems einleuchtet. 

, • . 52. 

Denkt man sich das ganze su eben charakterisirte System ur 
CMK als Axe herumgedreht, so beschreibt die Gerade KK'K 
eine auf CMK senkrechte Ebene, und die Kreislinie CMM'M 
eine Kugel, deren Diameter CM ist, weshalb folgendes Tbeorei 
entspringt: 



V 
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■<rrZieht man von einem Punkte C nacli einer Ebene 
beliebig viele Gerade, die ibr in JST, K', K" etc. begeg- 
nen, ist ferner auf der Ebene senkrecht, und wer- 
den die Punkte ü/, M' y M" etc. auf gedachten Geraden 
sn bestimmt, dass die Rechtecke CK,. CM, CK' , CM', 
CK". CM" etc.'sämmtlich gleich sind, so befinden sich 
M, M'i M" etc. in der um CM als Diameter beschriebe- 
i^en Kugelfläche. 

53.' 

Die Theoreme in 51. und 52. sind der Umkehrung fähig, so 
dass, wenn die Punkte M, M', M" in der Kugelfläche oder Kreis-' 
linie um CM als Durchmesser liegen, und gji||techte Rechtecke gleich 
sind, die Punkte K, K' , K" in der wxt^M senkrechten Ebene 
oder geraden Linie liegen. ' 



t>: iid«tzt sei C der Mittelpunkt einer Kugel, welche von mehreren ' 
Kreisebeneo, die sich in demselben Punkte M schneiden, getroffen 
wird; um jede-dieser Kreislinien denke man sich die'die Kngelfläche 
berührende Kegelfläche beschrieben, und die Spitzen aller der Ke- 
gelfläcben werden K, K' , K" etc. genannt. Die Geraden CK, 
CK', CK" etc. werden durch die Mittelpunkte der resp.< Kreise 
M, M', M" etc. gehen, und für die beliebigen' Punkte A, A'y, A", 
etc. in den Kreislinien, welche dur^ denselben Punkt ilf geben, 
werden die- Winkel CAK, CA'K', CA''K'' etc. rechte sein. Des- 
halb müssen, da AM,A'M',A'MV etc. auf CMK, CM'K', CM"K" 
etc. in H^M', M" etc. senkrecht sind, die Rechtecke CK. CM, 

CK’ . CßW, CK" . CM" etc. sämmtlich gleich, nämlich jedes gleich 
dem Quadrat' des Rbdius der 'gegebenen Ki^el sein. Da nun (49.) 
die Punkte M,-M', M” etc. in der um C.lf ols Diameter beschrie- 
benen Kdgel liegen, so müssen (53.) die Punkte K, K' , K" etc. 
in der otif CM in K senkrechten Ebene sich befinden, und wir 
haben das folgende Theorem; 

Gehen dieEbenen beliebig vieler Kreislinien, in de- 
nen eine Kugelfl äche geschnitten wird, durch einen und 
denselben Punkt, so liegen die Spitzen' der um jene 
Kreislinien beschriebenen nnd die Kugel berührenden 
Kegelfläehen jederzeit in derjenigen Ebene, welche auf 
der den U urc h sc h ni ttspu n k t der erstem Ebene mit dem , 
Mittelpunkt der Kugel verbindenden Geraden senkrecht 
stebt,'und umgekehrt, wenn die Spitzen mehrerer Ke- 
gelfläcben, welche sämmtlich um eiue und dieselbe Ku- 
gel beschrieben sind, alle in'einer Ebene liegen, so ge- 
ben die Ebenen der Kreise, in denen die Kugelfläche 
von den Kegelflächen berührt wird, durch einen einzi- 
gen Punkt, und die den letztem mit dein Mittelpunkt 
der Kugel verbindende Gerade steht auf erst gedachter,. 
Ebene senkrecht. 

Der in Rede stehende DurchschnittsjpUnkt ist Pol der Ebene, 
welche die Spitzen der Kegelflächen enthält, in Bezug auf die ge- 
gebene Kugel, und die Ebene Polarebene genannt worden. 
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Man vergi. den Beweis unseres Satzes vou Grunert ia der 
unaljt. Geonetrie Theil I. S. 283 — 87. 

^ 55. • 

Zusatz. ScLiieiden sich beliebig viele Sebaea eines 
Kreises, dessen Mittelpunkt C, in demselben Punkte Jf, 
und construirt man in den beiden Endpunkten. jediJC 
Sehne die Tangenten des Kreises, so liegen die Durch-'- 
schnittspunkte aller Tangentenpanre in ein er eins i gen 
geraden Linie, welc'be auf CM senkrecht steht, und um- 
gekehrt. '. I 

Die Gerade heisst Polare jenes Punktes, und dieser Pol der 
Geraden in Bezug auf dib zu Grunde gelegte Kreislinie. 

56. 

Der Satz 55. behält seine Richtigkeit für alle Kegelschnitte. 

Denn cs sei S die Spitze des Kegels, zu wcicbem der Schnitt 
gehört, und AB, A’B, A"ß" beliebig viele in demselben Pdnkte 
M zusaminenkommende Sehnen des Kegelschnitts, so dass BJM die 
Dnrchschnittslinie der Ebenen SAß, SA'B, SA"ß‘ ist. Wird 
nun der Kegel von einer Ebene geschnitten , dass der Schnitt ein 
Kreis wird , nnd begegpen die Seiten des Kegels SA, SB\ 8A, 
SB etc. der Peripherie des Kreises in a, l>-, a!, t>' etc., so werden 
auch die Kreissebn'en nh, ab' etc. in demselben Punkte m Zusam- 
mentreffen, welcher der Dwhschnitt der Geraden SM mit der 
Kreisebene ist, indem diesem Punkt z. B. in den Ebenen Sa6 nnd 
der Kreisebene zu gleicher Zeit, also in ihrer Durcbschnittslinie 
ab ist, 

Nun seien IC, K', K" .... die Durchschnitte der Inngenten- 
paare in A, B, in A'\ B', in A", B" etc., und k, k', B .... die 
Durchschnitte der Tangentenpanre in a, b, in a', b', in a'', U' etc., 
so werden SKk, SK'k, SK"W etc. gerade Linien sein, da *. B. 
SK sowohl als Sk die Durcbschnittslinie der durch SAa, 8ßl 
gehenden Beriihrungsebene des Kegels ist. Nach 55. liegen aber die 
Punkte etc. in gerader Linie, weshalb in einer 

Ebene sind, in welcher die Punkte K, K', K” .... liegen. Die 
letztem Punkte sind aber auch > inj der Ebene des Kegetncbnitts, 
mithin im Durchscbnitt beider Ebenen, d. h, in gerader Li wie, 
welche die Polare mit Rücksicht auf den iJnrchsehnitt der Sehnen 
als Pol Rir den zu Grunde gelegten Kegelschnitt genannt wird. 

■ I . , ' II .. r . . 

57. ' • 

Um die Polare eines ausserhalb des Kreises gegebenen Punk- 
tes M EU linden, muss man (nach 55.) durch M eine beliebige den 
Kreis in zwei Punkten A', B' schneidende Gerade ziehen, und den 
Durchschnittspunkt der durch letztere Punkte gehenden Tangenten 
des Kreises K' suchen; fällt man dann von IC auf CM das Per- 
pendikel, so ist dieses die verlangte Polare. Dieselbe lässt sieh 
über einÄicher mittelst des folgenden Theorems bestimmen: > 

Die Polare eines ausserhalb des Kreises befindli- 
chen Pnnktes ist die Gerade, welche die Ber ührtinffS' 
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punkte der von dem in Rede stehenden Punkte an. dje 
.Kreislinie gezogenen Tangenten mit einander verbindet. 

Beweis. In Taf. III. Fig. 13. sei der Punkt, dessen Polare 
gesucht wird, MA eine beliebige Gerade, AK' die Tangente in 
A, €D senkrecht auf MA, so dass K' der Durchschnitt der Tan- 
genten in A und A' ist, und endlich K'K senkrecht auf CM, so 
wird K'K die Polare des Punktes M sein (55.). Diese Gerade 
schneide die Kreislinie in B, so behaupte ich, dass MB den Kreis 
tsngirt. ' >. 

Denn da die Punkte D, K, M, K' io einer Kreislinie liegen, 
welche nämlich um MK' als üiameter beschrieben ist, so ist be> 
kanntlich CD . CK’ z= CK. CM, und da CD. CK’ ~ CA' ^ so 
wird CK. CM =11 CB' sein, folglich CBM tva rechter Winkel, 
also BM eine Tangente des Kreises. • ' 

58. 

Dieses Resultat bleibt für alle Kegelschnitte wahr. 

Denn es sei S die Spitze des Kegels, M ein Punkt io der 
Ebene des Kegelschnitts, und m der Durchschnitt der Geraden <¥.Vmit 
eiuer Ebene, welche so gelegt ist, dass der Schnitt mit dem Kegel 
ein Ereis wird. Von m seien an die Kreislinie die Tangenten mlt,mU 
gezogen, so ist (57.) bU die Polare von m für den Kreis, und der 
liurclisciinitt der Ebene Sbb’ mit dem Kegelschniit wird die Polare 
des Punktes iV für den Kegelschnitt sein (56.).' Dieser Durchschnitt 
treffe den Kegelschnitt in B und B' , so müssen itB, MB’ Tan- 
genten des letzfern sein, weil sie in den durch Sbm, geleg- 

ten Berührungsebenen des Kegels liegen. 

59. ■ 

Constructioo von Pol -und Polare in Bezug auf eine 
^ gegebene Kreislinie. 

.1) Befindet sich der 'Punkt M. dessen Polare gesucht wird, 
in der Kreislinie selber, so ist die Tangente des Kreises durch M 
die Polare, dieses Punktes, und dasselbe gilt von jedem Kegel- 
schnitt. ' ^ '■ : 

2) Befindet sich der'-Punkt- ausserlialb der Kreislinie, so ist 
seihe Polare diejenige Gerade, welche die Berührungspunkte der 
von M an den Kreis gezogenen Tangenten verbindet, und dasselbe 
gilt von jedem Kegelschnitt. 

3) Befindet sich aber der Punkt innerhalb der Kreislinie, 
deren Mittelpunkt C, so errichte man auf CM in M eine Senk- 
rechte, welche der Kreislinie in B begegnet, und ziehe in B die 
Tangente, so wird deren Durchschnitt mit CM einen Punkt bestim- 
men, durch welchen die gesuchte Polare mit MA parallel gebt. 

Diese Construction gilt nicht für jeden Kegelschnitt, vielmehr 
läuft die Polare eines Punktes in Bezug auf einen Kegelschnitt dem 
roojugirten Durchmesser desjenigen parallel, welcher durch jenen 
Punkt gezogen werden kann (Magnus Sammlung änalytischer Auf- 
gaben S. 16i3. ), was ich bei einer andern Gelegenheit sjntbetisch 
erweisen werde. ' 

Wie man sich zu verhalten bat, um einer Geraden Pol zu fin- 
den, ist ans dem Vorhergehenden ersichtlich. 
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> 60. 

ConstructioD.von Pol nnd Polare für jeden Kegelscbaitt 
bloss mit Hülfe des Lineals. 

' Statt des Kreises in Taf. II. Fig. 8. denke man sieb einen ganz 
beliebigen Kegelschnitt gezeichnet, nnd betrachte oder 0 als 
den Punkt, dessen Polare gesucht wird. 

Was den ersten PunkP betrifft, so ist K der Pol von EA. M 
der Pol von ED (58.), also (56.) KM die Polare von E. Die Ge- 
rade KM geht aber, wie oben gezeigt, durch die Durcbschnitts- 
pnnkte der Geraden AD, ßC\ AC, UD, weshalb sich ihre Rich- 
tung mit alleiniger Hülfe des Lineals finden lässt. 

Für den zweiten innerhalb des Kegelschnitts gelegenen Punkt 
0 die Polare zu bestimmen, erinnere man sich, dass H der Pol von 
AC, G der Fol von BD (58.), also GH die Polare von 0 ist 
(56.). Nun liegen aber die Punkte G, il, E, E in einer Gera- 
den ^42.), folglich geht die Polare von 0 durch die Punkte E und 
F, welche sich bloss mit Hülfe des Lineals construiren lassen. 

Daraus fliesst folgende für alle Fälle passende Auflösung un- 
serer Aufgabe : 

Die Polare eines Punktes in Bezug auf einen Ke- 
gelschnitt zu finden, ziehe man durch denselben irgend 
zwei den Kegeschnitt schneidende Gerade, und ver- 
binde die jedesmaligen vier Durchschnittspunkte durch 
zwei Paar Geraden, so ist die durch die Durcbschuitts- 
punkte dieser Geradenpaare bestimmte Gerade die ver- 
langte Polare. 

Wird' der Pol einer Geraden gesucht, so bestimme man zu zwei 
beliebigen Punkten der letztem aie Polaren, so wird deren Durch- 
schnitt den Fol geben. - 

Da übrigens (Taf. II. Fig. 8.), wenn der gegebene Punkt E 
ausserhalb des Kegelschnitts liegt, und die Durchschnitte sei- 
ner Polaren mit dem Kegelschnitt sind, die Geraden EP, EP den 
letztem tangiren, so übersiebt man, wie- von einem ausserhalb dek 
Kegelschnitts gegebenen Punkte die beiden Tangenten durch blosse 
Anwendung des l.iinealB gefunden werden können. 

. ** 

' , • I 

61. 



Zufolge des Theorems in 58. kann man das Fnndamentaltheo- 
rem der Polarität (56.) jetzt auf den einfachen Ausdrack bringen : 
DiePolaren beliebig vieler in einerGeraden befind- 
licher Punkte treffen in einem einzigen Punkte, dem 
PoljeuerGeraden zusammen,, und die Pole beliebig vie- 
ler in einem Punkt zusammentreffender Geraden befin- 
den sich in einer einzigen Geraden, der Polare jenes 
Punktes. i 

' Uder bewegt sieb ein Punkt auf einer Geraden, s 
dreht sieb seine Polare um den Pol jener Geraden, an 
dreht sieb eine Gerade um einen festen Punkt, so be- 
wegt sich ihr Pol in der Polare jenes Punktes. 
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, ‘ 62, 

Geben wir nun zur Ühtersucbung des Orts der Pole aller ein- 
ander paralleler Geraden über, und betrachten zuerst die Kreis- 
linie. 

'Nach dem Vorhergehenden liegt der Pol jeder beliebigen Ge- 
raden 'in Bezug auf eine Kreislinie jederzeit auf derjenigen Geraden, 
welche v«m Mittelpunkt des Kreises auf die gegebene Gerade 
senkrecht gezogen ist, und auf eben dieser Geraden werden also 
die Pole aller einander parallelen Geraden liegen. 

Nun sei S die Spitze des Kegels, zu welchem ein Kegelschnitt 
gebärt, und A'ff, A"B" etc. seien beliebig viele in der Ebene 
des. letztem befindliche parallele Gerade, ah, a!h', etc. die> 

Durchschnitte der Ebenen SAB, SA'B', SA''B" etc. mit einer 
Kreisebene, welche ‘den Kegel trifft, so behaupte ich, dass ab,a'b’, 

etc. entweder sämmtlich parallel sind, oder in einem einzigen 
Punkt Zusammentreffen. 

Denn die Ebene SAB wird von jeder der andern Ebenen 
SA’B*-, SA'/ß" etc. in einer durch S gehenden Geraden geschnit- 
ten, weiche mit AB (auch mit der Ebene des Kegelschnitt) pa- 
rallel läuft, and all« diese Ebenen treffen folglich in einer durch 
S gebenden Geraden zusammen, die mit dem Kegelschnitt parallel. 

Trifft es jetzt zu, dass 'diese Gerade auch mit der Kreisebene 
parallel ist (was sich dann ereignet, wenn sie mit der Durchsebnitts- 
iinie der l^benen des Kreises und des Kegelschnitts parallel), so 
müssen auch die Geraden ab, i^V, ä'V etc. offenbar parallel sein. 

Wenn aber die Durchschnittslinie der Ebenen SAB , SA'B\ 
SA"B" etc. der Kfeisebene io K begegnet, so muss dieser Punkt 
in jeder der Geraden ab, a'b', a"b'' etc. liegen, so dass also die 
letztem- in demsetben Punkte zusammenstossen. Damit ist obige Be- 
hauptung gerechtfertigt. 

•Sind nun p, p', p" etc. die Pole von ab, o'ä', a"b" etc., in 
Bezug auf den Kreis, /*, P' , P" etc. die Pole von AB, AB", 
A’’B'‘ etc. in Bezog auf den Kegelschnitt, so liegen p, p\ p" etc. 
in einer einzigen Geraden, ihre Polaren mögen in einem Punkte Zu- 
sammentreffen, oder parallel sein (55. 63.), und da P, P', f etc. 
auf den Geraden Sp, Sp\ Sp" etc. liegen, so befinden sie sich sowohl 
in der durch letztere Gerade bestimmten Ebene als in der Ebene 
des Kegelschnitts, und müssen alle selbst in einer Geraden liegen. 

Also hat man felgendes Theorem: 

Die Pole eines. Systems paralleler Geraden in Bezug 
auf einen .Kegelschnitt liegen jederzeit in gerader Li- 
nie, wel«fae der parallelen Richtung conjugirter Durch- 
messer genannt wird. ^ 

63. ' 

Zieht man durch die Spitze des Kegels S mit der Geraden 
AB eine parallele Gerade, die der Kreisebene in jfiT begegnet, und 
b^immt die Polare des Punktes JC in Bezug auf den Kreis, so 
dRbach 62. die Diircbscbnittslinie der durch diese Polare und S 
gelegten Ebene mit dem Kegelschoitt der der Geraden AB conju- 
firte Durchmesser für den Kegelschnitt. 

Sind nun CD, EF etc. beliebig viele andere Gerade in des 
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KegelsehnittB Ebene, und L, M etc. die Durchschnitte der durch 
S mit CD, EF parallelen Geraden mit der Kreisebene, beatimmt 
man .ferner die Polaren der Punkte Z>, M in Bezog auf den Kreis, 
BO werden die Durcbscbniltslinicn aller durch diese Polaren und S 
gelegten Ebenen mit dem Kegelschnitt die conjugirten Durchmesser 
der Geraden EF sein. 

Die Punkte K, E, M, welche in der durch S mit dem Kegel- 
schnitt parolielen Ebene und der Ebene des Kreises zu gleicher 
Zeit liegen, müssen sich in beider Ebenen Dorchschnittslinie , also 
in einer Geraden befinden, und ihre Polaren ab, cd, «^folglich in 
einem Punkte p schneiden oder parallel sein. Daher werden im er- 
sten Palle auch die durch Sab, Scd, Sef gelegten Ebenen den 
Kegelschnitt in Geraden treffen, welche in einem einzigen Punkte 
F Zusammenkommen, der nämlich der Durchschnitt der Geraden Sp 
mit dem Kegelschnitt ist. Im zweiten Falle müssen, wie in 6'2. 
gezeigt ist, benannte Geraden entweder sich in einem Punkt schnei- 
den, oder parallel sein. 

Also hat man folgendes Theorem: 

Alle conjugirten Durchmesser, welche beliebig vie*- 
len Geraden in Bezug auf einen Kegelschnitt zugehö- 
rCn, schneiden sich in einem wnd demselben Punkte 
(Mittelpunkt des Systems) oder sie sind einander pa- 
rallel. ' • , 



' . ■ ’ 61. 

Theorem. Die Polare eines Punktes in Bezug auf 
einen Kreis ist die Potenzlinie zweier Kreise, von de- 
nen der eine der gegebene, der andere um die Entfer- 
nung des in Rede stehenden Punktes vom Mittelpunkt 
des Kreises als Dianieter beschrieben ist. 

Beweis. Der gegebene Punkt P liege zuerst ausserhalb der 
Kreislinie C. Schneidet die um CP als Diameter beschriebene 
Kreislinie die gegebene in B und B' , so ist die Sehne BU’ bei- 
der Kreise Potenzlinie, und zugleich die Polare von P für des 
Kreis C, da PB und PB', als anf CB und CB' senkrecht, Tan- 
genten des gegebenen Kreises sind. 

Liegt der Punkt in der Kreislinie C, so berühren bei^ Kreise 
einander in P und ihre gemeinschaftliche Tangente ist nicht nar 
beider Potenzlinie, sondern auch des Punktes P Polare. 

Befindet sich der Punkt P endticb innerhalb der Kreislinie C. 
BO sei PB senkrecht unf CP, in B die Tangente BIC un dei 
Kreis gezogen, welche CP in K gchneklnt, nnd durch K eine Pa- 
rallele mit Zf /'gezogen, welche also die Polore von P sein wird. 
Nun ist, wenn V' der Mittelpunkt des zweiten Kreises, CK“' — C'K} 
= CC'(CK^ C'K) = CC (iCK- CC") = CPy,CK— CC' 
s= CB“* — CC*. Da also die Quadratdilferenz der" Entfernungen 
des Punktes K von den Mittelpunkten C, C dem Qnadratuoter- 
schied der Radien gleich, so muss die durch K auf CP senkrechte 
Gerade beider Kreise Potenzlinic sein, w. z. B. w. 

65. 

Die PropositioD id 61. ist selir geeignet, um zu jedem Satze, 
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dn keine metrische Bestimmung enthält, einen correlativen aufzu- 
hJea, indem, wenn von Geraden bekannt ist, dass sie in einem 
l’ookle Zusammentreffen , stets Funkte nachgewiesen werden knn> 
BCQ, welche in einer geraden Linie liegen. Dieses Princip ist zuerst 
vog Gergonne (Annales de Matbdmatiques Tom. XVI. p. 210.) 
rrfursciit "und Dualität oder Dualismus genannt worden. J. 
.Iteiner (Geometr. Gestalten) hat es überall auf geistreiche Weise 
igrehgetuhrt, und gezeigt, dass es mit den Grundgebiiden zugleich 
lierrortritt. Wir wollen das Princip auf einige der erwiesenen 
Sitze anwenden. 



66 . 

Is 39. ist erwiesen, dass die Punkte /f, E, F (Taf. II. Fig. 7.) 

10 gerader Linie liegen. 

Nun ist A der Pol von MD, Ij der Pol von CB, also der 
flurchschnitt der Geraden MD, CB oder D der Pol von AE\ 
(kensü ist E der Pol von BM, F der Pol von CK. Die drei Po- 
liren'der Vunkte D, E, F, nämlich AE, BM. CK, treffen daher. 

11 deatselhen Punkte zusammen. Also stehen die folgenden Sätze 
isVMältniss des Dualismus 

Bei jedem einem Kegel- 
«rknitt eingeschriebenen 
Dreieck liegen die 3 Pnnkte 
i« welchen die Seiten von 
len Tangenten in den Gc- 
itenecken getroffen wer- 
len, in einer Geraden. 



Bei jedem einem Kege 
schnitt umschriebenenDrei- 
eck treffen die 3 Geraden, 
welche die.Kcken mit den 
Berührungspunkten derGe- 
genseiten verbinden, io ei- 
nem einzigen Punkte zn- 
s ab men. 



A .. - 

In Taf. II. Fig. 8. liegen die Punkte E, F, G. H in gerader 
liiie. Nun ist KM die Polare von E, ES die Polare von F, 
BD die Polare von G, AC die Polare von H, weshalb KM, ES, 
AC,'BD in demselben 'Punkf' Zusammentreffen. 

Also 



Bei jedem einem Kegel.- 
>ck Ott lA i ve Ingesch rieb en e n 
liereek .'liegen die- Durch - 
■chnittspUnkte der Gegen- 
scitenmitdcnDurcbscbnitts- 
psn'kten der Tangenten in 
dcB Gegenecken in einer 
herndcD. 



Bei jedem einem Kegel- 
schnitt umschriebenen Vier- 
eck gehen die Geraden, wel- 
che die Gegenecken ver- 
binden, und die Geraden, 
welche die Berühruogs- 
unkte der gege n U bors te- 
enden Seiten vereinigen, 
durch einen und denselben 
Punkt. 



Ferner ist (Taf. II. Fig. 8.) erwiesen, dass die Punkte N, E, 
£ in einer Geraden sind, weshalb die Polaren dieser Punkte, näm- 
>>«h AB, BC, KM, in einem Punkte F zusammeDtreften. 
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Also 



Bei jedem einem Keg^el- 
schnitt cin^^eschrieben en 
Viereck liegt der Durch- 
sch nittspunkt zweier Ge- 
genseiten . mit den Durch- 
schnitts punkten der Tan- 
. gentenpaare in je zwei an- 
stossenden Eck^n, welche 
nicht'auf einer der Gegen- 
seiten zugleich siud,- stets 
in einer Geraden. 



Bei jedem einem Kegel- 
schnitt umschriebenen Vier- 
eck trifft die Gerade, wel- 
che zwei Gegenecken ver- 
bindet, mit den beiden Ge- 
radenpaaren, welche jezw ei 
anstossende Berührungs- 
punkte^ die nicht auf deu in 
einer der in Betracht kom- 
menden Ecken zusani men- 
st ossenden Tangenten zu- 
gleich liegen, verbindet, 
jederzeit in einem einzigen 
Punkte zusammeb. 



68 . 

In Taf. III. Eig. 6. sei a,ar,at,a,a,«r, ein um den Kegelschnitt 
beschriebenes Sechseck, dessen Seiten durch die Ecken des Otoge 



schriebenen A^J,A^A^A^A, geben. Oben ist erwiesen, 
Punkte 6r,, G, in gerader Linie liegen 
Polare von C, , die Polare 

, also müssen a^a^, a,a 

fen. Daher folgende Duulität.*^ 



die 

Nun ist «r^i^die 
von <r, , a,a, die Polare von 
; in einem Punkt zusammentrel- 



8 wog 

Ad 

rWd 



Bei jedem einem Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Sechseck liegen die drei 
Durcbschnittspunkte der 
Seitenpaar/Cj zwischen de- 
nVn je zwei andere liegen, 
in einer Geraden (Pascal, 
Essai sur les coniques). 



Bei jedem einem Kegel- 
schnitt umschrie heuen 
Sechseck treffen die 3 Ge- 
raden, welche die Ecken- 
paare, zwischen denenzwei 
andere liegen, vereiniget 
(die Hauptdiagonalen), ii 
einem und de in seihen Puuk 
zusammen (Briauchon, Journa 



de l’Ecole Pulytechninue Cafa 

-Ylll.), ■ 

Ferner liegen auch die Punkte M,, Kt, K, in einer Geraden 
und folglich schneiden sich A,At, AtAt, A,At in demsclbe 
Punkte, in welchem sich auch a,o,, schneiden. Dahe 

das umfassendere .Theorem: , „ . 

Sind zwei Sechsecke einem Kegelschaitt einge 
schrieben und umschrieben, dass .«Tes letztem Seite 
durch die Spitzen des erstem gehen, so > 



liegen die 6 Durchsebnitts- 
punkte der Hauptsehnen und 
Haupttaugenten beider 
Sechsecke stets in gerader 
Linie. 



schneiden sich die 6 Haupt 
diagonalen in einem uu 
demselben Punk,te. 



69. 

Auf ganz ähnliche Art entspringt folgender Dualismus bei de 
Fünfeck am Kegelschnitt. 
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Bei jedem einem Kegel- 
schnitt eingeschriebenen 
Fünfeck liegen die Dnrcb- 
schnittspunkte irgend 

zweier Seitenpaare, und der 
Durchscbnittspunkt, wel- 
chen die jedesmalige fünfte 
Seite mit der Tangente in 
derGegenecke bildet, stets 
in einer Geraden. 



Bei jedem einem Kegel- 
schnitt umsehriebenenFünf- 
eck treffen die Diagonalen, 
welche irgend zwei Ecken- 
paare vereinigen, und die 
Gerade, welche die jedes- 
malige fünfteEcke mit dem 
Berührungspunkte der Ge- 
genseite verbindet, in ei- 
nem einzigen Punkte zusam- 
men. 



VI. Harmonische Punkte und Strahlen. 




Anf einer Geraden denke man sieb zwei Punkte A, B, und zwi- 
schen ihnen einen dritten C angenommen; wir suchen auf der näm- 
lichen Geraden einen. Punkt D, der so beschnflen ist, dass das Ver- 
hältniss AC-,BC dem_ Verhältnisse AD-. BD gleich ist ■ 

Zunächst ist klar, dass, wenn C in der Mitte zwischen A und 
B liegt, ein solcher Punkt D nicht existirt. 

Liegt aber der Punkt C bei B näher als bei A, dass also 
AC >■ BC^ so kann D nicht auf der Verlängerung der Geraden 
über A hinaus liegen, weil die Proportion AC: BCz=AD •. B D 
verlangt, dass zu gleicher Zeit AC^ BC, AD'Ü* BO, was nicht 
sein würde. Auch kann 'D sich nicht zwischen A und B befinden, 
denn eS würde folgen AC BQ-. AC=s,AD -\-BD : AD , d. i. 
AB : AC=. AB : AD, also AC= AD. 

Dagegen giebt es auf der Verlängerung unserer Geraden über 
B hinaus in der That einen , aber auch nur einen einzigen Punkt 
JD, welchem die verlangte Eigenschaft zukomrat. Denn man suche 
die vierte Proportionale zu AC — BC , AC, AB , und schneide 
dieselbe, welche grösser als AB sein wird, von A aus auf der Ge- 
raden Ab ab, so wird man einen Punkt D erhalten, für welchen 
AC — {AC — BC) : AC= AD — AB : AD, d. WBC : AC 
= BD ; AD, oder AC: BC=^AO : BD ist. Dass es nur einen 
solchen Punkt D giebt, ist daraus klar, dass die Proportion AC:BC 
= AD : BD diese andere AC — BC: AC = AB •. AD erfordert, 
nud zu den 3 ersten Gliedern der letztem nur eine einzige vierte 
Proportionale gefunden werden kann. 

Umgekehrt liegt der Punkt D auf der Verlängerung der Ge- 
raden AB über B hinaus, so existirt auf dieser Geraden nur ein 
einziger Punkt C, für welchen AD: BDzz: AC: BC ist, und zwar 
befindet sich C stets zwischen A und B , und liegt näher bei B 
als bei A. 

Daraus folgt, dass für keine vier Punkte auf einer Geraden 
die Verhältnisse der Entfernungen zweier auf einander folgenden 
Punkte vom dritten und vierten gleich sind, dass dies vielmehr nur 
für die abwechselnden Punkte gilt. 

Wenn vier Punkte auf einer Geraden so auf einander folgen: 
A, C. B. Z>,-nnd wenu die Proportion statt findet AC : BC 
= AD : BD (wo also C näher bei B als bet A liegt), so w'erden 
Thdl V. 10 
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dieselben vier ha«moniscli.e Punkte genennt, .und ew»r heissen 
^iuud:.^.ssw«hl, aU Cuud D zugeovdnete karmoniscbe- Punkto. 
4 .Dem MiUel|iunkte \ouAB entspricht dann gewissermaussen eii 
in 4er Geraden unendlich entfernter Punkt. , i> 

Harmonische Strahlen oder Uurmonikalen (Steiner) (tsi* 
sceiiu harmonique nach Brianchon) nennt man vier durch barmoai- 
scbe Punkte gehende und in einem einzigen Punkte zusamaientref> 
fende Gerade. 



71. 

Aus 70. wird man zu jeden 3 Punkten den vierten harmoni- 
schen Punkt finden können, indem man zu 3 Geraden die vierte 
Proportionale sucht. Es lassen 'sich eher einfachere Auflösungeo 
dieser Aufgabe geben, wenn man die Uarmouikulen in Betracht 
zieht, und dazu bahnen folgende Betrachtungen den Weg. 

In Taf. III. Kig. 14. gehen vom Punkte O aus nach oeliebigen 
4 Punkten einer Geraden A, C, B, D vier Strahlen, und durch Ä 
sei eine Gerade mit dem Strahl OD parallel gezogen, welche vus 
den andern drei Strahlen in A, c, b geschnitten wird. 

Dann behaupte ich, dass das Doppelverhältniss 

UC ' BD i 



dem einfachen Verhältniss Ac.be gleich sei. 

Denn wegen der Parallelität der Geraden Ab^ und OD ist 

aber wenn man bm parallel mit Oc zieht, 

I • 1 4Tim , L ... \AD AC ^ Cm 4C Gm « 

also ist und folglich \ ^ Da 

... , Cm ' cb ... AD AC cb , , , 

endlich ^ , so wird sein ~^q ~Äc’ "™B**-*“* 

^ AD 

BC ' ~BD — bc' 

Daraus fliesst, dass das Doppelverhältniss 

Lage der. Geraden ACBB, wenn sie nur immer durch A geht, gaaz 

. , „ AC AD AC AD . 

unabhängig ist, dass also z. B. = gjj. '• grg ist. Diieses 

Resultrt gilt aber in der Tbat auch noch für jede beliebig'« nickt 
durch A gebende Gerade. Denn wenn eine solche die vier Strah- 
len in A, B" . C,'D'’ schneidet,. so überzeugt man sich leic^, 
dass, wenn AD' parallel mit A'D" gezogen wird, stets di« Reis- 
.• * 1. . . A D'' _ AC AD , . AC AD 

tioD st&tt dqc * ßt " " B'C' * // * wcsIiuId IIUCU 

A'C A'D' . 

D'C ' ' " D'D ' ' tvird. • ' 

Also folgendes Theorem: 

Wenn vier von einem Punkte 0 ausgehende Strahlen 
vo n zwei Geraden resp. in A, A’\ B, B'\ C, C geschiut- 

ten werden, so sind die Doppel Verhältnisse 
AC AU .... ... 
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Dams iat arsi«iitlich 4 wie man «n verfabreo hat, ara, w«no 
vier in gerader Linie liegende Punkte C, B, Bf and drei in 
einer andern <veraden liegende’ Pnnkte C, ß"" f^«gehea sind, 
auf der letztem €!eraden oen Funkt B' so zu bestimmen, dass jene 
DoppelrerbältDisse gleich sind. 



72. 

Zusatz. Vier Strahlen, die eine Gerade in harmoni. 
selten Funkten treffen, tbeilen jede andere Gerade har- 
moniscb (Brianebon), und ist diese Gerade mit einem 
äussersten Strahl parallel, so wird sie von den 3 an- 
dern harmonischen Strahlen m.,3 Punkten getroffen, 
deren äussere von dem mi(,tlern, gleiche Entfernung 
haben. 

Nun seien in Taf. III. Fig. 14. die Punkte C, B, D har- 
inonjsch, und Alt parallel mit OB, so wird Ac^öc sein. 

Um also zu 3 Punkten Ay C. ß den dem C zugeordneten 
harmonischen Punkt zu finden, ziehe man durch, einen heliehigea 
Punkt 0 die Strahlen OA, OB, OC, balhire AO \a a, ziehe nc 
parallel mit OB bis sie OC in c schneidet, verbinde A mit c, und 
ziehe durch O mit Ac eine Parallele, welche die Gerade ABC in 
D trifft, so ist B der harmonische Punkt. • 



73. 

I ‘ 

Bestimmen wir jetzt den geometrischen Ort der Spitzen aller 
über und unter einer Geraden AB beschriebenen Triangel, deren 
beide andere Seiten ein coiistantes Verhältniss zu einani^r haben. 

Wir nehmen das Verhältniss von der Einheit verschieden, weil 
in diesem Falle der Ort eine im Mittelpunkte von AB auf der letz- 
tem senkrechte Gerade ist, wie sogleich erhellet. 

Ist C ein Punkt in der Geraden AB, und das Verhältniss 
ACx BC dem Verhältnisse OAi OB gleich, wo 0 die Spilze eines 
der in Betracht kommenden Dreiecke ist, so muss (Euclid Lib. VI 
prop. 3.) die Gerade OC den Winkel AOB halbireo, nbd ebenso 
muss, wenn B in der Verlängerung von AB über B hinaus so 
liegt, dass.AB •• BB=: OA OB:=iAC-. BC, die Gerade den 
Nebenwinkel von AOB (der durch die Verlängerung von AB ent- 
steht) halbiren. Die Geraden OC und OB werden dann auf ein- 
inder senkrecht stehen , und dies findet für jeden Punkt O statr, 
für welchen OA \ OB jedem der Verhältnisse AC-.BC, ABxBB 
gleich ist. 

Bewegt sich daher O so fortv dass das Verhältniss OA : OB 
ceastant bleibt, so rückt er in der Spitze des über CB beschriebe- 
nen rechtwinkligen Triangels fort, die bekanntlich in der um CB 
ils Diameter beschriebenen Kreislinie lieg^, welche somit der ge- 
suchte Ort sein wird. Zugleich hat sich ergeben, dass A, B,C, B 
jarmonische Punkte sind. • 

Wenn also vom Pnnkte 0 nach 3 Punkten A, C, B 
Strahlen so gehen, dass der mittlere den von den beiden 
tndern gebildeten Winkel halbirt, so geht der auf eben 
liesem senkrechte Strahl jederzeit durch den vierten 

10 * 
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b«iri|i.oqi«.c)ieD Ruokt zu deo PuDktea.^v^'^ i&,i>welcber 
dem C zugeorduet ist.' | . i 

. i-iAlso «uuch I nenn man zu den Endpunkten B eioei 
Diameters undzueinemdrittenPunkte^iudemselbenden 
dem letzteren izugeordneten vierten barmoniscbenPunkt 
A sucbt, so werden die von einem beliebigen Punkte ü 
der Kreisperipherie nach B,A gezogenen Geraden das- 
selbe Verliältniss bewahren, w'ie man deo Punkt 0 an- 
nebmen mag, und die Strahlen OC^ OD werden den Win- 
kel AOB, und des letztem Nebenwinkel balbiren. 



Es seien wieder C, D Endpunkte eines Kreisdiameters, und B 
ein beliebiger (vom Mittelpunkte verschiedener) Punkt auf demsel- 
ben, der innerhalb des Kreises liegt. Ist nun BO senkrecht aul 
CI), und in 0 eiae/l'angeute des Kreises gezogen, die den Diu- 
ineter in A trilft, so wird A %vl C. D, B der vierte harinoniscb« 
Punkt sein. Denn der Winkel ÄÜC ist = ODC (Euclid Lib. III 
prop. 32.) und ODC-=zCOB, also AOC= COB , so dass AOB 
von CO balbiit wird. .... 

Um also zu deu Endpunkten eines Kreisdiameters, und zu einen 
dritten Punkte auf demselben den vierten barmonisuheu Punkt zi 
finden, verfulirc man so: , 

Liegt der dritte Punkt. innerhalb des Kreises, so errichtt 
man BO senkrecht auf den Diumeter C/>^'duss sie die Peripberii 
io O trifft, und ziehe von 0 die, Tangente, welche CD in iriffi 
SU ist A der gesuchte dem,.iff zugeordnete- harmonische Punkt. 

Liegt .der Punkt A ausserhalb der Kreislinie, . so-, ziehe von A 
nn den Kreis eine Tangente, weiche ihn in, 6/ berührt, und fälh 
OB senkrecht auf CD, dass sie der letztem in B begegnet, si 
ist B der vierte dem A zugeordnete harmonische Punkt. 



I.,ehrsatz. Zwei Kreise seien concentrisch, ihr ge 
meiosamer Mittelpunkt. ilf. Man ziefaekeineu beliebigel 
Diameter, welcher den einen Kreis (etwa den grosse 
' ren) in A, B, den andern in D schneidet, und suche z 
A, B, D den vierten harmonischen Punkt E. Beweg 
sich nun der Durchmesser um-den Mittelpunkt M, so be 
hnupte ich, dass der zu seinen Endpunkten in dem grös 
sern Kreise und zu dem einen Endpunkte im kleiner 
Kreise vierte harmonische Punkt in einer mit den ge 
gebenen concentrischen Kreislinie fortrürkt. 

Beweis. Man ziehe DO senkrecht auf AM bis es die con 
centrisclie Kreislinie in O trifft, und OE senkreulit auf OM bis e 
AM in E trifft, so ist E der vierte iiarmonisclie Punkt zu A, B 
D (74.). Aber es ist jetzt 00"^ ■= DEy^ DM, und da DO, DA 
' constiiut bleiben, so ist auch DE, folglich auch ME couataut 



Lehrsatz. Zieht man durch den Berührungspunk 



74. 



75. 



w. 2 . b. w. 



76. 
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zweifer^sicti tnngir«nder K reise ‘ beliebig' Viele' 6'«rBd%, 
welche dieselben jede in einem Punkte sehnciden^Wer- 
dee, und bestimmt zu jedem Paar de* Durebsehnitts- 
punkte und dem Beriibriingsponkte den vierten harmo- 
Bisehen Punkt, so liegen alle diese vierten Punkte in 
eioer Kreislinie, welche beide gegebene in ihre'm ge* 
meinsamen Berührungspunkt tangirt. ' ' 

Beweis. In Taf. III. Pig. 15. sei die Centrale zweier sich 

in B berührender Kreise, A zn D. B der vierte dem B zu- 
geordnete harmonische Punkt; Df BE eine andere Gerade, A' zu 
B, B der vierte harmonische Punkt. Zieht man DB, EB, 
JA, so ist DB.EB=DA-.EA, BB-.BB=.BA‘\BA’\ aber da 
DB und EE parallel (jede auf BE senkrecht), so \it DB : EB 
= DB‘,EB, also auch DA: EA-=z BA •. EA'', folglich muss 
JA' parallel' mit EB oder mit /^/P 8cin.'"I>it biemacb der Win- 
kel ein rechter, so liegen offenbar alle ''«'ierten harmonischen 

Punkte in der um BA als Diameter beschrteilieBen Kreislinie. 



77- 






^v\^ 



Lehrsatz. Bei irgend vier harmonisch'en Punkten 
ist das Rechteck unter den AbstSnden zweier zugeord- 
neter Punkte von demjenigen Punkte, welcher in der 
Mitte zwischen den zwei andern'' liegt, dem Quadrat des 
halben Abstandes der ietz'tern von einander gleich. 

Beweis. In Tlif. lll.' Flg' ld. seien’ C, D, B, harmonische 
Punkte, um" CD als DiaWeter' ein Kreis beschrieben, auf dessen 
Peripherie ein Punkt P so' angenommeu, dass APB ein rechter- 
iViukel ist (diesen Punkt zu hestimmen hat man nur den Durcli- 
ichnitt des um AB' iXi Diameter beschriebenen Kreises mit dem 
;egebenen zu suchen), 'ferner M der Mittelpunkt zon AB. Zieht 
nao nun AtP, so muss diese Tangente des Kreises sein. Denn we- 
jen MA = MB = MP ist L MPB = MBP, und da CP den 
iVinkel APB häll'let, sn ist CPB = \h'‘, also auch BPD = ib'‘, 
OBiit CPB = DPB, daher L MPC z= MPB — CPB = MBP 
— DPB MDP. also PM eine Tangente des Kreises. Nun ist 
'Ckannilich MCy.MD^MP'*, also MCy,MD=iMA*, w.z.b.w. 



'78. 



Es sei ABCDEF auf Taf. III. Fig. 17. ein vollständiges Vier- 
eit, dessen Diagonalen bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitt in 
H , J verlängert sind. Hierüber lassen sich folgende Betrach* 
ungen nustellen. ' 

Zu den drei in E zusammenkommenden Strahlen ED, EB, EI 
enke man sich den vierten dem EI zugeordneten hiirmnniselien 
trahl , und ebenso denke man sich zu den drei in 6' zusammen- 
ommenden Strahlen CD, CB, CI den vierten dem CI zngeord- 
eten harmonischen Strahl, so werden beide vierte hnrmouische 
trahlen in einem Punkte der Geraden IBD Zusammentreffen, wel- 
her der zu D,B,I dem I zugeordnete harmonische Punkt ist (72.). 

Ganz ebenso werden die beiden in Rede stehenden Strahlen iu 
inem Punkte auf der Geraden Alt! Zusammentreffen, welcher der 
1 I, A,H dem H zugeordnete harmonische Punkt ist. 



I 

i 
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Der Dnrchschnittspunkt der beiden Strahlen wird also auf dea 
Geraden AH, BI zu gleicher Zeit liegen, fallt also mit G zusam- 
uien , und folglich ist G sowohl der vierte harmonische Punkt zu 
D, B, J als au<;h zu //, A, F. Geht man von den Ecken D und 
^ B aus, so ergiebt sich, dass auch E, C, I, H harmonische Punkt« 
sind, 

' Daraus flicsst, dass die Strahlen FA, FI zu FB, FD, fernei 
lA, IF zu IB, IC zugeordnete harmonische Strahlen sind. Dii 
Figur BDECF wird aber vollständiges Viereck genannt (Steinei 
Geom. Gest. S. 72.), und wir haben somit den Doppelsatz; 



ln jedem vollständigen 
V'ierseit sind die Punkte, 
io welchen die drei Diago- 
nalen einander schneiden, 
zu den zugehörigen Ecken 
zugeordnete harmonische 
Punkte. (Pappus Collect. Math. 
Lib. VII., De Eahire Sect. Coni- 
cae p. 9. prop. 20., Schooten Exer- 
«itat. Mathem. 1. 2. prop. ä.) 



In jedem vollständige! 
Viereck sind die Strahlen 
welche die Durchschnitt« 
dergegeniiberliegendenSei 
tenpaare vereinigen, zu dei 
letztem zugeordnete bar 
munische Strahlen. (Steine 
System. Entw. d. Abhäng, geon 
Gestalten von einander S. 75.) 



Diese Sätze geben ein Mittel an die Hand , einerseits zu dr« 
gegebenen Punkten den vierten .harmonischen Punkt, und andre« 
seits zu drei gegebenen Strahlen den vierten harmonischen Stral 
zu finden, und zwar bloss mit Hälfe des Lineals. 



79. 

Verlängert man in Taf. III. Fig. 17. die Gerade IF, bis sie A 
in K trifft, so werden (72.) A, B, K, C harmonische Punkte sei« 

Daher das Theorem; 

Zieht man von drei in ei n er Gerade n I i ege nde n P u n I 
ten A, B, C drei ganz beliebige Gerade ADE, BD, CI 
von denen die erste von den beiden andern in D und 
geschnitten wird, die letztem sich in I schneiden, s 
wird die durch Zund den Durchschnittspunkt der Ger« 
den BE, CD gehende gerade Linie die gegebene Gera«! 
immer in dem nämlichen Punkte ZT treffen, der zu A,B, 
der vierte harmonische Punkt ist. 



80. 



Von einem Punkte O gehen nach den Schenkeln des Wink« 
A (Taf. III. Fig. 18.) beliebig viele Gerade, welche die Scheuh 
resp. in B, C; B’, 6”; B", C“ etc. trefi'en, und mehrere Vicrec! 
erzeugen, deren Diagonalen gezogen sind. Die Ourclischnittspunh 
der Diagonalen D, D', D" .... werden nun in einer einzigen dur 
A gehenden Geraden liegen. 

Denn nach 78. triflt die Gerade AD sowohl als die Gera 
AD’ die Transversale OC in einem Punkte E', der zu B', C\ 
der vierte harmonische Punkt ist, mithin müssen AD und AA 
und ebenso alle übrigen zusammenfallen. 
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81 . 

> * 

In jedem Paralleltrapez treffen die nicht parallefen 
Seiten mit der die Mittelpunkte der parallelen verbin- 
denden Geraden in einem einzigen Punkte zusammen. 

Nämlich es seien AB, CD die parallelen, E der Mittelpunkt 
der ‘erstem, AC, BD die nicht parallelen Seiten, O ihr Durch- 
schnitt. Verbindet nan O mit E und zieht parallel AB, so 
sind OA, OB, OE, OM (li.) harmonische Struhleo, und da CD 
mit dem äussersten Strahl ebenfalls parallel ist, so muss der mittlere 
der drei apdern, nämlich OE, ebenfalls durch den Mittelpunkt von 
CD gehen. , 

82. ■ • ■ • 

ln Taf. III. Fig. 18. denke man eich B, B', C, C auf der Pe- 
ripherie eines Kegelschnitts liegend, so erhellet aus (60.), dass die 
Gerade AD die Polare des Punktes 0 in Bezug auf den Kegel- 
schnitt ist, und diese Polare wird von den in O zUsammenstossen- 
den Sehnen in E und E' so getroffen, dass E. und E’ die vierten 
harmonischen Punkte zu den Endpunkten , der Sehnen und zu ihrem 
Durchschnitt 0 sind. Dies ist auf eben die Art für alle Sehnen zu 
erweisen, und wir haben somit das sehr merkwürdige Theorem: 

Dreht sich eine- Gerade, Bewegt sich ein Punkt in 
die einen Keg eischnitt einer festen Geraden in der 

schneidet, um irgend einen Ebene eines Kegelschnitts, 
in ihr liegenden festen so dreht sich diejenige Ge- 
Punkt, so ist der Ort des- rode, welche zu den zwei 
jenigen Punktes, welcher durch den Punkt gehenden 
zu d'en zwei Durchschnitts- Tangenten nnd der festen 
punkten nnd dem festen Geraden der vierte letzte- 
Punkte der vierte, dem letz- rer zugeordnete harmoni- 
tern zugeordnete harmoni- sehe Strähl ist, um einen 
sehe Punkt ist, eine be- bestimmten Punkt, nämlich 
stimmte Gerade, nämlich den Pol der festen Geraden, 
die Polarlinie des festen um welchen sich also auch 
Punktes, in welcher sich diejenige Gerade dreht, wel- 
also auch der Durchschnitt ehe durch die Berührungs- 
derjenigen zwei Tangenten punkte der jedesmaligen 
dreht, durch deren Beruh- zwei Tangenten geht, 
rungspunkte die bewegliche 
schneidende Gerade geht. 

-Das, was die französischen Geometer schlechtbia Polaire und 
Pol nennen, wird daher von Deutschen auch Harmonische und 
Harmonischer Pol genannt. 
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: ■ IX. 

Neues Theorem über eine gewisse Klasse 
periodischer Functionen. 

Von 

Herrn Doctor O. Schlömilch 

-.j. iji .. ,.»u Weimar. 

.«I .. .. I*.»*' ••• ■ " * * *' 



‘ I ■» / * • jilr hrw/ .hl .• » i ‘ • ■* •' 

■ . '{iH'i « in*i .! • » » iMi • , • ' % 

Webn eine Fktnction die O^onometrischen Gröasen sin, coi'etc,: 
allein enthält, so lässt sich dieselbe in vielen Fällen in eine Ueiliil 
verwiindeln, welche nach den Cosinus der Vielfachen eines Bogeoij 
fortgeht, IO dass man erhäitt 

/(sin of, cos ar)t=.<4fo+^j co* cos cos 3 ä— f-.... (IH 

1.1 .l'l I - \ I • II- )■ 

wobei die Reihe endlieh' oder unendKch sein 'kann. ' VorausiifesetiM 
dass diese Reihenentwickelung für alle Werthe der Veränderliche!^ 
von ar = 0 bis usr 3=00 gültig' bleibt, so ist' 

/T V(0) - AI; (2) 

wobei /‘(o^), /{ßx) zur Abkürzung für /(»ia eue, eo» aje) und 
/(sin ßa:, cos ßjc) gesetzt worden sind. 

Uieses elegante Theorem lässt sich auf folgende Art be weises, 
Da die (ileichung (1) für alle Werthe von .ir = 0 bis = m 
richtig bleibt, so, kann man in derselben, auch jtx für of aetsesii' 

Bte mit e da: muUipIiciren und zwischen d^o Gränzen ac z= 01' 
00 integriren, wodurch man erhält , ' 

• - ! -fc. .1 . 

0 « f(iuc)da! , .... 

e“^casiiasdje-\-Aty^^ e **cos2^.ar<te-|-...' 

Auf der rechten Seite kann man die Werthe aller Integrale ange> 
ben, wenn man sich erinnert, dass überhaupt für jedes posiere 
k und h 



f 

f 0 



e cos Aa: dx = 






ist. Es ergiebt sich so: 
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;?•+••■ 



»* • *Vfi> . _ 
gid wenn man ft — a, fi = ß setzt nnd beide Wertbe, subtrahirt, 
■>—11* * 



e l/{ax) —/{ßx)]dx 






Meu Gleicbang soll mit d« mnltiplicirt nad zwischen den Gränzen 
I = 0 nnd « = 00 integrirt werden. Auf der linken Seite stebt 
liDD das Doppelintegral 



•/>y: 



e "^lf(ax) — /(ßx)]da: 



iid auf der rechten erscheint eine Reihe von Integralen, welche 
äantlich unter der Form 

10 • ganz und positiv ist, enthalten sind! Nun giebt die unbe* 
iiinote Integration 






n’o’ , 






-+-1 



ad durch Einführung der Gränzwerthe tci^oo, w = 0 findet man 

■“ «V* +«’]'*' “ “ ~ ’ 

üw den Werth des Integrales unabhängig von «. So wird non: 

t/o ^ lf{aa:) —/(ßx)\dx 

= (“) Ml H- H- -^1 + • • • •] 

\ O / 

^ Dan sogleich erkennt, wenn man in der Gleichung (1) x = 0 
letzt. 

Du obige Doppelintegral nach x und u gestattet aber noch 
ent Unfohnung, nämlich dadurch, dass man me Ordnung der In- 
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tegrationen umkeLrt und zuerst nacb w integrirt; dasselbe wird 
dano 






Wir haben daher ' 

r’ ' 

und ^11688 wor das zu beweisende Theorem in (2.). 

Einige Anwendungen desselben sind folgende. 

Für jedes beliebige x und ein r, dessen absoluter Werth dis 
Einheit nicht übersteigt, gilt die Gleichung: ' - 



r F 7 

■^l(\ + 2r cos a: -J- r*) = -j- cos x — -y cos •+• ~ cos 3x — .... etc. 

Wir haben daher für /l[dr)=^/(l+2r cos ar-t-r’), /’(0) = /{l-i-r) 
und mithin 



•/ 0 1 



l -l-grcpsgjr-f-*'* dx 
-f-ZrcosjJjr-f-r’ 



.f = ^H-r)/(-J)’, (4) 



Da r<!l, so können wir setzen, wo ist, and ha- 

ben so 

^*^ l+2ecosgg:-<-e» «>i «jl ' 

' «/ 0 l+2pcos/9a: + p’ X ^ ^ g V«/ ’ _ 



2pcos/9:r + p 

Ferner sind die Reihen bekannt: 



•9 



2*«— icos*".» = (2fl)o cos 2 ». 2 r T+- (2 m), cos(2« — 2)x-t-.... -|-.J(2»), 

2*» co8*«-*-tir = (2»-i-.l )„ cos(2»-i- (2«+ 1) , cos(2« — 1 )jr + 

+ 4 (2* H- 1 )» cos j:. 

Wir haben daher für die erste =4(2»)», für die zweite =0 
und nach (3) die beiden Integrale 

2^^/'Jlcos^ux - cos*»|S^]f = i/0) *|2*"-i - 4(2«) J, 
2*"^^^ (co8®"+itMr — co»*^i/S;r]^E='i^("~) 

oder: 

^ [cos*"».*: — C08*»/?.r]^ ' ! . 

(*+ l)(w-l-2).. . .^2»)| /c, 

4.8.12....(*Si) 
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[cos!»+iojr— cosS»+l/?j:)^ = i/(^)* (7)*) 

so dass also der Werth des zweiten lategrales von n anabiittD- 
gig ist. 

Man könnte ein ähnliches allgemeines Theorem wie das in (3) 
für solche Functionen aufzustellen versuchen, welche sich nach den 
Sinus eines vielfachen Bogens entwickeln lassen, so dass z. B. 

I ' 

y(sin ar, cos o:) = Ä, sin x + B-x sin ‘ix -J- J?, sin.3« -f- . ... 

die Annahme wäre. Man gelangt aber zu keinem eleganten Bes«d- 
tat, da sich aus der vorstehenden Reibe die Summe der Coefßoiem- 
ten allein 

Jf , -H Äj -+• Ä, -H . . . . 

nicht finden lässt, wie diess bei der Reihe (1) der Fall ist, wenn 
man .r =; 0 setzt. ' 



ff h: 



. . «• • * • • 

X. 

Einige Bemerkungen über die Reiben, mit be- 
sonderer Hinweisung auf die Exponential- und 
Binomialreihe. 

■ • _ . , Von dem 

Herrn Doctor Barfass 

zu Weimar. 



§• 1 . 

Die Mängel, welche den Demonstrationen der älteren Mathema- 
tiker hier und da noch eigen sind, mussten natürlich bei den Nach- 



*) Die Integrale (4), (5) und das obige (7) für den Fall rtsO ergeben 
sich aus den interessanten Betrachtungen des Hm. Prof. Raabe; „lieber 
' die Summation harmonisch periodischer Reihen etc.” in Crelle’s Journal 
Band 23. Die Bemerkung, dass jene 3 Integrale den gemeinschaftlichen 

Factor haben, veranlasste die Aafaucfaung . des . allgemeinen 

Theoremes (3). 
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folgern ^onnigfoitige Beatrebungen anregen, die Theorie.Tor jeden 
denkbaren Einwurfe lieber zu stellen. Bei den Reibenentwickeinn- 
gen waren es vorzüglich die Bedingungen der Convergenz, die man 
einer weit gründlicheren Betracbinng unterwarf, als vorher geache> 
beo war, und man scheute in dieser Beziehung keinen Aufwand an 
Rei'bnungen, um der Theorie den vermissten Besitz nicht länger 
vorzuenthalten, besonders da man auf die Meinung verfallen war, 
dass nur convergirende Reihen auf analytische Geltung Anspruch 
haben , während divergirende von allem analytischen Gebrauche 
auszuBchliessen seien. Kamen durch den Gebrauch der letzteren 
fehleybafle Resultate znm Vorschein, so wurde der Grund lediglieb 
auf die Divergenz, d. b. auf den vernachlässigten Rest geschoben, 
■nd in der Tnat fehlte es such nicht an Beispielen, wo durch Bei- 
behaltung des Restes richtige Resultate erhalten wurden. 

Bei allen diesen Bestrebungen aber scheint es mir, als ob man 
eine bei den Reihen wesentliche Dnterscheidnng viel zu sehr ver- 
nachlässigt habe, woraus allerdings viele Fehler erklärlich werden' 
können, die man auf die Divergenz schieben will. Es ist näm- 
lich wohl zu unterscheiden, ob eine Reibe bloss eine 
Summe unendlich vieler Glieder, oder ob sie die Ent- 
wickelung einer Function sei. Convrrgirt die Reibej' so'k’änn 
sie freilich allemal als Entwickelung einer Function ihrer allgemei- 
nen Grösse angesehen werden, aber dieses ist nicht immer der Fall, 
wenn die Reibe divergirt. Dieses will ich jetzt an einem Beispiele 
erläutern. 

Man läugnet die Richtigkeit des Ausdrucks: 

I. — i = coso?-f^cos2:r-f-cos3ar+ ..... 

weil diese Reihe divergirt und unterstützt die Bebanptaug' nnter 
anderen mit folgendem Grunde. Man findet die Summe der endli- 
chen Reihe: , 

11. cosa:-l-co82a:-t-....-l-Cosita:s=— ^ + 

woraus aber, wenn /< = ae genommen wird, der Ausdruck 1. gar nicht 
folgt. Aber dieser Schluss, welcher vollkommen richtig sein würde, 
wenn die Reihe eine convergente wäre, lässt sich uuf"divergirende 
Reihen gar nicht anwenden. Denn die Reihe I. hat kein letztes 
Glied, welches durch cos oo :r ausgedrückt werden konnte, sondera 
sie involvirt über dasselbe hinaus als ihren Rest noch die Reibe, 

cos(»-t- cos(« ■'* ‘ *' 

' . . • .d I. 

in welcher »=:oo ist. Dieselbe ist abermals eine Entwickelang, 
und zwar von " 

• • - • sin (w -t- j)x 

2sin ix ’ 

* a . I s * 

wie man sieb ganz auf dieselbe Art , nach welcher die Fornel I. 
gefunden .wird, leicht überzeugen kann. Daher gestaltet 'eifab fiir 
jeden Werth von m die Reihe f. so: /r.:. -i 
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.»m 1’)y , ~ 

COS jv + cos »ar 



cos tta: ■ 



2sin iar ' 



. 1 
r> 



welches eben der Ausdruck in II. ist. V _ * 

Man wird hiernach einsehen, was es heissen soll, dass, man 
einen Onterschied zwischen blosser Summe und Entwickelung zu 
machen habe. Beide fallen bei coovergircnden Reihen zusammen. 
Hat man irgend eine entwickelte Reihe: 

,;v » t •» ** 



V. = Xo) + X(S)-I-X(, • 

• ^ « *• 

ond man will hieraus die Summe einer endticben Anzahl ihret er- 
nten Glieder finden, nämlich 

X(l) -H X(2) -I- . . . . -t- X(n), 



SO kommt es darauf an, diejenige Function 9 >(.r) zu bestimmen, aus 
welcher der Rest , 



t\\ ß n i - 
!. n i Ä f* 






eni^wjckeU werdeo kann, da dann 



S=/{a;) — g>(a;) 



ist. Dieses gilt für convergirende Reihen eben so gut, als^fiir di^; 
vergircnde, allein wenn bei den ersteren n = oo ist, so verschwin- 
det der Rest g>{a:) und man erhält S = fiar). Bei den divergiren- 
den Reihen aber verschwindet g>{a:) gegen S auch dann nicht, wenn 
» = oe ist, daher man auch nicht erwarten darf, dass S = 
werde. 

/ '■ ' . f.2. : ' 

Indem sich nun die Ansichten so gestalteten, wie sie heut zU 
Tage Torliegea , wollten die älteren Methoden durchaus den An-' 
fordemngcn nicht genügen, die man an die mathematische Darstel- 
lung machte. Besonders war es die IVIethode der unbestimmten 
Coefllcienten , welche von allen Seiten her chicanirt wurde, und, 
lieut zu Tage kommt man gleich in den Rang eines mathematischen 
Bettlers,' 'wenn man nur einiges Vertrauen auf diese Methode laut 
werden lässt. Ohne in das Wesen derselben einzudrjngen und die 
ihr ganz fremdartigen Scbwäcben zu beseitigen, an welchen viele 
ältere Darstellungen leiden, bat man sie als ein meist trüglicbes 
Werkzeug bei Seite gelegt und anderen Eiitwickelungsmethoden 
den Vorzug gegeben. Ob nun diese ohne Schwächen sind, davon 
ist nicht jie Rede. Die Grenzmelhode erscheint freilich als eine 
vollkommen strenge, aber was berechtigt uns denn, sie in die Arith- 
metik da einzufiihren, wo es der Entwickelung einer Form aus der 
anderen gilt? Eine Grosse, welche über jede Grenze wachsen soll, 
ist eine uoendliclie, man mag nun hierbei den Ausdruck gestalten, 
wie man will. Mag man auch in jeder Zeile wiederholen; ,,je 
p'rösser n wird, desto mehr nähert sich /{x,n) dem >p(x)\ die Ab- 
leitiug der Form aus der Deform geschieht doch mit Hülfe 

eiqer .fremden, Grösse «*< welche eben deshalb>aUB dem Resultate 
verschwindet, weil sie unendlich wird. 
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Anf diese Art der Betracbtung sind wir überall biogewiesen, 
1^0 in der Geometrie oder io der matbematiscben Physik das Go- 
ffleicbförmige mit dem Gleichförmigen zu vergleichen ist. Wir 
können z. B. den Bogen mit der Abscisse nur in den uDeodtieh 
kleinen Tbeilen unmittelbar vergleichen, gelangen aber dadurch 
stnfenweise zur eodlicben Vergleichung mit Hülfe der Summation 
solcher Reihen, die keine Entwickelungen sind. 

Aber in der Arithmetik bilden wir auf synthetischem Wege 
Form aus Form ohne Zuziehung des Unendlichen. Wir gebrauchen 

m 

also dieses Mittel nicht, um z. B. für den Ausdruck die Form 

m 

a" zu rechtfertigen, worin soll nun die Notbwendigkeit begründet 
sein, dass die Entwickelung von einzig und allein durch die 
Grenzmelhode eine sichere Basis erhalte? Ich wenigstens kann an 
keinen Gmbau der .Analysis auf dieser Grundlage glauben. 

Doch wir wollen über die Zulässigkeit der .Methoden nicht wei- 
ter streiten, meine Absicht ist demnächst die Rechte der Methode 
der unbestimmten Coel'llcienten zu vertbeidigen und ihre wahre Be- 
deutung zu erklären. Dieses will ich vorzugsweise au der Espo- 
nentialreihe ihun und dabei zugleich, um allen Vorwürfen zu ent- 
gehen, strenge Rücksicht auf die Bedingungen der Convergenz 
nehmen. 



§. 3 . 

I 

Die Methode der unbestimmten Coefürienteo ist gleichsam eine 
iodirecte Entwickelung und kommt allenthalben da in Anwen- 
dung, wo die directe Entwickelung zu schwierig werden würde. 
Die Ableitung der Binomialreihe für ganze |>ositive,Ex|ioneuten aus 
combinatorischen Gesetzen ist eine directe Entwickelung, die sich 
unmittelbar auf den ariihmetiscben Salz von der Multiplicatioo com- 
plexer Factoreo gründet. Es wird wohl Niemanden im Ernst ein- 
tallen, für diese Entwickelungsweise diejenige Demonstration als 
eine bessere subslituirepi zu wollen , nach welcher man die Form 
der Reibe als zuerst gegeben ausieht und nachher ihre Summe 
sucht. 

An diese Entwickelung schliesst sich äusserst leicht eine zweite 
für ganze negative Fxponenteo an. Man hat nämlich 

(1 -F- a:)-" = (1 — , 

nisn da der binomische Lehrsatz für- ganze positive Exponenten be- 
wiesen ist: , 



(1 -t- .r)— " =1 — m(\) . 



sc ’^ — l 



■m{i) 






• «(I) . 



(l-t-a:)»”- 

ar»» 






wo die Bedeutung des Ausdrucks m(r) bekannt ist. Da nun über- 
haupt 
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XP 



OP 






» .. . . 

f • ' ’ » 

so erhält mso, wenn man diese Umbildung' in jedem Gliede macht: 

ar* X* 

( \+x)~" = 1 — «(D ^+[«( 2 ) +«»C1) 1 • x^.a; - [“CD +®»(SJ ] •••• 

I r .1, •*" 

— !**(«+ ^1 (l + ar)»-‘ “•-(1+x)»' ‘ ‘ 

Aber weil sich sehr leicht beweisen lässt, dass ‘ 

«»(r)H-«r(r_l) = («» + l)cr), . ■■ ' 

SO hat man 

( 1 + ^)-« = 1 - «»(1) -f- (« + 1 )(2x . — (ot + 



• Tlf. t 



:± («.-+- 1)0)., T!""" 



ar>n+i 



(1 V a:)'«— I (I -j-x)“' 



Wiederholt man dieselbe Dmbildung^ bei allen Gliedern, . die 
noch den Divisor 1+x haben, so erhält man ferner: 

(1 -i- X)-" = 1 — «(1)« + (»» + i)(2)jr* — 2 )o) . r~r~z • • 

. i-f-X 

— (®* • (1 -f. iH-x)» 

Fährt mau 'so fort, bis man zu einem Glied mit dem Factor x' 
gekommen ist, das aber deo"Divisor 1 + ^ nicht mehr hat, so fin- 
d^et sich: 

« •• •% 

(l+x)-^ = l— I»(1)XH-(«»+1)(2)X* — («»+2)(3)X* .... 

± («» H- r — l)<r)X'', , ...I, 

wozu aber noch der Rest , . . ■ ■ 



^»"+1 

[{»! + »•)(, + ,) — (a»4-r)(r + 2 ) . J 



' ‘ ' x>*^I 

T .J 



(OT-t-rjfi^DXr-H CT— 1 X 

1-f.x '■ r-t-2' 1-j-x 



-t-x (1 -hx)« 
CT — 1 . CT — 2 X’ 



r-t-2,r-t-3 '(l+x)’"',‘ 
CT — l.CT — 2....1 ' X*— I 



1 



r-)-2.r-f-3....r+OT ' (1 + x)«— i 

fainzukommen muss, um (l+x)~"* vollständig zu erhalten. Da 
die in der Pnrentbcse enthaltene Reihe sich der 1 um so mehr nä- 
liert, je grösser r ist, so kommt die Bedingung der Convergenz 
vorzüglich auf den Ausdruck 

\ 

' • (w -H r)(r+l)X**^-t • 

1-l-x 
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zurück, und es lässt sich leicht zeigen, dass wenn derselbe anfanp 
auch einen bedeutenden Werth bst, er doch endlich schneller ab- 
nimmt, als die Glieder einer geometrischen Reihe, deren Exponent 
irgend ein echter Brach ist, wenn auch a: eia solcher ist. Daher 
ist für alle positive oder negative Xt die kleiner als 1 sind, 

(1 -4- or)-" = 1 — s*(i)a? *4 - {m -4- !)(*)** — (*» -4- 2)(i)ar* 

was mit der Form 

1 + (— «)(D JT -f- (— «w)(j) X* -4- (— .... 

iibereiukommt. Ich meine aber, die Entwickelung sei richtig, auch 
wenn x'^l, und statt einer solchen Entwickelung laase sich 
überall nur (1 -4- x)~'" setzen. 



Eine Entwickelung der Art nenne ich nun einedirecte. Wird 
dieselbe sehr verwickelt «der erfordert sie bedeutende Vorbereitun- 
gen, sojritt oft die indirecte Entwickelung, d. h. die Methode der 
unbestimmten Coefücienlen, als Veruiitlleri'n ein. Dieselbe muss 
aber nutbwendig die Form der Reihe, deren Coefficienten sie be- 
stimmen will, uU hinlänglich durch annlytische Wahrheiten begrnn- 
det vorfinden. bo folgt leicht mit Hülfe des hinomischen i.elirsatzrs 
für positive Expoueuten und durch die gewöhnliche Divisina, dass 
der Ausdruck eine Reihe von der Form 

a 

. . 1 -4-,/(l)a?-4- +. . ., 

geben muss, und durch die analytischen Eigenschaften dieses Aas- 
druckes, die nothwenilig auch der Reihe zuKummen inüseeD«)fiodet 
sich die Kelution der Cucfflcienten , wornach sie gegenseitig vos 
einander abhängen. Der VVertb von wird sich aber , {dadurch 
noch nicht finden lassen, derseihe muss vielmehi uumittelbsr 
aus directer Entwickelung hervorgehen. Diese Bemerkung ist für 
die Sache von Wichtigkeit; die Methode, der unbestimmteD CoefE- 
cienten findet zunächst immer nur deren Relation und niclit ihre 
absoluten Werthe; sie findet, wie alle übrigen Coefficienten von 
ersten abhängen, aber durchaus nicht den eraten selbst. Uft freilich 
nehmen wir den ersten Coefficienten gleich von vorn herein richtig 
an, wie z. B. bei QuotieoteoentwickeTungen. 

Ueberlegt man so mit Klarheit den Gang der Schlüsse, so fällt 
der Zweifel sogleich hinweg, ob wirklich die Entwickelung mit 
der entwickelten Function identisch sei, ob beide nicht vielmekr 
nur die syntaktische Kigensebuft gemein haben., vermöge welcher 
die Relation der Coefficienten bestimmt wurde. Die Form der Reihe 
ist nuchgewiesen durch eioe Entwickelung, welche zugleich denje- 
nigen oder auch diejenigen Coefficienten gab, von welchen die Be- 
stimmung aller übrigen uhhängt, und aus den syntaktischen ifigen- 
scliafien der Function bestimmten sich zuletzt alle jene übriges 
Coefficienten. Was verlangt man da nun aoebf 

Ich wüsste nicht, ivas die neuere Analysis dem entgegensetzes 
wollte, als die Bescliuldiguug, dass man mit einer Reibe operire, 
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TOD der man noch nicht weise, ob sie convergirt, und bei der man 
folglicb den Rest beachten müsse, der freilich unbekannt fst. Wenn 
dieser Einwurf einen Sinn haben soll, so musste die Ueinung sein, 
dass durch die Vernacblässigüng des Restes ein fehlerhaftes Ent 
wickelungsgesetz gefunden werden könnte. lAllein hier fragt man, 
ob denn nicht dieselbe Gefahr auch bei convergirenden Reiben rnr- 
banden sei, denn der Rest hat ja immer dieselbe Form, die Reihe 
mag .convergiren oder divorgiren. Wir müssten also die’ Methode 
der unbestimmten CoefGcienten auch bei convergirenden Reihen 
fallen lassen , aber dann sind jene neuen so' hoch gepriesenen Me- 
thoden nicht besser daran. Diess würde z. B. mit der, namentlich 
von Caucby geübten Summationsmethode der Fall sein, welche noch 
Uberdiess dem synthetischen oder progressiven Fortrage der Mathe- 
matik zuwider ist. Wenn so grosse Männer vermöge der Gewalt 
ihres Geistes einen Stoff nach Belieben formen können und zu for- 
men sich erlauben, so kann’ damit noch nicht gemeint sein, dass 
solche Gebilde für ein wissenschaftliches System sich schicken. i 

Obschon es sich kaum der Mühe lohnt, weitläufiger von dieser ' 
Sache zu reden, so will ich dieselbe doch noch ein wenig weiter 
verfolgen und, um mich auf eiu bestimmtes Beispiel zu .beziehen, 
die Reihe . u > , , i . . . ■ . 

, ' . . ,.i -i,,., 

1 + 4 - .==/(*») • 

wählen, deren Charoktere bekannt sind, und für welche, sich die 
Convergenz, die in allen Fällen, woijT'«^! ist, statt findet, bewei- 
sen lässt. Multiplicirt .waui sici mibiciner äiiniiehen Reibe 

I • < tl ■ 5 1; • 1l *» » ’l * 1 r? » » t|l'J . 

so findet man mit Hülfe einer vorher nachgewiesenen Eigenschaft 
der Binomialcoefficientea, dass /’(««) X/'(«) = /'(»? - 4 - «) sein muss. 
Hieraus mit Hülfe der specicHen Wcrtlie jf(l) = l -j- und 
y(0) = l liMet man. alsdann, dass überhaupt /■(«) = (I-t-.-r)« ist. Wer 
steht mir denn aber dafür, dass in das Product beider Reihen keine 
Störung in das Entwickelungsgesetz gekommen sei? Antwortet mau 
aber, dass der weggelassene Rest nur die Entwickelung einer jeden 
Reibe in gleicher Weise weiter gefülirt haben würde und dass iin 
Froducte alle Glieder mit einerlei Potenzen vollständig zusammeo- 
{^estellt seien, so frage ich, warum das nicht eben so gut für diver- 
prirende Reiben gelten soll? Wenn man jede Reibe eiiiniäl abbriclit 
und dann das Product macht, so werden die letzten Glieder üessel- 
hen immer fehlerhaft, d.äh. sie sind nicht nach demselben Gesetz 
gebildet, wie die ersten, aber sie ergänzen sich uns den Produc- 
ten, welche die'Reste zu I'actoren haben , wenn *diescllien weiter 
entwickelt werden. Dieses geschieht aber auf gleiche Weise z. B. 
iu' den obigen Reiben, oe mag grösser oder kleiner als 1 sein, denn 
die Reste sind in allen Fällen dieselbe Fnnctionsform und geben 
also auch dieselbe Entwickelung. 

So scheint es, als ob die Schwierigkeit nur mit Gewalt herbei 
gezogen sei, oder dass sie sich auf die Meinung gründe, dass di- 
vergireude Reiben nur Ausdrücke mit gewissen Byntaktischeu Eigen- 
sebaften seien. Sind sie denn nicht zugleich auch cliiirakterisch 
für diQ Fonction, woraus sie «ntspriagen, ik h. kann dieselbe rVill- 
Theii V. '11 
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stiMig' bCBtlmiit» R^b«^'AUB4T«rsetiied«n«tt>:i^aiM!iiaMi^fflM ent- 
wiikelt'Brsrdenf nhi't> iiMh<' 'iu/(ti bmi i?ii>t. 
^■<!ul J«tia «■igedeoteU' DemoastratiBti'Caucliys' fir' deK'binonriscfcet 
IvBbnatx Bcbeint iiiiri«B«U mit dem Nuaen eindr Raramitmeg' pu 
nicht richtig bezeichnet zu sein. Ea- wird ron den EimnsebaRei 
der Reibe auf 'die-Ennctien BaröchgeeehloMen, aus welcnier «ieent 
wickelt wetdeu kann. -:• Die ganze Demonstration ist so gehalten 
dass die Bedingung der Onvergen« gar nicht zur Sache gehhrt 
dass sie auch ohne diese Rücksicht ganz dieselbe bleiben würde, 
wenn man nur statt des Ansdrackes oer Summe den allgemeineret 
der Entwickelung zu substituiren beliebte , d. b. wenn man dii 
Frage so stellen wollte r ans wetcfaer Function kann die so gebib 
dete Reibe entwickelt werden? Und wie gross ist nun det Unter 
schied dieser Methode von der der unbestimmten Coefficienten, wel 
che nicht von den Eigenschaften der Coefficienten einer Reibe au 
die entwitskeltC'Funetiuh,'' Oondera'umMkehrt von deU' Eigensehaf 
ten der Fanction‘'auf die Godfficiouten fbrer Entwickelung Mblwstt! 
,1^ I <,i\ «I»/ jjuiiljdyr«)n « i.:ft : ii i, :>m x'i, .im «r'.' r 
1it>iu tiiiii (•>.)\ u«< .‘»uii'j/V iLii.l -j!; Iii i ij«, • i. ii/,' ■! 

.I'ibni uc' r, i miI i ni> 

'■" 'Die ’Couvergenz' oder Divergenz 'hat "auf' das 'Entwickelnngsge 
setz gar'keiuen Einfluss; sie'wird"aber alsbald erkannt, weno dii 
Reihe vollstündig- ist.‘> Zu ' sstcher’ Brltenntniss iisst sich tfber mi 
Weit 'weniger Aufwand von ReebUnngen gelangen, als gewdbnlicl 
geschieht, denn te>>J v>ü ,nriuuyli:.v-i'i ■■■■.n jcci 

'von der' au«r der ‘Ftmotibtt” Reih* 

weiss ich 'a'Hctoal'j’ii'daOs" »le • oenlV‘e'rg*irt,’''’'wen'n "ihn 
Glieder bis 'zUwVerschwiod'en 'kleiu'Werden.’ 

Dieses' will 4eh jetzt 'hu'‘begrlM>t(en'iiu(dmor ■ 

I gg ggi . i. l 'ril'H 'i ■ ’ 

■■■.f)')' ‘.'iii-A •iiii i r • ' ’*ti ■ 1.. ' "•HI I "iui;;! t- ■•'iiniii -i ' 

wo /Z(s) den läest bezeichnet. Auf gleiche Weise kat ^ian dana 



Woraus po^leich^ folgt I 



‘ :j ‘ ■ um 

*. j'.-M ■•i:i‘i 



jtj 1 



l' V , (M .m'.I".. - ; w.I 'l..,', , nil 

■1» -Unter der gemachten Voranssetrang'versdhwtndM also 'die Dil 
ferenz 'zweier Nachbarreste immer "Uiebr und ''incbr, je faiiiier ma' 
in die Reibe geht. Dessbalb verschwinden entweder die RestO Selbs 
und dann ist'die Sache klar. ' i'-* >' 

Will man Uber annehmen, diC' Reste verschwinden nicht» s 
müssen sie, wenn Z(^) Und alle Glieder seiner Entwickelung ead 
lieh sind, selbst nur einen endlichen Werth haben. Zugleich'wer 
den sie aber aneb im Portgange der Reihe» zu Folge der Voraus 
Setzung immer kleiner. Denn sind 'alle Glieder der Batwickelanj 
positiv, SO' -neigt die Gieichnng •’ •< 

1 I • . i;:i -.Ii'. ■■.,’• 

Ä(*_i) r- /l(«) =ss X(«>, dass Ji(n) •< 'Ä(»+i) < Jt(„) m. n. o 

« ^ ^ ■ * J 

Wccbselo aber; die Vorzeichen, so kann man wegen der Vosaua 
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setxDng (MaitWe Gliedargruppen bilden, < die bis zum Versebvmden 
nboebmen, und man erhält dann eine Reihe positiirer Glieder, für 
«elcbe 'Vi«de< daaaelbe gilt, wie anrbio. Aaeb Inaat sieb der Schluss 
leicht; ««f den Fall ausiidboM, wa alle bdberen Gbedw 4l«r Aeiba 
negativ sind. , • ■<> i n in t.v. • i. 

Hieraus folgt aber mit Notbirendigkeit, dass wenn die fieste 
eodlicb bieiben . sollten , sie sieb einer; ca nstantes (ih'össe C ohne 
Ende nähern müssten. 6s wäre also di« Gleicbnng . > 

y(.r)s= ■+• X(j) , X(») ■+■ C 



an so rkbtiger, je grosser «..wäror also auch , die Gleichung 
. .II- ’i-.. ii -^W) + Xtaji-iy .... JKf«) , 



i;^'l ;i|'i;i I II II • • )i. < I- tl.'.iil' I ,) • j 

um so, ri<;htiger., je grösser mi,wäce.( Ich finde. also. jet«t dieselbe 
Reibe convergirend, von welcher ich vorhin annabnt,. dass sie di- 
vergirc. Da nun aber die Reihe eine Entwickelung von f{x) ist, 
ao nähert sie sich auch ohne Ernte dem Werthe von f(a;) und nicht 
dem von f(x) — C, also dass -C verschwindet. 

Nimmt man an, dass. hei übrigens, esdlichen Gliedern der Reihe 
die Reste unendlich werden, so muss natürlich au«b f(x) uneadlich 
seis.) Dieseo Full könaten wirivon SLuaerer Betraebtuag ganz aus- 
seblisssea, allein es ist der Sa$|je aitge.sicsseitec, dea RegrilF der 
Convergenz auch darauf nuszudebnen. Der Rest verschwindet näm- 
lich hier nicht absolut, sondern im Vergleich zum Werthe von/{x),^ 
und weil dieser, un^dlifh 4st, s». muss .man' nstürtich den Rest bis 
ins Dnendlicha hiaausrUcken. Es ist noch immer ein grosser Un- 
terschied zwischen eiaev divergirenden Reibe und leiner solchen, 
deren Summe unendlich gross ist. Bei der erstcren kann von einer 
Summirung, d. Ii, Zusammenreebnung der Glieder auf keine Weise 
lie Rede sein. — ‘ Olivier bat in einem Aufsätze in GrClle’s Journal 
;inen ähnlichen Satz aufgestellt, als ich hier, alleia er lässt solche 
Reihen, die eine unendlich grosse Summe haben, an dem Begriffe 
1er Convergenz nicht Theil nehmen , auch redet er nicht von ent- 
ivickelten Keibeu, sondern setzt dieselben als ursprüngEefa gegeben 
roraus. Ihn sollte eigentlich der Satz zu der Entscheidung führen, 
)b die Summe einer gegebenen Reihe endlich oder unendlich sei, 
ind das kann derselbe nicht leisten. 

Doch wir wollen uns^ dabei nicht länger aufhalten; wir sehen, 
lass wenn /(x) einen, endlicheu Werth iiat^ der Rest seiner Ent- 
«ickelung,' deren Glieder -wir endlich voraussetzea, auch nnr end-- 
ich sein kann. Wetdeo dson «och die Glieder der Reihen über alle, 
iränzen klein, so convergirt sie, und diese Wahrheit üherliebt uns 
'ieler nutzlosen Rechuttpgen und bringt uns auf eia freuadlicberes 
'eld der Wissenschaft, .w^uii wir nur uoablässlicli die einug ihrem 
'liarakter entsprechende Methode, die der Entwickelungen nämlich, 
ie seien direct oder indirect, verfolgen wolleu. Für jene Fehler, 
ie man durah - den Gebrauch divergireuder Reiben bekummen lia- 
cn will , werden sich sicherlich bessere Erklärungsgründe auffin- 
en lassen, als die Divergenz, und die Wissenschaft wird aus <len- 
elben einen grösseren Gewinn «ieben, als durch all« Uutersuchuo- 
en über die Convergenz. 



11 * 




f 6. 






Ich "komme dud noch zur Rntwickelaug der ExpoBeutialreilM) 
für welche .ich nur die Gültigkeit der Binomialreibe bei gauzeu po- 
sitiven und negativen Exponenten voranssetze. Ist sie für solche! 
Exponenten entwickelt, so lässt sich ihre Allgemeinheit sehr leicht 
darthun und daraus dann rückwärts auf die allgemeine Gültigkeit 
der Binomialreibe schliessen. Ich meine gerade nicht, dass auf die- 
sem Wege etwas Wesentliches gewonnen werde, obscbon man da- 
bei auch nichts einbüsst; mein Zweck ist nur, die Methode der nn- 
bestimmten Coefficienten in ein klares Licht zu setzen. 

Die Entwickelung der Exponentialreihe, die ich hier gebe, ist’ 
keine andere, als die von Tnibaut in der allgemeinen Arithmetik 
angedeutete, aber nicht bis zu den Anforderungen der neueren Ma- 
thematik durcbgefdhrte. Sie'bestebt lediglich in einer, anderen An- 
ordnung der Binonnialreibe. In'ar' setze ich 1 -f- Atnnd erhallfej 

1- ..I - I Ur • ■ '■■ ■ ' > ' * <■ -IS - 

' • I •'•^1 Itl » t ^ -I. • .-.••• . • » 

also weüu ich 7 -. \ =ß setze: *' * • * • * 

^ I . f M M* • » ‘ • |M 

' li • • '*1 • f V I *. t ' 

Löse ich hier die Facultäten aller' Glieder auf und bezeichne durch 

r ^ 

C(m) die Summe aller Producte-'xu je r' Factoren nns den Zahl«# 
von 1 bis m, so 'wird: • - ..i j- . 

^ - * - #* *-.-i . I % 

1 

a: . ir ■+■ 1 

1 * 

a: .a; + 2 = ar* -t- C( 3 )o: 

‘1 2 f 

a: . X -t- 1 . X + 2 . x -|- 3 = x* -f- C(i^x* C(t)X* -f-. 

u. 8 . w. ' 

Steile ich nun hier olle Glieder zusammen, welche gleiche Potenzeai 
von X enthalten, so bekomme ich die neue Entwickelung: 



I 2 t 

1 ■ r fl ■ I f-(2) fl, , ^f3) fl. . , X 

i-hiß +Y72P r^p 






1 2 S 

■f-V' + S'’' +,- 717 , /»■ 

. u. s. w. .J 
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was wir kürzer mit 

II fl"— 11 A X I .• • ■ -I 

II. o —i-f-^.ar-t- J 2 ^1.2.3^ ^ 1.2.3. ...»»^ 

bezeiehoen wollen. Hier ist nun 
, III. + 



^ ßn+r 

n -t- 1 . rt + 2 .... »t + 



Dabei ist aber, noch zu bemerJten,..da8B diese F^twiekelnng so- 
wohl für, positive als auch für negative ^ gilt. Bei 'letzteren muss 
zwar die Reihe endlich abbreclien, indem sich auf (1 — re- 
ducirt, allein da dann alle Glieder der Reihe, welche man nach 
gleichem Gesetz ober das Glied' hinaus bildet, der Ogieich wer- 
den, so ist die Fortführung bis ins Unendliche immerbiu zuiüssig. 

Die Entwickelung ist in Bezug auf ar eigentlich schon v^l- 
ständig, es bedarf bloss noch einer Reduction der Coefficienten und 
der Nach Weisung der Convergenz, tfm jetzigen Anforderungen zu 

I •• 

genügen. Weil aber überhaupt C(m) = 1.2.3 m, so wird 

iV. ^ = + 

Nit meinem- oben anfgestellten Satze' darf ich eigentlich die Con- 
rergenz dieser Reibe nicht beweisen, weil ich die Function /{ß) 
noch nicht kenne, aus welcher ^ entwickelt werden kann. Da 

indessen ß = — für alle positive 6 ein echter Bruch 

ist, so fällt die Reihe schneller als die geometrische ß -i- ß* 
+ ß’ -i- .... = \ —ß — ** folglich A->C.l). 

In A[n) ist der Coefficient des allgemeinen Gliedes 

• i*" 

und es ist derselbe kleiner als der Coeffi- 



> 1 - 1 - l.n-i-2....n-i-r' 
cient von ß' in der Entwickelung von (1 — ß)~"> d. h. 



C(m+r—r> 



n + l.n-i-2....n + r 






Denn das grösste Product in C(n+r—i) ist «.w-l-l .«+2....«-|-r — 1, 

— = («-f-r — l)(r) die An^hl al- 



n-j-t — l.w-i-r — 2... 



1.2.S....r 

Icr Producte ist, so hat mau 



— l)(r) >s.«-1-1.«-1-2.,..»-4->‘— 1, 

jnd daher 
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I ' ■» u? Al -m 

woraus obige Behauptung sogleich hervorgeht. Daher aind alle 
Glieder <|er Reihe ^(n) kleiner als die gleicbzähligcn in der Est- 
wickelung ß”(l — und folglich, weil hier Convergenc statt 
tindet, 



. d. b. 



■ß 

Also sind die Glieder der Expogentiaireihe. sämmtlicb kleiner ili 

Iß^jc^ oc^ 

die gleichzähligen in der Reihe + TTä +17^ 

da diese schon bis iss Unendliche aboehmeUi so 'darf sasa nach nei- 
nem obigen Satze auf die Conyergenz der Kxpanentialreifae achUetsn, 
da die Snmme derselben an Folge der Batwiekelnng nichts asden 
als sein kann. 

. . Bisher haben wir directe Bntwickelang und dieselbe ist. ei^t- 
lieb in so fern schon vollständig,' als der Werth von a* dnirch’^A 
Reihe I, schon berechenbar ist. Da aber A,, A(i ) .... A(n^ Pt^chih 
nen von /9, d. Ii. von s» sind, so könnte es konmen, dass diire 
wisse einfache Relation zwischen den Coeffieienten statt hätten im 
i-lie aus A alle übrigen finden liesse. Um diese Relation auf di' 
rectem Wege zu entdecken, mössten wir tiefer in die Natnr da 

r * ; ; 7 ' • . .d • ' «s - t 

Ausdrucks Q«) eNgehcny: aHcin uin'diestn'sn^TerBieidea, bedieati 
wir uns der Methode der unbestimmten Coefficienten, d. h. wir lO' 
rlien die Relation der Coeffieisnten ..tl, ,.ri id^i^'darch 
liigenscbaften der Function a^, > , 

.Wir setzen daher ar -j- y statt jT'in IL nad erhalten dsni 
Auflösung der Potenzen von a? -h y leicht folgende neae Anotd- 
nnng; 



- V. tt^->Tf=:l-t-Aa;-+ 






• [A 



1.2 *■ 
1.2 






I. 

Ue S. W,, 



1.2.3 + *“* 

■*T2Ts-»-**'*y 



womit ich meine, dass die Entwickelung nach den Potenzen voa 
y geordnet sein soll. Aus — erhält man aber, we» 

man für <ry die Entwickelung einsetzt: 



VI. «*+y = «*-*- 



Ama^y' 



4.-2 



I 



Hier meint man nun geweknlieh noeb fernere ÜmhiidiHis^ asaoha ; 
zu müssen, um zn beweisen, dass in V. und VI. die Gueder, wel- 
che die erste Potenz von y zum Factor haben, wirklich glejch sitd. 
Ich halte diese Bemühung für sehr überflüssig, denn es handelt liA 
hier nicht nm eine numerische Gleichheit beider KatwickelnageD. 
es ist ja die Frage darnach, welche Relation zwischen den CoefS- 
cientrn Ay A(i) .,,,A[n) statt haben muss, damit die Entwiokelang« 
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in V. und VI. durchaus identisch werden. Hierdurch wird j» die 
Identität der gleicfagebildeten Glieder in beiden Reihen zur unmit- 
telbaren Bedingung. Han bat daher, wenn man di» Glieder ohne 
y vergleicht, 

,■ -t I I "i 

wie nothwendig. Alsdann 

d. b.' wdhn wir wieder statt a* die Reihe II. dnsetzen: “ ' 

min' ,j_5j ■‘Irr j ^2 _.jrr* •••!• ; ., «, ^ 

-"■asil-vK yi*i I ii ' -"’V o >. >• • t. mi'-i.li» »■ "u 



1.2 



MM • b’ if*r. II -w VT* *»•* • 

■ >•' ‘■i’ 

iftuA iir- « 



ttoi, folglich Ai») = AAi2):^A*;, „j. 

ü6<,i*a«pt.dw=t=^-. , ’• 

^aher haben wir . ..... 






■ ' \> 1 • / 






.. 1.» *^yl.2.» ■*". 1 . 2 . 3 . 4 'r*"“"'.i. 



. ■>. « l. 



.11 i i ti 1. 



WO nun die Entwickelung vollständig ist. Die Gleichung A^h) 
= A" führt uns ' zngleidi auch <zu idem stAänen Resultate^ aus .■ < 

* il !■ iiyi. “XI.) i'-u 

VIII. 'I •+• i/J* •+• ..)" ‘I * - i ■ ■ > •' 

ff- r <^»«) .» ■ CM-n ff^ . g(»He)_- 



i” *4^1.1» -4-2*^ • ^ wf.lin442^''4-r^ 

r 

Cjn+r-n 



»«4-1. »-4-2-. 



-rt*:-- 



. Es ist nun noch zu beweisen, dass die Reihe VIII. allgemein 
gilt.' Zn dem Ende bemerken wir, dass yd .eine Function von a 
ist, die wir mit 9(0) bezeichnen wollen. Setzt man a'" statt 0, 
Zahl i ■ • . ' . . _ . 



wo m eine ganze ^abl ist, so wird 9>(0*‘) aus 91(0). Da aber 



(0*»)* = 0®* Z55 1 -4- Amo! -f- 



1.2 






so sehen wir sogleich, dass 91(0®) = <»91(0) sein muss. Dieses gilt 
zunächst Tür ganze positive oder negative m, kann aber leicht auch 
für gebrochene »• bewiesen werden. Man hat nämlich 

• .-• * .'t t »* ■ ^ p 

daher ' •' - ' 



>1 I i'j^ 1.» ■ . - ■, 

9 >( 0 V-) = '^ 9 »( 0 ). 

. ' ^ - 



I I 



•a 



t 
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Demnach ist auch 

I 

, . r ^ V . (W«))* P*-. 

= 1 -+- <f[a) . - + . ^ + . . . . 

<1. Ii. die Exponentialreilie^ gilt für alle positive oder negative gaoze 
oder gebrochene Wertbe* des Exponeqten. Daher gilt aucn die 
Reihe 1. für jeden Werth von a:, und wenn man sie wieder so re- 
ducirt, dass die gleichen Potenzen von ß zusammen kommen, danit 
statt der coinhinatorischen Ausdrücke wieder die Facultäten setzt, 
so erhält man die Binomialreihe wieder, die folglich ganz allgemein 
gilt. . , • •• 

Der Wertli von 

zeigt uns auf das Unzweideutigste, dass für a eine solche Zakl 
existiren müsse, wodurch wird. Bezeichnen wir sie mite, 

so haben wir 

= l -F- a: + 7-5 + , „ , 



also für ^=1 



U 

1 . 2 . 3 . 4 ' 



Wir machen nnn .e zur Grundzahl eines Logarithmensysten, 
das wir das natürliche neunen. Weil dann für ;r = l: ' 

« = 1 -4- ^ + YTäTj “l~ • • • • = 



so folgt 



A=:;\og nat 0 . 



Da nun 0 = ^ so folgt sogleich: 

lüg nat (1 - jS) = - (/* + i/S» -H iß' >/S« + . /. .). 



Einen wichtigen Zweifel dürfen wir uns jedohh am Ende nicht 
verhehlen, den ich absichtlich in die Rechnung des vorigen Paragra- 
phen legte. Die Aufgabe war, in den Reihen. V. und VI. die Coef- 
licienteu so zu bestimmen, dass beide identisch werden. Oiess er- 
fordert, dass die gleich gebildeten Glieder identisch sind. In der 
Tbat liegen auch die von p freien Glieder a' und 1 -|- Ax + 

"T o ' + * * » « schoD als ideotisch vor. Dann maditen wir die Glie* 
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der mit der eraten Potenz von y identisch , nämlich A . = A 

+ .... uud dieses führte uns auf einmal zUr Be- 

stimiBDDi^ der gesnchten Relation zwischen den Coefiicienten A, 
Ali) .... A(„), Demnach werden in V. und VI. die zwei ersten 
Glieder beider Reiben identisch, aber wie steht es denn mit 
den Gliedere, welche die höheren Potenzen von y zu 
Factoren haben? 

Man hilft sich hier gewöhnlich damit, dass man beide Reiben 
einander gleich setzt, die gleichen von y unabhängigen Glieder dann 
weglässt, mit y dividirt und zuletzt ^=0 setzt, wodurch man die 
Bestimmungsgleicliuog für alle Coefficienteo er^t. Dieses Verfah- 
ren ist im Grunde mit dem der DifferentialrecMning ganz 'einerlei, 
denn mau erhält dadurch die derivirten Functionen, und eben da- 
hinaus kommen auch andere Umbildungsmethoden, z. B. die im ma- 
thematischen VVörterbuche Bd. V. Tb. 1. S. 50ü in Anwendung ge- 
brachte. Aber es bleibt hierbei immer der oben ausgesprochene 
Zweifel; ea werdeu xwar zwei ^ Glieder der beiden' üntwickelongen 
für a^-*-y identisch, aber nicht alle. Vielleicht ist dieses ein Haupt 
grund, warum die Methode der unbestimmten Coeffleienten' nicht be- 
friedigen wollte. Denn die Relation der CoefBcienten soll ja so 
bestimmt werden, dass die Bedingung a^-^=:a^.ay erfüllt wird, 
nicht dass bloss ein Paar Glieder von beiderlei Entwickelung iden- 
tisch werden. ■ ■■•.. • > 

Man hat hier offenbar ein Princip in die elementare Analysis 
herabgezogen, ohne davon nur die^ mindeste Rechenschaft zu geben. 
Wenn daher die Methode nicht befriedigt, so kann man doch des- 
wegen den Grund nicht den unbestimmten Coefheienten zur Last 
legen. So wie diese Methode vielfach angewandt worden, ist sie 
eigentlich nur durch eine gut begründete Derivationsrechnung zu- 
lässig.. 

ln unserem Falle lässt sich freilich die vollständige Nachwei- 
siing leicht geben, pie vollkommene Identität der beiden Reiben 
V. und VI. erheischt, dass überhaupt 

Ai„)a^ und + A^n+\)X + 

vollkommen identisch werden, wie sieb sehr ■ leicht ergiebt, wenn 
luan aus den. Reihen > 

und 

die Glieder heraussondert, welche den Factor y^ bähen. Setzen 
wir nun statt A(n), A(„+j), A(„+i) die im vorigen Paragraphen ge- 
fundenen Wertbc A’', so ist die Identität der obigen 

allgemeinen Gleichung sogleich einleuchtend, und die Entwickelung 
der Exponential-, so wie auch der ßinomialreihe ist auf das streng- 
ste > gerechtfertigt. 

Aber so leicht durfte die Rechtfertigung in anderen Fällen 
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niekt sein, daher alterdian zu ratben iit, die Methode der >unbe> 
etimmteD CoefGcieoten nicht bei Seite zu legen, denn wir würden 
dann die Analjsis an ihrem innersten Wesen verletzen; wohl aber 
ist ZU ratben , die Schwächen , welche den elementaren Entwickm- 
laugcD hier und da noch ankleben, durch kluge Maaasregeln . zu 
beseitigen. 

M'.ij K- 3m* M ' I ^^^1 ' 

. *•* h *:•“ »i h /• .'‘»Ui; ci<» > ; * .. 

fii r ‘ - “ •'-.I. 
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• - i'». • 


■ *1 , ' • J 


1 1 , 1 > 


1 (1 i f» 


iuiu 1, 
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'»niijlu „ 


1*9 tu 
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Dissertation sur la tböorie des axes princi^ux 
et des axes permanents- de rotatioiL' ~ :> 

■ , . '.U\' ’U'ii/ 

Par : .1 .1 

Monsieur Steichen, 

Professeur ä l'ecole miliuire de Belgique 
ä Bruxelles. 



I. Thöorie des axes principaux. . 

• '1 4 ' •'"•* 1 ' iLl 

I ’ 4 ■ ’ ll • 

L'objet de cette dissertation) est de simplifier et de cempidter 
la thdorie des'oxes principaux, et pour atteiadre k ce but, neun re- 
prendroos en eotier le probleme qui s’y. rapporte et nous baseroms. 
netre solotion sar> quelques ddlioitions et notiens fondamentales 'de 
'mdcanique;'' que.i’oa admettra probablement sann diffieultdtuear eeei 
Dotions ne reohernent en elles.mdmes rien de gnatait^uet dies of- 
frent l’avantlige de conduire par le meyen de i'analyse evdinaire xi 
la soIution directe des questiens k traiter. > 1 -tr.ij .m 

Concevons nn Systeme matdriel bomegene, i.pourvu id’ua axci 
fixe qoi le traverse en son centre d’inertie^ a; l’instar d’nu >esai«i:i 
raide et indbranlable, et imprimons au. corpn an raoUveme&t de rm-. 
tation sar cet axe. Sera-t-ii. possible de troaver a eet .axe ua«: 
Position pour laquelle les forces centrifnges, qui naissent de «ett«! 
rotation, se fassent dquilibre et ne tendent pas k le ddplaceef ti-i.a 
Pour s’assurer de In possibilitd de la question et pour en tron ■ 
ver en mdme temps uae soIution directe et gdndrale, ii fau: 
commencer par exprimer anaiytiquement les conditions mdcaniqaei 
qu’elle entraine. Or. coreiae les forces centrifuges ne dqireot potn 
depiaoer l’essieu de rotation, lors mdme qu’il serait lihreiiÜI.&i>tjliU 'i 
la sommes algdbrique de lenrs composantes suivant ua axe quelcots 
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qae golt oalle, et que de plui lear dnergie totale a'tonroer Peeaieu 
•)e rotatioD autoor <Pud nutre axe queleonque,. pagiant per le ceatre 
etiit nulle auesi. Man ea fragaot par ee centre ua plan noraal k 
faxe ixe pnmitif, et tirant dang ee plan d«ox axea reciaoguiaircs 
entr’eax f%\ It/ , oD obtient un gyatkne ' d’axes coordoande reetan- 
gies 1%, ly\ doat le dernier eoVacide avec Taxe de rntatien, 
et dont leg deux premiers aeront cengda fixes dans le corps, mais 
nobiieg aree Ini autour de Jx^. 8i donc ü ddnote ia viteaae aa> 
gutaire da gyatbme touraant, at que %' goient les coordonndes 

d’un point matdriel queleonque m du solide, on aura lesforceaeen- 
tr ifngea tta rtielleg, re prdgentdea par les expressionst m , Q* . 

y“ -+- äT*, <w’ . ü* . 1/ j/"* -1-*"* . . . et toutes cea forees dtant 
normales de directioo a faxe Ix' , Ia somme de leurs projections ' ■ 

urtbogonales sur cette lig^e sera nulle d’elle-mduie. ll 'faudra donc 
les egtiiner par rapport a une aptre droite ayant nne pbsition moins 
particuliere, et l’oo pourra toujours couimencer par prendre /y' pour 
'axe de comparaison. ' 

La pro jection sur cette droite de la force centrifuge . 
oevrddnit ik et deimdme gm Taxe Xs', eile de* 

vieot aiosi d’apres ia premiere condition qui doit expriuer 

la nullitd de ia tramslation, on de la teodauce du solide k la trans- 
lation, le loog d’un axe queleonque, il faudra poser les equations 
analytiqnes; 

.^.my'=:0, a*.2.mx'=:0 
« 

lesquelles, par suite de la ddfinition du centre d’ioer.tle, sont satis- 
faiteg d’elles • mdmes , et l’on aura par consdquent pas besoin de 
s’en embarragser. ' ... 

Quant qn moyen d’exprlmer la seconde condition', 'on doit se 
rappeier que l’energie tettale de phigienrs forees k loUroer un corps 
autour d’une droite, teile que jy, s’obtient par la projection de 
toutes les forees sur un plan perpendicolaire k la droit«, et par 
Paddition algdbriqne des moments des forees aiosi nrojeties.* Mais 
les fetces centrifuges, projetdes par exemple sur le plan des 
donneat -’liea k un grenppe de forees paralleles ä* . ma, Q* . mx', 

Q* parcequ’elles sont toutes dirigdes dans des plans per- 

penditulaires k l’axe Ix'^ de plüs le moment d’ime force, teile que 
i}*‘idtx','l>ar rapport 'k l’axe .fy, se compose du produit de 12* . xax' 

t iar ' la I perpendienlnire abaissde de I’ origine / sur ia directioo de 
a force, on par l’abscisse' jr'. de Sorte que ce moment est 
.x/x‘> etile' momeatitotat 'sera parcootdqnent iS* , smr'x'. — 

Ob 'troavem’ de • mdmei que l’dnergie totale des forees k toumer 
le eorps et 'l’essien Ix' autour de l’axe Ix' est>reprdsentde per ' 
Si*2imx'y'’, et pour exprimer que cette double, tendaoee k la ro- 
tation» est nulle, il faudra poser par consdquebt les conditions 
analytiquea: - .■ i . . / • . 

,Si* .S.mxy’ = 0, a* .2.0$x’x’saO. .. 

■ I.” ■ * ■ . , . Tj . ..1 

Onipourrait peut>dtre croire, que ces ironditious soient insufilsautes 
pour 'exprimer que les forees centrifuges ne tendeot pas k ddplacer 
l'trttd'/jrV muis on doit remarquer qu’elles ne sont pas mdme toutes 
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deux n^cessaireg, et qn’une, seule d’entr’elles cntfit, paisqne nom 
n’avons paa aasigod jusqu’ici de poaition particuli^re aux axes /y', 
!%' daos le plan normal cd I k Ixf. Seulement degqu’on se donac 
la direction de /y, eelle de 1%' en rdsulte, comme devant dtre nor- 
male k l’autre. O’ailleurs il eat manifeato que la rotation d« Ix 
n’eat poaaible qu’antour d’un axe aitud dana le plan Si l’oa 

donnait toutefoM l'axe dana le plan, il faudrait poser a la feit 
lea deuK dquationa prdcldeDtea, parcequ’alora la gyration de /«’ 
antounide /^'pourrait ttre nulle, aana qu’elle le füt en möme temps 
autour de l’axe Ix\ normal k //. 

Cela poad tracona au centre d’inertie J troia nonveanx axea < 
rectanglea Ix, ly, 1% qui soient fixes et immobiles, et suppoaoos 

cos (a/, x~) = a, cos {a^, y) = /?, cos {a^, ») = y 
cos (y, x) = ul, cos (y', y) = ß', cos (y', x) = / 
cos (»', ar) = a", cos (»', y) = /S", cos(a', *) = y" ' 

de plus X, y, x d^notant les coordonndes d’un point m, raoporle j 
aux axes fixes, k un instant quekonque de la rotation ,'panr'leqael 
ce mdme point a par rapport aux axes mobiles les coordunndea'W', 
y'yx’, on doit avoir d’aprea la traosformatioD connue: • >•. 

' ! I . ' 

= ax -t- ßy yx 
y' =a'x^-ß’y-j-/x » 
xL=a"x-hß''y-i-y"z ' 

et les six equations de condition; ' ' 

= o'* -MS-» +y'» = 1, a"> + /?"* -4- y"* = 1 ^ 

aa'-t-ßlS'-t-yy' = 0, €«*"-+- jS/S'' + 'yy" = 0, «'o" -4- -f- y^y«=0. ' 

'1 • ' 
Mais pour que l’easieu Ix', jusqu’ici arbitraire de direction dana le ! 
Systeme matdriel, k cause qu’il a dtd rendu fixe, cotacide avcc 
l’axe d’dquilibration des forces centrifuges, partant. pourqu'^ 
tant rendu uhre il ne se ddplace pas d’un mouvement g'yratuire, 
pendaut que le Systeme tourne sur lui, il est necessaire que les as- ^ 
gles .relatil's aux coaiuua a, y soient ceux que forme l’axe d’dqai- I 
libratiou. avec les irois axes cuordonnds fixes Ix, ly. Ix s}nL soat 
inddpendants du corpa. 11 faut donc que les deux.dquationä de con- 
dition posdea plus baut, subsistent ici; ou bien il sera ndcessaif« 
du moins, que la prämiere d’entr’elles. soit satisfaite, Taxe Jyl dtaot , 
deslors arbitraire de direction dans le plan, y's'; il faut et il ai^t 
parconaequent que l’on fasse dans cette hypotbkse: 

ß* . »»:r'y'=0, ou 2 .mx'y' = 0. ^ 

Subatituant la valeur du rectangle en X'x', eo fonction de' xy. 

«> ß> fl obrdger: 

2.wix'*z=a, 2.my'*^=b, 2.mx*^c 

2 .mxy=f, ' 2 ,mxx=.g, 2.myx-=h, • 

I I 

oU'Obtiendra par un calcul rapide et facile la condition trauBforme«: 
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< 

’ -i-gWr-^ «/)-*- Hß’y + ßy')---, , 

Et comme cette ^quation doU @tre sadtfaite, quelle qne aoit la 
Position de l’aze.yy daua le plan nornal <y/x'), eile doit encoee 
etre remplie pour le caa oü aprea avoir fait tourner lea asea 1%' 
(laas ce plan oo a amend It/ dana uue position pour laquelle 
= 90°, c. ^ d. pour le caa dea' = 0, et pourvu qu'on tieuue compte 
de la eoudition simplifide = 0. On aura doue ainsi, en , 

supprimaot le facteur commun jS': 

{6—c).ßy + f.a.Y — g.a^-\r — ß')A = 0 . . . . ( I ). 

Mais IVquation de condition pfdndrale est encore aatiafaite pour la 
Position particuliere de l’axe 7y' dana laquelle /$' = 0, pourvu qu’on 
tieone compte de la condition aimplifide = qui en rd- 

sulte; on est ainsi conduit ä nne deuxicme relation entre quantitds 
connües et inconnnea: 

^,i^-c)ay-i-f.ßy-i-(y*—a^)g—a.ß.A = 0 (II). 

Ot: cea denx dqnations particulieres, dtant jointes ä la relation per- 
petueJi« ' a* >-1-^° + z= 1 , sont dvidemment snfiiaantes pour dd^ 
termioer les troia inconnäes a, ß, y, et partant la position de i’axe 
d’eqailibration dea forces centrifugea qne Ton cliercbe; mais rien ne 
Dons prouve encore que cet axe exiate, puisque nous ne savons pas, 
si l’elimination nous donnera des valeurs rdellea ou iinaginaires 
ponr a, ß, y. II y. a d’ailleurs une aulre difficultd, c’est que rien 
n’empecbe de faire k son tour y' = 0 dana rdqitation gdndrale; et 
cette auppositiou donnera ia Seme equation; 

(a — A)u.ß +/{ß'‘ — a*) + g . ßy — A . ay = 0 (III) 

et l’oD aurait ainsi quatre dquations pour ddterminer troia incon- 
Buea. II importe donc d’examiner avant tout si la 4eme dquation, 
marqude par (III.), n’est pas unc consdquence des troia autres; car 
si ce cas n’arrive pas, tonte recbercbe ulterieure sera iiintile, et 
I’axe eberchd sera imposaible. 'Or on voit aisdoient qn'en multi-' 
pliant l’dquation .( I) par a, et l’dquation (II) par ß, et retrancbant 
ici rdsultuts raembre* a- ineinbre, on obtient en effet l’equation (III). 
ünti ces conditions analytiques s’aecordent d’une moniere remar- 
qaable avec l’obaervation qu’on a presentde plus baut snr le nombre 
d’lqoatioBS de condition de la forme; 2 . mx'i/ =:0. De plus en 
opdraut snr^rdquution = 0, comme on l’a fait a l’dgard 

dä «eile .^.i!nd7'y'=:;0, on obtiendra manifestemcnt une equation gd- 
■drale.qne l’on trouvo sana nouveau oalcul , en changeant u', ß\ y' 
dana celle ^dd}a troiivde, en o", ß", y" reapectivemeut. Kt si l’on 
pose ensuite a" = 0, ß"s=0, y" — 0, on retrouvera encore une fois 
les relations (I), (II), (III); ce qui offre la confirmation de ce qu’on 
avait prdvu aana calcul, et par le simple examen de la nature md> 
caaique de la questioo. 



2 . 

Toutes lea ‘difficultds de la question sont donc ramendcs h dd- 
lenainer les trois inconnues a, ß, y par le inoyen de deux quel- 
ceiiqaes des equutions (I), (II), (III) et de la relation perpdtuelle a’ 
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- 4 -^* = 1 - Si <iaB» ]a vü« de rameBer c«Ue-ci ä nne iden- 
titd doDt il «e ^oit plus besoin de tenir comnte, on ddsigne par ^ 
l’inelioaisoD de Taxe rdel ou imaffinaire a^r ie plan des («, y), et 
par ^ l’aogle conpris eatre sa projection sor ce plan, et entre l’axe 
Jjc, on devra faine d’apres nne tranaformation codbü«: > • ü 

a =3 eos «2 . cos = cos ^ . sin ij, 2^ = sio^. . 



S\ Ton pou ens^^teJ ponr mieux abr%er rdcritore den foroptles: , 



tang 5- = », tang J 2 = e, ^ 

on. reduira les conditions trouvdes plus baut aux formules sui- 
vantes: 

{a—'c 4-/. Ö* • 4- £? -f- «T . a* . (I 4- $*) — g— A . £=Q .... (l) 

[(Ä - c)l+f \ . a . VlT¥+h . a»(l4-£’) -g^-Al' =0 ^11) 
igt~A ) . a . (£» - 1) 4- {»-/?)£ — 0 .... (III). »a-: ^ 

Si I’on multipiie I’dqnation (I) par A, l’dquation (II) par g, que i*on 
retrancke ensuite Tune de Tautre, et qu’on cousidere Ta qaantird 
x\/ 1 4-^ comme ude seule inconnue auxiliaire tt, on aura nne 
dquation du premier degrd en «, pour ddterminer celle-ci cd fonc- 
tion des outres qunntites; de mdme l’equation (III) donoera encore 
n par Ie preiiiier degrd cn fonction des donndes et de l’incoonne 
Kgalant doDC cette double valeur de n, on en lirera par un cal- 
cul peu coDipIiqud une dquation du troisieme degrd en £ qui aura 
la forme sui.va.nte: ^ ^ .><„>< 

^.S«4-ä,£*4-C'.£4-/>.=0,/ 

* . . ^ ' I ' 

dans laquelte ou a pour abrdger: ' ‘ i 

. g'»)// — (i — c).g./ 

Bx — si^A* — g* — /f) — (a — A)(6 — c)g 4- (2« — ^ — «)/Ä 
C, ?= ^(2g-’ — //* — /’) 4- A(a — A)(a — c)-t-{26— a — c)t/'g 
—A’)—y.A.(a^c). 

Rdmarquons que quand on fait l’dliminatioD entre (I) et (II) seule- 
ment, en parvieiit a une dquation du 4dme degrd dann loquelle tel 
terme constant se rdduit k .A — /'*.^£=r0; de Sorte que- cette 
dquation aura une meine nulle 4 ce qui est fecile a interpreter^’.et 
l'autre facteur, aprds la snppression de cette raeine nulle, repron 
deira l’dquntioa du 3dme degrd, trouvde par la preniiere sidthode 
d’dlimioution, cette dquation, ayant au moins une raeine rdellct non« 
tre, qu’auicentre d’inertie d’un Systeme matdriel qnelconque dunnd 
il existe toujours au moins un uxe d’dquilibratlon des forces cen- 
trifuges: un tel axe est ce qu’on pourrait nommer pour plus de bri^ 
vetd encore, axe de libre rotation, axe d’inertie du corps, 
et que l’un ,nouime commundineDt axe principal. 

Au contraire quand un selidc est mis en nouvemenfi de rot«, 
tioo uutour d’uB axe excentrique, et qu’il coutioue a tourner aui 
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eet '«xe pouiTtt d’iD Mal poiat fixe, saat qoe cet axe toorne ou 
(ende k tonrner anr le point fixe, aons l’action dea aeulea forcea 
ceatrifagea, l’axe ae aomaaera axe d’dquiltbratieD relatif, axe 
prin.cipal relatif a ce point, ou enfin axe permanent de 
rotation: alora lea forcea centrifngea ne anuraieot plua a’dqnitibrer 
d’nne manibre abaolüe, et aana l’interventioo d'un point fixe au moina, 
atlendu qne ponr un point diffdrent du centre on ne aaurait plua 
aroir lea denx conditions . «»y = 0, = de aorte que aana 

an po^ ‘fixe l’axe de rotation du solide aerait au moina emportd 
d’nn mouvement de tranaiation rectiligne parallele, en meme tempa 
qoe le solide tournerait aur lui. 



L’exiatenee d’nn axe d’inertie dans lea solides dtant ddja re> 
ca^äe, ,ai l’on dirige l’aixe fixe des abscisses Ix suivant cetle 
Tigne Jal , on derra avoir d’apr^s la condition mdcanique de la 
qnestioo 1 1 - i 

,, 2'. «Mjr’tf =0, = 0 

es bien ; i »r.bi -, •« 

^.«a,iry = 0, = k cause de zxlxx 

ear Ix coi'ncidant avec Ix?, lea deux autrea axes fixes 1% des 
coordonndes doivent dtre dans un plan normal k la? , puiaque pur 
bppothkse DOS trois axes directeura Ix, ly, I» sont rectangulaircs, 
et que d’on outre ' cute tout axe d’dquilibration absolu exife que 
les sommes de la forme 2.mxy, 2.mxx soient nulles, quelle qoe 
•oit d’ailleurs la direction des deux axes restanta iy. Ix, tracds 
dans le plan normal. Donc pour le Systeme de coordonudes ainsi 
diiposd il faudra avoir /■=.'^.mxy=.^, g'=.2.mxx'=LQ, et ces 
coaditiooa noua donneront, dtant iotroduites dans les valeurs de 

■^n • • • ” 

if ,1 ±= 0,' Ä, = 0, D, = «, ' C. =s: h . [{a — 6){a — c) — /«»]. 
L’dqäation du Seme degrd, rdduite nu aeole terme — 0 devient; 

»Ions Ult n II, UDO' IT : , 

Crfla-evtpeut>4dre''sati8faile 1) par l’bypoteae et chacune 

dwidi|aati«nin'<l)V'(H')T’'Oll) donnern ponr x la valenr correspnn- 
daatc^xissOetininai Poa' dat ramend k conclure ce qu’on aavait ddja, 
jarl’axe d’dquiiibratiun' absolu existe et qn’il co'incide avec /.r. — 
Z^I'L’dqaationopent enoore dtre remplie par la snpposition A — 0, 
csixpm itoDoera cncore nne foia acsO, {[=s:0, et cette eircoastance 
pMWe qn’ontre Vxxe Ix, oelui des /jr, ou des Ix peut dtre un’axe 
d'iaertie k cause qu’on a ddjky=0, g=:0: mais noua ne savons 
eaeore'rien de positif k cet dgard, paisqu’ancun sympidme ne noua 
asBonee cw’il aoit ndccssaire de poser AzatQ, pour satisfaire k l’d- 
fslitd C,X = 0. Enfin il est possible que le fucteur entre cro- 
1 ^ aavoir:-^ai~di) (0 — c) — A* aoit nul: dprouvona donc anssi 
sappoaitioo: et aoit en conadqnence: 
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.1 , (a — Ä) («,— c) Ä A’ . . . . (A) 

Eo vertu de /=0, ^ = 0, lea troig dquation (1), (II), (III) doBoeront 

{6 — c)ßy-h (y'‘ —ß'‘)/t = Q \ 

{a — c) ,ay — a . ß . Az=0 ( • - ■ • (B) 

(» — i)aß — a . y , A = 0 ) 

Si Pon supprime aus deus dernieres Ic facteur a, ou si saas 
le supprimer, on transporte clinqiie tcrme cn A duns le second nem- 
bre, et qu’on multiplie les resultats membre-ä- membre on reproduit 
la conditioU A’ = (a — A) (a — c), admise ci-dessus comm ■ 3eme 
cas possible. De plus la seconde ou la 3eme dquation doone y en 
valeur de ß: et substituant cettc valeur duas la premiere, un n'eo 
ddduit iiucune valeur determinde de ß: parccque tous les ternes 
du rdsultat reDferincroiit le t'ucteur /$’: aiusi les quantites a, ß, j 
relatives ä cbuque axe d’dquilibration different de celui la: ou Jx\ 
resteraieut iiidetermindes , et le probleme p;dndral serait par coase- 

3 ueut aussi inddterniiiie; or les (juantitds a,b,c,f=M,^=a,/t, deprn- 
eut non seulement de la position de Paxe läf on maiu eneuir 
de la forme du corps, et de la position des axes ly, Jx, qtii-Uo«i 
nrbitraires de direction dans un plan deliui: il est donc impossilil« 
d’avoir gendralement' A' = (a — A) (a — . c); car quand meme ceiie 
dquation subsisterait pnur une position spdciale des axes Yy, Js, 
eile ne' saurait pas rester vraie pour toutes les pnsitions diffdrente«. 
Aiusi l’opdratien dans In quelle on supprimait d’abord le factenr o. 
commun a tous les termes des deux dernieres dquatious, ou a sup- 
primer le facteur commun ct^ßy aux termes de la combinuison; 

(« — c)(a — A)a’/?y — «’/?y.A*=0 

p'est point permise gdndralement. Donc il faut qu’on ait: 

ou a = 0, ou ä ln fois ß = 0, y = 0, 

Or Phypotbese de jS = 0, y = 0, donne a=l, et ramene a Paxf 

/.r' dejk trouv^e. Il faut donC encore voir si celle de « rt m 

pourra pas amener quelque nouveau rdsultat. Dans ca. cas le> 

trois dquatloDs posees plus haut se reduisent ä la lere: 

( 

(A — r)/? . y + (y> — /?*)A = 0 . 

8 la quelle il faut associer ce que devient la relation perpetuelle, 
savoir: ^ , v ' 

■ . /S>-t-y*z=l • ■ 

Si Pon pose /? = cos partant y=sin gf>/ In derniere deviendn 
identique, et la lere donnera pour Pangle tp: • 

. .. = (c) 

L’dgalite de a = 0 moutre d’a.bnrd, que s’il existe uo 2ieme, 3ieme. 
axe d’dquilibration absulu, il doit.se trouvcr dans an > pijaB n«r- 
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mal a celui Ixf qu’oti a «I4jk recoonu. La valenr de tang 2^ dd. 
montre easuite, ea calculant tang 9 p ou tang 29 p, que dans ce plan 
il eaiste deux axes rectangulnirea entHeux, propres ä remplir cha- 
cno la condition prescrite. Notre examen des diftdrentes manieres 
de satisfaire a l'dquation C ,(^=0 prouve d’aillenrs avec dvidence, 
que tout autre axe en (7) ne saurait remplir cette mSme condition' 
d’dquilibre des forces centrifuges dans le cas gdndral de la question. 
Si l’on applique le raisonoement prdcddent au cas d’uu point fixe 
d’un corps qnelconque, on trouvera dvidemment la mdme conclusion; 
ainsi l’existence des trois axes d’dquilibration absolus ou des trois 
axes principaux du ceotre, et des trois axes pq||manent 8 de rota* 
tioD, relatifs a un point fixe quelconque d’nn solide, se trouve dd> 
montrde. 

Remarque I. Les axes coordonnds fixes dtant disposds de la 
maoibre indiqude, si la forme du solide est teile qu’on alt h=. 

= 0 et h^c ou fy*dm=/%*dm par rapport aux ly, Jx, 
requation (C) donnera tang 29 p = J, c. k d. que dans le plan nor- 
mal a un axe d’inertie d’uo solide il peut yiavoir une infinitd d'au- 
tres axes d’inertie, pour certaines formes particnlieres de corps so- 
lides; et alors l’dquation du 3ieme ddgrd devient identique. 

Remarque 11. Nous concevons encore la possioilitd d’exi- 
stence d’une espece de solides pour lesquels l’equation (A) soit 
remplie; mais comme alors les dquations (ß) laissent inddtermiudes 
a la fois les trois quantitds a, ß, y, relatives ä l’axe d’dqnilibration 
nouveau qu’on cherche, il s’ensuit que quand l’dgalitd (uS) est rem- 
plie seulement par rapport ä deux axes particuliers rectangles, si- 
tuds dans un plan normal en 7 ä un axe d’inertie donnd, n y aura 
ou que du moins il pourra y avoir une infinite d’axes principaux 
pour de certaines formes spdciales de corps solides. 

Remarque III. Pour abrdger le plus que possible notre dis- 
sertation nous passerons sous silence quelques propridtds bien con- 
nües que les personnes qui voudraient suivre notre mdtbode dans 
l’enseignement, pourront intercaler ici avec facilitd, et nous insiste- 
rons sur quelques observations qui nous paraissent utiles. 

1) Si un Systeme matdriel plan est disposd par rapport k une droite 
centrale de fufou a avoir des quantitds de matiere dgales et k dgales di- 
stances de part et d’autre de cette droite, sur une mbme normale, 
nous nommerons cette droite une ligne de symdtrie mdcanique 
du systbme, ainsi p. ex. pour une surface plane elliptique chacun des 
deux axes cnnjuguds rectangles est une ligne de symdtrie directe, 
tandis qu’un simple diametre serait seulement une ligne de sy- 
mdtrie inverse. 

Le plan de la base commune d’un Systeme polyddrique et de 
son symdtrique est ce qu’on nommera plan de symdtrie directe 
du Systeme entier; on confoit de mdme ce qu’il faut entendre par 
plan de symdtrie inverse. Lu ligne d’intcrsection de deux 
pians de symdtrie directe d’un systbme, si toutefois ces plans exi- 
stent, est ce qu’un peut nommer ligne de symdtrie directe du 
Systeme; on cunfoit de mdme ce qu’il faut entendre par ligne de 
symdtrie inverse dans les solides. Ces notions posees, il est dvi- 
dent par In tbeorie des moments, que tont axe de symdtrie directe 
d’un Systeme matdriel homogene est un axe absolu d’dquilibration 
des forces centrifuges, partant que pour de certaines classes de so- 
lides , qui existent en grand nombre par le fait de la naturc ou de 
Tfc«n ?. . 12 
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l’art, le calcnl laborieax de la recherche d’on axe principal an 
moias derient inutile, et leg deux autree se trouveront enanite d^jä 
moins laboriensement par le calcul des quantitds b, c de l’dqna- 
tion (C). Si le solide a deux axes de symdtrie directe, il n’y aura 
plus aucuD calcul ä faire, puisque le 3ieme axe d’inertie aera nor- 
mal au plan des deux autres. 

2) Dans tout solide cylindrique ou prismatique homogbue, en- 
gendrd par le mouvement de transport parallele d’nne figure plane 
snivant une droite normale au plan les trnis axes principaux coi'n- 
cident Tun avec Taxe central normal an plan, et les deux autres 
avec les axes d’i^prtie de la section plane, faite dang le solide par 
un plan du centre, normal h la directrice du mouvement. Cette 
propridtd a dtd dtablie par Mr. Binet (Journ. de l’Ec. poljt.). Nous 
en omettons pour le moment la ddmonstration. 

3) L’dquation gdn^rale des surfaces du second ordre rapportdes 
a trois axes coordonnds rectangles ddmontre que ces surfaces ad- 
mettent gdndralement trois plans de sjmdtrie directe: elles admet- 
tent donc aussi trois axes de cette espece: or si l’on considdre une 
teile surface comme un systdme matdriel continu et bomogdne, les 
trois axes de symdtrie deviennent a leur tour trois axes d’^nilibra- 
tion des forces centrifnges: mais ces trois derniers sont rectangles 
entr’eux; les trois premiers le sont donc' aussi: ce qui dtablit l’exi- 
stence des diametres conjnguds rectangles dans les surfaces du se- 
cond ordre; et l’on en rsttache ainsi la tbdorie h la thdorie plus 
gdndrale des axes d’inertie des systdmes matdriels, qui comprennent 
en effet le cas des courbes et des surfaces courbes, censdes matdria- 
lisdes, et cette materialisation est permise, quisqu’elle n’enldve ä ces 
courbes aucune de ieurs propridtds gdomdtriques. 

4) Pour un Systeme matdriel plan, c. k d. ayant toutes ses par- 
ties materielles' situdes dans un mime plan, {xly) par exemple, on 
a identiquement2'.<na:s =0, 2’.m^y = 0, on ^=0, /'=0, l’axe 
la: co'incidant avec la normale en I au plan: et des dqnations 
(I, II, 111) on coDclut que deux des trois axes d’inertie sont a angle 
droit dans ce plan, et que le 3ieme tombe sur la normale Ia:\ la 
Position des deux lers axes se calculera donc par l’dquation (C), 
en dvalnant /iz=l 2 ,my» a l’instar d’un moment d’inertie, et les 

a uantitd bz=i2.my'^, c^=2.mx'‘t cette disposition des axes d’inertie 
u cas actuel est aussi dvidente par la thdorie des moments, puisque 
chaque force centrifuge didmentaire ß'my) passe par le 

centre d’inertie, et que par consdquent son moment a tourner l’es- 
sieu de rotation la: autonr d’un axe quelconque en I, sitne dam 
le plan est dvidemment nulle d’elle-mdme. 



§. 11. Thdorie des axes permanente de rotation. 

Extension de la mdthode prdcddemment exposde, e 
ddtermination des axes permanents, relatifs a un poin 
fixe quelconque du solide, par rapport anx axes princi 
panx,'dejk censes connns. 



4. 

D’apres ce qn’on a ddjk remarqud, il est manifeste qu’un ci»r|i 
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solide dtaat mis eo mouTement de rotatiob autour d’oo axe OI(., 
passant par na point ddsignd (0) du solide, les forces centrifoges 
ne sauraient plus se faire dquilibre d’une maniäre absolue; que si 
le point (O) n’est pas fixe, ce point ct Faxe OK scront emportds 
dans l’espace d’un raouvement plus ou moins compliqud, en m@me 
temps qne le corps toume sur OK‘. la qnestion precddemment rdsolue 
doit donc ötre modifide, et posde de la maniere suivante. 

ün corps solide est in variablement lid ä pn certain 
point fixe (0), intdrienr ou extdrieur, et l’on demande 
autour de quel axe OK en ce point il faut le faire tour- 
ner, pour qne les forces ceotrifnges qui naisaent de 
cette rotation, se fassent dquilibre p'ar le moyen dosenl 
point fixe. 

Solution. La condition d’dquilibre est dvidemmeiit remplie, si 
l’on exprime par le calcul qne la somme algdbriqne des dnergiea des 
forces centrirngea a tourner Taxe de rotation OK antour d’une droite 
qnelconque en (O), situdee daos le plan perpendicnlaire est nnlle. 
Ä cet effet considdrons la rotation b un instant quelconqne autour 
de OK censd d’abord fixe, comme dans le 1er cas, et concevons par 
Ip point donnd trois axes reetangtes OX, OH, OZ, dont le 1er se 
superpose sur la droite OK, inconnae de direction, et dont les deux 
autres se trouvent dans un plan normal en ( 0) a OK. A ce mdme 
instant le centre d’inertie (/) du solide oecupera dans l’espace nne 
certaine positiun. 

Concevons en (7) trois autres axes rectangler Jx, Jy, J% 
respectivement paralldles aux premiers OX, OY, OZ'. enfin ima- 
ginons eo ce mdme point (/) les trois axes d’inertie du solide la;, 
Jy, I»', qui seront en gdodral antrement dirigds que cenx du se- 
cond systdme, et resteront cepeodaut perpdtueliement rectangulaires 
entr’eux. 

Soient (X, Y, Z), {a;,y,x), (a;',y',»') les coordonndes d’nn 
point qnelconque m du solide, rapportd respectivement aux systemes 
( OX, 0 Y, OZ), {Ja;, Jy, Jx), {Ja;, Jy, /*') pour l’instant oü l’on 
considdre le mouvement; et nomraons a;,y,%, les coordonndes an 
mdme instant du centre (/), rapportd au preraier systbme, tandis 
que S,T,U ddnoteront les coordonndes du point fixe ( 0) par rapport 
aux directrices d’inertie {Ja;', Jy^, J»), les quelles sont mobiles avec 
le corps. 

Si pour abrdger, ct soulager la mdmoire, on dresse le tableau 
de notations: 



coB ( X, a/) = cos {a;, a;') = «, cos ( Y, a/) = cos (y, ar*) = ß, 

cos ( Z, ^') = cos (x, aJ) = f 

cos (X, y') = cos {a;, y’) = a', cos {Y,y’)=: cos (y, y*) = ß", 

cos ( Z, Ä cos (», y') = r' 

cos (X , »') = cos ( .r, »') = o" , cos ( Y, *') = cos (y , V) = jS", 

cos (Z , »’) = cos (*, *') = /' 

t 

on obtiendra par la transforoMtion eonnfte: 

12 * 
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y =/S^' + /J'y' + r*' ^*+/S'*+/J'’* = l [ 

% =:rjc + y'y'+y'*' ' y* H-y'* H-y"* = i ) 

aß + a'ß^ + a''ß^z=0 

«y «y “"y" — ® 

/J;»-f-|8’y' + /s^y'' — 0- 



Pour fixer les idäes, supposons jjne le centre (/) ee troave dans le 
tri-rectangie des X, Y, Z positifs, et comptoas leg jp, y, x dans 
le mfime aens, que les X, Y, Z; le point(O) se trouvera donc ainsi 
dans le tri - rectangle des a:, y, x ndgatifs, et les quantitds — 

exprimeront parconsdqnent les coordondes du point 

{Oy, rapportd aux axes /sr, /y, Jx. Mais ddja S, T, U erariment les 
coordonndes de (ö) rapportd aux axes d’inertie Ix’, ly’, Ix'x on 
anra donc ;Ti,yi)«i paf formules: 

— X, oiS "I“ od’ HI 
_y. =ßS-y.ßfT+ß”ü 
-X, =Y8-\-r'T + fU. 

Pour passer ensuite des coordonndes X, Y, Z aux coordonndes 
paralleles x, y, x, on a les dquations; 

X = x-y-x,, Y=y-hy,, Z = *H-», 

XY = xy+yx,-^xy,+x,y, 

XZ = xx-y-xx,+xx, 

YZ=yx-\rxy, H-y*. +y,*,; 

et comme par hypothese leg plans coordonnds (;rs, xy, y%) passeot 
par le centre d’inertie, on a 2.mx = 0, 2.my=0, 2.mx=0, et 
partant, M exprimant la masse entidre du corps: 

^ 2,mXY ■=. Mx ,y , -\r 2 . tnxy 

2 .mXZ = Mx,Xi-y-2 .mxx 
2.mYZ =My,x, +X. 0 iyx. 

Mais Taxe OK on OX devant dtre un axe d'dqnilibration des forcet 
centrifnges, il laut que la somme de leurs moments k tourner 0\ 
autour u’un axe qnelconque tel que 0Y ou OZ soit nulle; c’est 
ce qu’on pourra exprimer en posant k la fois 2.mXY=0, 2.mXZ 
= 0; on bien en dcrivant simplementX.mXYrr: 0, l’axe OY dtaat 
alors dirigd d’uoe manidre quelconqne par le point fixe, dans us ' 
plan normal k 0X. Ainsi en se donnant cette latitude, on doit se 
norner k faire: 

3.«XY=0 

/ 

ou bien: 

Kx,y, -y-X.mxy^zO. 
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Si l'on Bobatitne daos cetle dernibre 4qaatioo lea valeura de 

(x, y)y en fonctioo de a:', y', a, ß, y, a',ß’,y' S, 

T, U, on obtiendra l’dquation de condition gdndrale: 

o/S(dtfiS’ ^ . Jiur'’) -H a'/?(dlf 7^ -I- ^ . «y'*) 

-4- oPß!’(MV* + 2 . m%") 
-4- MST . (aß' -4- o'/J) + MSV{aß" + a’ß) 

+ MTU{a‘ß"-i-i^’ß'). 

Cette dquation devant anbaiater, quelle que aoit la valenr de ß, ß', 
ß', anra encore lieu, qnand on fait tonr-b-tour cbacnne de cea 
quantitds nulle. Si donc on poae pour abr^ger: 

MST=f, M8V=g, MTU=h 
^ .m%' MT* — MV' B' 

S . ma/' — 2 . m%’' -f- MS* — MV* = 

en obtient lea dquationa auivantea, toutea iaaüea de la condition 
g^B^rale: 

-4-/00" — ^aa' -4- ii(a"» — «'») = 0 . ... (IO 
ua^A' -4- /o'o" -4- g<o"* — o») — /ioo' = 0 . . . . (II') 
o«'(^ — ß') -4-/[o'» — o*) -4- guu" — Atta' = 0 . . . . (IHO- 

I Mnltipliant la Ire par o, la aeconde par o', et retranchant jnembre- 
a-membrej pnia aupprimaot le facteur a" commun aux termea re- 
’ staots, OD obtient la 3ieme ^quation. Ainai cette dernibre n’eat 
qn’nne conadquence dea deux autrea, ce qui prouve que juaqu’ici 
il b’]t a aucune impoaaibilitd b la queation propoa^e; car on nOi de 
cette maniere que deux dquationa diatinctea, leaquellea dtant jointea 
a la relation perpdtuelle o* -f- a'* -4- o"* = 1, aerviront b faire con- 
Biitre lea anglea relatifa aux coainua o, o', o", et compris entre 
l’axe OM, et entre lea axea d’inertie Jx’, Ix’. De plus comme 
r^linination de o', u' ae rdduit b une Operation tonte analogue b 
teile qn’oD a ddjb effectude pour le caa du centre d'inertie, et que 
d’on autre cdtd lea troia dqnationa prdcddentea aont aux coefficienta 
anltiplicateura prea lea rn^mes que cellea du premier caa, il a’enauit 
j qae ai l’on poae encore une foia: 

a = coa 9 . coa ij, o'= coa & . ein q, o"=c ain & 

fuia: 

tang 5^ = *, tangq = C, 
an obtiendra l'dquation du 3ibme d^grd; 

AC*-hB,C*+c,C+B,=:0, 

dana la quelle on a aana nouveaux calcnia et par compuraiaon avec 
le caa traitd : 
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= KP — — gf^' 

B, = g{%h' -/• - g') - 4 - hfA + W- g») 

C, = A(2g- - h- -/») +fgB’ H- {kA' - gf) (A- B') 

D, =g[f^^h*)-fhA. 

Soient A, ß, C les trois moments d’inertie priocipaux du corp«, 
relatifi au centre (/): on aara donc: 

A — B = 2.m{p—x>*),A—C=S.n^%'* — a:’*), 

Ä— «(*'*— y»); 

et pour plus de clartd dans les notatious, il sera utile de dresser 
le tubleau suivant: 



A' = c—A + — U*) 

ß'= C— B-\-M{T* — U*) ■ 

A‘—B'=B — A-^M{8»—T») 
f=M8T, gz=MSUy h=MTU. 

Si l’oD developpe maiDtenant les valeurs de A^, B^, Ci, D^ en 
foDction des coustantes A, ß, C, qui expriment en calcul par leurs 
valeurs respectives le mode de distributiou de la matiere inerte, ou 
ce qu’on pourrait nonmer ia forme mdcaniqne da eorps, et eo 
foDction des quantitds 8^ T, U, coordouodes du point fixe ( O) psr 
rapport aux trois axes d’iuertie du solide, ou trouvera par des rd- 
ductioDs lougues mais faciles: 

A, =JV*(B— C)8*TC/, 

ß,=M*(C-A)8T^ C/-hM*(B~A)S&>-i-JV*(C—B)( T*-U*)SV 

—M(C—B){B—A)8U, 

C, z=M*(C—ß)S* TV—M*{B—A) T£7«-|-üf»( C—A)[8'— T * ) TU 

-4- ]B(B — A) C— A) TV, 

D, = ia*iA—C)8'rV. 

Ainsi dooc le probleme gdadral tel que aous voulions renvisager, 
se trouve compldtement resolu: cur un solide bomogene coutinu oa 
discontinu dtant donnd de grandeur et de position daus respace, 
et counaissant, comme cela arrive souvent (remurq. 111. No. j.) la 
Position de ses trois axes d’inertie, ou obtiendra celle de ses trois 
axes permanents, relatifs a un point fixe quelconque par I’dvalus- 
tion simple des quantitds A, B, C, M, et des coordonndes 8, T, ü, 
qui donnent la position du point fixe par rapport aux trois axes 
d’iuertie. Car ces quantites dtant connües en nombres, on obtien* 
dra la valeur de £ par la rdsolution d’une dquation numerique da 
3ieme ddgrd. Pour tirer ensuite de la la valeur de x = taug il 
taut se ruppeler que dans le cas du eentre (/) nous avons trouve 

pour sV-^Ih-£* la valeur de sorte qu’alors la 

valeur de % etait Guaude en fonction de £, ddjä censd calcule. De 
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plus, ponr passer de ce premier cas au cas actuei, il faot cbaotrer 
o — c en B', « — e ea partant a — 6 ttn A' — pnis les 
^antitds f, g, h, qai d’abord ddsignaieat les sommes 
^ .mxxyi .my%, ddsigoent prdseDtement lea lUST^ MSI/, 

MTU’. doDC OD aura daoa ie cas actuei: 



{k-gHV\ + ^ 

ou bien: 

MS*—MT*- i-B—A+lUST{S‘—\) 

Connafssant ^ et », on connaitra les qnantitds «t, et’’ relatives k 
uq mdme axe inconau OB^, lequel sera par suite coauU de position 
et de direction dans Ie solide pro]> 08 d. 

L’axe OB ou OX dtant aiasi trouvd, comme les dquatious p', 
II', III') sont absolumeat analogues aux dqnations (I, II, III) du 1er 
caa, il s’easuit que les deux antres sont dans uu plan normal en (O) 
k cet axe, et qu’on en calculera les directions par l’^quation sui- 
vante qui est l’analogne de l’dqnation (C^)- 'No. 3.): 

(cos* 9 > — üü^q>).2.m¥Z — sin9.cosq>.2'.n( y* — Z*)=0 .. .. (C) 



5, ' . . 

II Importe de rdmarqner, que les valenrs des coefiieients 
A,,B,,C„D, d^pendant pour tous les termes en A,B, C,S, T,VAt 
la diffdrence des moments d’inertie, pris deux -k- deux, ue peuvent 
pas se simplifier d’avantage dans Ie cas particulier d'uue forme de 
corps donn^e, k moins que eette forme ue soit donnde en meme 
temps par ses dimensions. On voit aussi par les formules gdndrales 
que deux solides semblables et semblablement placds ont les memes 
axes principaux, ou du moins des axes paralleles en deux points 
bomologues quelconques. 

6 . 

Quand le solide est de rdvolution autour d’un axe d’inertie 
la:’, ou u B — C=0, partant A, =0, et l’dqnation trouvde prd- 
eddemment s’abaisse au second degrd, car eile devient: 

B,\;:*+cx^D,=o....{D) 

Dans ce meme cas on conclut ddjk par la thdorie du 1 . que 
tout plan eondnit suivant i’axe de rdvolution est un plan principal 
ou d’inertie, c. k d. renfermant deux axes principaux du ceatre: 
donc de qnelque manikre que le point fixe(0) est placd, il peut dtre 
censd situd dans un plan d’inertie central (ac/J^), et il est parsuite 
permis de faire f7=0, ce qui donne B, =0, C, =0, D, =0, et 
x=oe. Ainsi des-lors un des axes permanents de rotation en (0) 
est normal au plan, que ddterminent Taxe de rdvolution et ie peint 
doDud (0); et les deux autres sont pureonsdqaent dans ce plan. 
Pour y trouver leur position , on peut proedder par le raoyen de 
l’^uation {€’). D’aiilenrs, si avant que de faire f/=0 commun k 



/ 
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toiu Jes termes de l'dquatioD (D), on rapprime ce factenr, et ^e 
l’ou pose ensuite f/=0, oa obtient per substitation de 
et en dgard B — C=0, ia relation auivante: 



c*-+ 



M{S* — T‘) + B — A 
JU^ST 



C-i=o, 



laquelle doooe Ia valeur des angles que forment avec l’axe de 
figure Jx les deux axes principaux en (0) situds dans le plan 
{VJaf), et l’oD voit encore, ^ce qu’on savait ddja gdndralemept, que 
ceux-ci sont a angles droits, puiaque les racines C donnent Ia 
condition f'C"-4- 1 = 0. 

Quand en uu point d'un solide donne il existe une infinite 
d’axes permanents, tous situds dans un mdme plan, ce point peut 
dtre considdrd comme un cenire d’axes, et on le nommera par cette 
raison centre de rayonnement on centre de radiation 
plane, tandisque nous nommerons centre de radiation abso- 
lüe tont point d’un solide pour lequel il existe une infinitd d’axes 
suivant toutes les directions possibles de l’espoce. 

D’apres ce qui prdcede, il est facile d’obtenir les centres de 
radiation plane des solides de rdvolution, En effet pour trouver les 
coordonndes d’un tel point, il faut exprimer que les racines d*, d'' 
sont inddtermindes, ce qui exige qu’on fasse k 1a fois; 



ST=Q, B — A = !U(T^—S'). 

La Ire de ces dgalilds est satisfaite par S=0, et par 7'=0. Si 
l’axe de figure est un axe de moment d’inertie maximum, on fera 
2’=0, et il vient: 

Ainsi dans ce cas le solide renferme deux foyers de radiatiur 
plane, situds sur l’axe de figure a dgale distance du centre: cf 
sont donc deux foyers de radiation conjuguds. 

Si l’axe de figure est un axe de moment d’inertie miniroum 
il faudra faire au contraire iS = 0, ce qui donne: 

Ainsi dans tout solide de rdvolntion antour d’un axe de momet 
minimum, il existe une infinitd de centres de radiation plane, toc 
distribuds sur le lieu d’une circonference de cercle, tracde dans I 
plan normal k l’axe de figure, et le quel plan passe par le centi 
d’inertie: le rayon de cette circonfdrence est 




A Ia vdrite Ia solution prdcddente ne semble d’abord donner que dei 
points conjuguds de cette espdce: mais il convient de se rappele 

3 ue toute droite, tirde par le centre d’inertie normalement k Pu-j 
e rdvolution est un axe d’inertie, et en rdalitd Ia solution no 
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/ • 

indique qa’nne teile drohe renferiae deax poinle de radietion cod- 
jugod«: eile montre donc qu’en effet chaque point de la circonfd* 
reoce eo question eat uo centre de radiation plane. 



7. 

ObserroDB qne lea propridtda prdcddenteg subsiatent encore pour 
de certaioea claaaea de aolidea qui ne aont paa de rdvolution. Con- 
cevona p. ex. le aolide matdriei homogene, eng^endrd par le mou> 
vement d’nne fip'ure plane dont le centre d’inertie ae meut aur une 
drohe normale a aon plan, et d’un monvement de tranaport commun 
ä tous lea pointa de la figure. 8i pour lea deux axea d’inertie de 
la fignre plane lea momenta d’inertie correapondanta aont dgaux 
entr’eux, le aolide engendrd anra auaai aea momenta dgaux r^ati- 
vement a aea denx axea principanx lea^ela aont dana un plan nor- 
mal a l’axe directeur, et de plua paranelea aux axea principanx de 
la figure mobile, tel eat p. ex. le eaa d’un paralldlipiphde droit ä 
baae quarrte ou k baae lozange, d’un cylindre k baae circulaire, 
quoique appartenant ddjk aux aolidea de rteolution. II exiate d’ail- 
lenra d’autres caa de aolidea qui aana dtre compria dana l’une ni dana 
l’antre dea deux eapeces prdcddentes ont ntenmoina deux momenta 
d’inertie principanx du centre dgaux entr’eux: tel eat p. ex. l’octak- 
dre forme par deux pyramidea dgalea rdgulikrea, appUytea aur une 
m^me baae quarrte, et mdme lozange. Lea diagonalea de cette baae 
aont dvidemment deux axea principanx k momenta dgaux, tandia qne 
le 3ikme axe d’inertie central rdpondra en gdndral k un moment 
plua fort ou plus’faible. 

Si l’on demandait lea axea permanenta de rotation d’un tel ao- 
lide, relatifa k uo point fixe quelconque ( 0), la aolution de la que- 
ation ae trouverait tonte faite par noa formniea gtedralea. En nom- 
«ant la; l’axe du moment d’inertie indgal , on aurait ici ß=C, 
partaot 

b\z=M^(B — A)S. U*), 

C, ?= Ü/’(Ä — A)TÜ(8* — T» — 

Z>. = — M\B — A)ST* 17, 

Ä.C’-i-t’.C-f-z», =0. 

Si l’on porte maintenant dana cette dernikre lea valeura de 
iff,, C^, Z>,, on pourra y aupprimer enauite le facteur commun 
M^(B — A)U tontea lea foia que le point fixe (0) ne ae tronve 
point placd dana le plan y'a;: car alora U ne aera paa nnl. Ayant 
une foia ^ par l'dqnation ainai prdparte,' on anra egalement % con- 
formdment aux indicationa de lu nn du No. 4. Ainai la queation 
actnrile eat reaolde. 

Si l’on reaout l’dquation en C, on reconnaitra que pour lea 
pointa de radiation dea aolidea de cette claaae il fant avoir encore 
C, =0, B^ =0, partant: 

3i^B-A)SU=z 0, M'(B-A)TV(S' -T^-V' + = 0. 
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De lä on coneint 1) qae qnaDd faxe direetenr da monveaent de la 
figure gdn^ratrice (ou faxe dn moDieat iadgal dana d’antres caa) 
est an axe de moment d’inertie maximua, il exiate aur cet axe denx 
^ foyera coiyuguda de rad iation plane, et diatanta du centre d’inertie 

d’une quantitd que ai au contraire cet axe central eat un 

axe de moment d’inertie minimum, Ics foyera de radiation plane, con- 
jngn^a deux-k-deux, ae tronveront aur nne circonfdrence de cercle 
aitnde dana le plan normal en (/) k l’aye dont il a’agit, et ddcrite 

avec un rayon Bxaminona de plua pres la demikre hy> 

potbeae laquelle admet B~^A, et donne parconsdquent: 

« = 0, et T\S* — r» — -1-^^) = 0. 

L’kqnation z= 0 montre d’abord, que ai lea centrea de radiation 
lane existent, il fant lea chercber toua dana le plan (t/Ix). La 
ikme eqnation eat enauite aatiafaite par l’dgalitd a zdro de chacun 
de aes facteura, ce qni donne tour- k- tour: 

7’=0, et T>-|- = / 

B A 

Mais l’dqnation T=0 prouve, que le point U = — — du solide 

eat Iui*m4me un foyer de radiation plane, c. k d. que toua lea axea 
en ce point aituka daps un certain plan peuvent dtre des axea per* 
manenta de rotation: mais dridemment ce n’est Ik qu’une solution 
* B — 

particuliere de la circonfdrence + V* ■= ^ Si l’on a encore 

B = A, ce qui eat la limite de l’indquation B"^ A, il viendra a 
la foia Ä = 0, T»-H<7*=0, ou Ä = 0, T=0, «7=0: c. k d. 
qn’alors le centre d’inertie est un foyer de radiation plane d’axea 
principanx, ce qni n’eat encore qn’une suite ndceasaire de la cir- 
confdrence recoonde. 

Il est du reste facile de se convaincre, que lea pointa ainsi ob' 
tenus sont de radiation plane; car par exemple la snpposition di 
£7=0, T=0 donne a = oo, de Sorte qn’ii y a toujours nn axi 
permanent qui coincide au point donnd avec la normale au plai 
x'y’. 

L’bypothkae iS = 0j ü£( 7’* -+-£/*) = Ä — rdduit la valenr <) 

* k x = -^, et fait voir que l’nn des troia axea permanents e 

un point quelconque pris snr le cercle U*) = B — A, , 

une inclinaiaon ddterminde snr le plan ddpendante de la po 

aition particulidre de ce point, et que lea autrea axea permanent 
en nombre illimitd, sont cependant toua sitnds dana un radme pla 
normal au 1er axe, * 

La condition de — ABiD, =0, qui exprime que lea dem 
racines de ^ sont dgales entr’elles, ne condnit k aucune concluni« 
qui ne soit ddjk connüe; on trouverait facilement qn’elle ne aaura 
dtrc^ aatiafaite que par la supposition de C^ — 0, ^,=0 qu’oix ; 
ddjk examinde. 
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Leu raeine« de l’dqution />, =0. ne unraient 

jeuis devenir imaginaires , parceque la quandtd C, * — kB, Di ae 
r^oit k ane qaaotitd eaaeDtielienient positive: 



~ AYT* Ü*(S* 

-f- kM*(B — A)'S* T*V(T‘ 






dnai conform^ment aux concluaiona de la mdthode gdndrale il 
o'existe ici aucun point extdrieur du solide, qui n’adniette au moins 
troia axes permaoents. 

Lea deux racines de l’dquation trouvee sont dgalea et de eignes 
contraires dans toua les caa particuliers oii l’on a C, =0, et elles 
deriennent: 









Dies ce cas il faut qne le point (0) aoit placd aur une aurface du 
iecond ordre 6^, =0 ou: 



8* — T*—V': 



A-B 
■ M ’ 



la quelle coupe les plana principaux (ar'y, suivant deux fay-- 

l>erboles, et le plan (y^') suivant une circonfdrence imaginaire ou 
reelle, selon qne l*axe la^ du moment indgal est de maximnm ou 
de minim um: ainai la aurface sera nn byperboloi'de de rdvolution a 
dtnx nappes dans le premier cas, et ä une seule nappe dans le se- 
coad caa. On obtiendra d’ailleurs sana difGculte la valeur de » 



correspondante ä celle de fonnnle gdnd- 

raJeqai donne x en Ci '!'> V, etc 

Four l’espece de solides dont on vient de s’occnper, on ne 
unrait faire adpardment ^,=0, ni A,=0, sans admettre que 
fe poiot (O) seit placd dans Tun des tmis plana principaux du so- 
lid«. Or cette position particuliere du point (0) mdrite sans doute 
yselqne attention: mais on peut l’envisager d’une moniere plus gd- 
orrale et memc pour les corps qui ont k la fois leurs troia momenta 
d'ioertie principaux du centre indgaux entr’eux. Cet examen fera 
fobjet du No. suivant. 



8 . 

On de’mande de ddterminer les axea permanents 
dxn solide, relatifs k un point situd dans Tun quel- 
cenque des trois plana principaux du centre de ce so- • 
iid«. 

Solution. Supposons d’abord qne le point (0) aoit situd dans 
I« plan priocipal (. 2 ^, y'); ou aura dooc f7=0, partant A,=Q, 

B, =0, C^i =0i -O, =0, car U est un facteur commun k toua 
coefficienta. II semble dune que pour le point ainsi placd il y 
ut une infinitd d^axes permanents, ou que du moins, a’il n’y en u 
yg« trois , leur ddtermination dchappe k la mdtbode gdndrale. Mais 
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on s’spper^oit en mSme tempa qa’en supprimaot le factear V cod- 
mun k tous les termea de l’dquatioo du 3ieme degrd, et chercbant 
ensuite ce que deTienuent les quanütds : V ^ \ V , C, •. D, 

B , : U par la aupposition de £7=0, ou parvieut a l’dqaation vdri- 

table qui convient k ce nouveau caa. Nommaut la valeur de 

ji N B 

qui rdaulte de cette bypothkae, \ celle de et ainai de 

auite pour Cy, Di, on aura - >' 



et cette dquation pourra aervir k determiner lea troia axes perma- 
nenta. Mais eile ne fait pas connaitre d’une manikre gdndrale la 
position piutuelle de ces lignea, et c’eat cependant Ik l’objet auquel 
il faut attacher ici le plus d’importance. En se reportant ici aui 
equations gdndrales (!', 11', 111') et remarqnant que £7=0 donne 
g-=0, ^ = 0, on obtient lea relations aimplifidea: 



(1) o'o"Ä' +/««" = 0 \A'=.M8*-\-C — A \ 

(2) cux"A'+ fdal ' = 0 | B'=z MT* ^C—B | 

(3) ao'(^'— Ä')+y^a'* — a») =0) A'-B'z=:M[8*—T*y\-B—j\ 

Si l'oB supprime d’abord le facteur a" dans chaqne membre d« 
deux premikres conditions, on a: 

a'B' -t-/a = 0, aA ^foC = 0. 

Tirant de la les valeurs de a', et les dgalant entr’eltes, on obtieot 
la condition: 



(r-A’B)a = Q,> 



et comme on ne peut avoir gdndralement le facteur f* — A'B' dgal 
k zdro, a moins que le point ( 0) ddjk sitnd dans le plan (^y') n’y 
occupe une position particulikre, il est manifeste qu’on doit faire 
* a = 0; ce qui donne parsuite a' = 0; ces valenrs dtant introduitei 
dans la relation perpdtuelle «*+••••=! donneront a' = dbl. 
Ainsi dans ce cas l’un des trois axes cherchda est paralklle k Jx 
ou se trouVe normal au plan principal dans lequel on a placd le 
point {0). Quant aux deux untres, ils seront parconsdqnent sitnds 
dans ce plan mime oü ils occupent une position qu’on peut ddter- 
miner per la mdthode de l’dquat. {C'). No. 4.; mais on peut anssi 
^ les ddduire des dquctions de conditions posdes ci-dessns. En effet 
les deux premikres doivent ktre satisfaites aussi par la suppositioB 
de a" = 0, ce qui laisse les cosinus a, a' encore inconnus. Mais 
comme on a outre la 3ikme dquation celle-ci: a*+a* = l, ob 
aura deux relations pour ddterminer deux inconnües. L’dliminatioB 
donnera : 



rt' — ([ 2a’l a ‘* — J. -4- 



2 r 
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Si doBc OD pose a = eos9, et que l’on denote per 9 )', q>'‘ les an- 
glM qni rdpondent awc deux racineB, on obtient: 









poDT abrdger. La valenr a'' = 0 montre qn’un ou deux des axes 
cherchds sont sitads daas le plan d’inertie (^V), et les valenrs 
9 ', gg" qai donaent taag <p . taag 9 " + 1 = 0 aons apprcnneat 
(jn’effectivemeat ces axes 8 oat ao nombre de deux et quMls sout 
a angles droits. De plus leurs directioas par rapport ä Ix se 
troneat ddteraiindes par les dquatioas ea tf, 9 ". Aiasi la qaestion 
actnelle est resolQe. 

Pour compreadre la directioa de ces deux axes daas uae seule 
fornnle, on observera que cos* 9 = ^ + x-dT donne: 

110 * 9 = 4 ' — •yÄ’, co 8 * 9 — sin* 9 =Ä^ 4 sin *9 cos’ 9 =l — Ä*, 



* o 2/ _ 2MST 

tang 29 _ ^ ^ _ yi). 

choltst anqnel on parvieot aussi par la mdtbode qui emploie di- 
itciesient l’angle auxiliaire 9 . I.e rdsultat prdcddent et notamment 
la Taleur de cos 9 ou eelle de taag 29 nous foumit le moyen de 
' de ddterminer les centres de radiation plane situds daas le plan prin- 
cipil (x'y'). On voit en effet qu’on n'a qu’a expriiner analytiqne- 
Beat la condition que l’angle 9 reste inddtermind , ce qui revient 
a faire k la fois: 

I ST=0, — T^)=zO. 

$i l’on a B~^A, on fera iS'= 0 , et il vient : 



»■=±Vt' 



Si Ton a on fera 2’=0, et il vient: 



S = ± 



(B — A 
M • 



Ot eonclat de la que l’axe du moment d’inertie maximnm daas un * 
MÜde qnelconque renferme tonjonrs denx foyers conjng^ds de ra- 
diation plane, qui a liea daas le plan prtncipal mdme formd par les 
denx antres axes d’inertie du centre. 

On ddmontrerait de mdme que Taxe principal du moment d’iner- 
I rie Boyen du solide renferme deux foyers conjuguds de radiation 
plane qni se fait daas le plan formd par les denx autres axes pria- 
cipaux. La distance des foyers au centre est daas ce dernier cas 
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^gale ä suppose alors B et B'^C\ l’axe du 

moment d’inertie minimum ne renferme que des foyers de radiation 
inaginaires. Dans le cas des solides de rdvolution oik l'on a B=C, 
la distaoce focale devient nulle^ et l’on en conclnt ce qu’on sarait 
ddja: que dans les solides de rdvolution et dans ceux ayant seule- 
ment deux moments dganx, tous les axes du centre, tracds dans le 

S lan normal k l’axe de figure ou k l’axe du moment indgal, sont 
es axes principaux. 



9. 

Nons avons concln de l’dquation: 

qne l’un des trois axes permanents est normal au plan principal oü 
le point fixe ( 0) se trouve placd: mais si le point avait dans ce 
plan, dans celui des (^y*) p. ex. une position particuliere propre 
a satisfaire k i’dgalitd k zdro du 1er facteur c. k d. k l’dgalitd: 

/•» — AB’ = 0, 

on ne serait plus en droit d’admettre cette conclusion, relative a 
la direction de l’axe cberchd; car les quantit^s a, a', af dtant tou- 
jonrs assujetties aux conditions (1,2,3) resteraient inddtermindes 
entre de certaines limites. Or la condition f* — AB = 0 peut 
ötre remplie de deux manieres; 1) par l’hypoth^se dey*=0, A'B 
= 0 k la fois ; 2) par l’hypothkse de f* = A B, equation qui peut 
subsister sans qu’ancune des quantit^s /*, A' , B soit s^pardmenl 
nulle. Examinons d’abord le cas de la premiere supposition. Elle 
exige qu’on ait k la fois y=0, A=z0, ou bien /'=0, B = 0. 
Or cbaque Systeme de ces ^qnations ramene aux propri^t^s particu- 
liferes que l’on a d^ja reconnues. Reste donc k Interpreter l’bypo- 
tbese plus gendrale: 

f* = A’B, 



laqnelle dtant ddveloppee deviendra: 

m*{C- B) + JUT*(C- A)=z~ (C— A)(C— B). 

Si C est le plus grand des trois moments d’inertie principaux, l 
courbe prdcddente est imagioaire. 

Si C est le minimum de ces trois moments d’inertie, la courb 
de cette dquation sera une ellipse, trac^e dans le plan formd pa 
les axes du moment maximum et du moment moyen. 

Si C est le moment d’inertie moyen, il y aura nn terme posit' 
dans le premier membre, tandis que l’antre est n^gatif, et le aecoa 
membre devient positif. Ainsi d^slors la courbe de l’equation -aet 
une byperbole concentrique au systkme et tracde dans le plan prii 
cipol iormd per les axes des moments minimum et maxinmis 
De plus la supposition f*=AB' rdduit les dquations (1) et 
k une mSme condition: 



Dlgflized by Google 




191 

(a^'H-V«>" = 0, 

i iiquelle il faut joindre la relation perp4tuelle: 

o*+o'»-l-a"’ = l 
et 1’^nation (3): . 

cM>{A' — B')~h/{a’^—a*) = 0. 

/ 

Si l’oB suppoie d’abord a“ = 0 , il reatera pour la d^termioatian 
dei qaantiti^s a, a' les deox dqnations de condition : 

o*-|-a'® = l, 

oo'(^' — ß') + /(o'» — «*) = 0; 

car alors cette derniere n’est plus une consdquence des deux autres 
i cause de a" = 0. Or ce cas dVlimination a d^ja traitd, et il 
BMU a donnd no Systeme d’axes permanents, l’un normal au plan 
d’inertie et les deux autres sitn^s dans ce plan au point 

desB^ (iS^, Pour Tun de ees derniers on a trouv^ qu’il fait avec 

Taxe des abscisses uo angle donn£ par l’dquation (D) du No. 8. 
laquelle devient ici en vertu de la valeur de /'*: 

eos» ^ = e‘ tong» 9> ' = 

limi Tun de ees axes forme avec l’axe des abscisses un angle dont 

lataugente est et l’autre un angle de tangente qp n- 

Haii nos ^qnations de condition doivent 6tre satisfaites aussi indd> 
ptidiniment de la valenr particulibre a" = 0 attribude a a. L’d- 
9Mlisn ( 3 ) n’est d’ailleurs qu’une consdquence des deux untres 
I ll,2), si I’on ne suppose pas d’avance a'' =0; et il suffira parcon- 
' i^ueat de poser gdodralement 

I -i-fa =0, o* -1- a'* -4- o'”’ = 1. 

Or ai I’on ddnote par n l’angle compris entre l’axe Ix et entre la 
' psjection aur le plan (x'y) de Taxe d’equilibration cbercbd, et par 
^ 0 MD inclinaison ä ce plan, on ponrra faire : 

a = cos d- . cos t], a' = cos & . sin tj, u" = sin &. 

Oe b on eoDClnt: 

A’ cos ^ . cos ij -i-/ cos d- . sin >7 = 0, 

or la relation perpdtuelle devient identique. derniere dqnation 
iKpsrtage en deux facteurs, Tun cosd' = 0, qui reproduit la solu- 
täs de l’axe normal au plan, et l’autre: 

I .4' cos 1 } -4-/' sin q = 0 

lloDoe: ' 



DIgitized by Google 




192 



tong i\ — — y = -|_ 

et l’angle 9- restera ind^termiD^ partant arbitraire. II en eit par- 
coDiäquent de rnSme des trois cosinns a, a\ a'. Ainsi toutes les 
Hgnei, litodes au poiut dound, d’nne maniere (;|ue]coDqae , dans un 
plan normal au plan d’inertie et passant au point donnd, sont des 
azes d’dquilibration. Mais en substituant pour ß' leurs valeurs 
dans l’eapression de tang q, on pent s’appercevoir que tons les 
azes se projettent suivant la normale ä la section coniqne an point 
donnd , et que la solution particuliere qui provient de a" — 0 est 
comprise dans la solution gdndrale. Nous sommes donc en droit 
d’dnoncer lea propositions ’suivantes, dont la premibre n’est qu’une 
ndgation: 

1) Dans le plan principal du centre, formd par les azes de mo- 
ments moyen et minimum il n'eziste aucnn point, aucun lieu gdo- 
mdtrique de foyers de radiation plane. 

2) Dabs le plan principal du centre, formd par les azes de mo- 

ments maximum et minimum, il existe toujours nne hyperbole 
concentriqne au solide dont chaque point est un foyer de radiation 
plane normale d’axes permanents: c. a. d. que ccs azes sont tous 
distribuds dans le plan normal au plan principal, et mend suivant 
la normale k la section coniqne au point donnd. ’ 

3) Dans le plan principal formd par les azes des moments ma- 
ximum et moyen il existe toujours une ellipse concentriqne au 
solide, dont cbaque point est un foyer de radiation plane normale: 
c. b. (I. que tous les azes permanents en ce point sont situds dans 
an plan, normal au plan principal et mend suivant la normale k la 
section coniqne; de plus la tangente en ce mdme point k la courbe 
est Taxe permanent isold. 

Si l’on se reporte sur la valeur de tang q, on voit qu’elle est 
inddterminde pour le cas de^' = Oj f=zO; c. a. d. pour ST= 0, 
et JUS* + C — A = dqnations auz quelles on peut satisfaire eo 

prenant T-=0 etS Cette circonstance semble an- 

noncer que les sommets du grand aze de l’ellipse soient des foyers 
de radiation absolde et nni verseile: mais il n'en est pas ainsi, parce' 

qn’en dcrivant: — y = — j^ 7 ==, on obtient tang q = ei 

Thypothdse de ^' = 0, 7’=0 donnant B'=C — B, il en rdsulti 

tang q = ^ g ~ conforme a l’dnoncd gdn^ral 

dtabli plus baut. Mais pour la classe de solides, i^ui anraient deu: 
moments d’inertie dgaux C, B, et dont le troisieme A serait l> 
plus grand, la quantitd tang q derient eii effet inddterminde: ains 
pour cette espece de solides les deux points de Taxe du maximui 

situds a la distance =p du centre sont des foyers de ra 

diation absolus et universels d’axes permanents. Cette deroidre pri 
pridtd, et Celles relatives auz deux scctions coniques de radiation oi 
dtd ddcouvertes pour la premiere fois par M. Binet (Journ. de l’l^col 
polytecbn.). Plus tard Ampere y est parvenu de son cötd ( Noi 
veanx Hdmoires de l’lnstitut). Nous les avons dgalement trouv^e 
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üfiit que d’avoir pris une coonaissance approfundie da memoire de 
S, Bioet Quant a la propridtd des deux foyers de radiation abso- 
Ins d^montrde, son analoffue se (rouve aussi ddmontrde dans ia 
Dote p. 496. lere ddition de la mdcanique de Puisson: mais nons 
{irisos le iectear de revoir ee passagr et le memoire de M. Binet; 
il poarra se convaincre que la questiou s’y trouve envisagee sous 
DI poiat de vde diffdrent de ee que noiis venoiis de präsenter; c’est 
ee qu’on concevra d’autant mieux, si Ton a dgard k cc que nous 
iliroDs'sur les moments d’inertie dgaux entr’eux. 



10 . 

On Toit par les valeurs des coüfllicicDts que pour 

tm les solides ayant leurs momruts d’inertie principaux du centre 
egau eotr’eux, les racines de l’dquatiun en ^ resteut inddtermindes 
oa iscoDDÜes: mais il y a ici ou du moins il peut y avoir u'n ddgre 
(i’iDddtermination plus ou moins considerable et avant que de rien 
proDODcer, il faudra soumettre encore ce cas particulier k un exa- 
sei ipdcial. On sait ddjk que quand les moments principoux du 
ceilre sont dgaux, tous les moments relatifs k des lignes centrales 
ijnekoDques du solide sont dgaux entr’eux. De Ik il est aisd de 
cooclire que de tous les axes en un point quelconque ( O) d’un tel 
solide la ligne droite O/, mende du point donnd par le centre d’i- 
lertie, est pour le point { 0) l’axe du moment d’inertie minimum; 
cette droite est ansst manifestement une l’igne d’inertie centrale, et 
ic plot tous les axes en ( 0) situds dans un plan normal k OJ cor- 
'ospondent k des moments d’inertie dgaux. Enfin tous les axes en 
10) sitnds en debors de ce plan, mais distribuds sur une mdme sur> 
i^ceconique, concentrique k OJ, ont encore des moments d’inertie 
igm dont la valeur commune est: 

A M . Ol* . sin* 0 , 

.1 ddiignant le moment central, et a l’inclinaison de la gdndratrice 
> la ligne Ol , considdrde comme axe conique. De Ik on est con- 
iiit a penser que si pour le point ( O) il existe une multiplicitd 
lixes d’dquilibration, ils doivent au moins se trouver tous dans un 
Hm normal en ( 0) k Ol. Or cette propridtd peut dtre en eilet dd> 
witrde d’une maniere rigoureuse a Vaide des dquations de condi- 
tan gdndrales (!', Il', III', No. 4.); car de quelque maniere que le 
.|*nt fixe ( 0) se trouve placd, on peut dire qu’il est place sur un 
ue Principal du centre /^r', et faire en consdquence T=0, f/,=Q; 
«qni donney=0, g = 0, ä = 0, partant: 

Ä'=0, «a"ir=0, «o"^'=0, aa>(A'—ß’)T=0 ,-... (g-) 

!t a caaie de ß‘ = 0, il restera simplement: 

cm"A’ = 0, aa’A' — 0. 

C«s conditions sont satisfaites 1) par a" = 0, a'=:0 k la fois: ce 
■i donne a = l, et fait voir que Tun des axes cherebds coincide 
«ec OJ ou a:'J\ ce qni est dvideut. Mais eiles sont encore satis* 
kitea par a = 0; et comme on a deslors a'* + u"* = l, il s’ensuit 
Tb«n V. 13 
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que les autres axes cherch^ sont dana un plan normal en 0 k 0/, 
et cju’iU s’y trouvent en nombre iufini, puiaqne les qnantit^i 
quoique li^es par la relation =: 1, restent arbitraires ou 

iaddtermia^es. — Ainsi en nommant avec Euler solides de lere 
classe ceux des solides qui ont leurs trbis moments principasx du 
centre dgaux, uous pouvons ^tablir dans notre langage, que tont 
point fixe d’un solide de lere classe est un centre de rsdiation plane 
normale d’axes permanents, taudisque le centre d’ioertie est uu teyer 
de radiatioo absolue et universelle. 

Remarque. On nous objectera peut ■ fitre que notre raison- 
nement est insuffisant, en ce que nous admettons ä la fois les 
trois dquations .... (g), tandis qu’ailleurs nous avons remarqu^ 
que l’une d’entr’elles n’est qu’une consdquence des deux autres. 
Mais il convient d’observer que dans le cas particulier actuel Is 
Ibre condition = 0 est satisfaite d’elle - mdme ä cause d< 

i7' = Q; si donc on la supprime ou qu’on la ndglige, il faudra te- 
nir compte des deux autres a la fois, car on doit dans tous les cai 
exprimer completcment la nature mdcanique de la question qui veu 
que l’dnergie totale des forces centrifuges ä tourner l’essieu de ro 
tation du solide autour de deux axes au moins, situds dans un plai 
normal, 'Soit nulle. Notre raisonnement ne nous parait donc pour li 
moment susceptible d’aucune objection fondde. 

11 . 

En examinant avec quelqn’attention la loi de composition de 
cogflicients A' de l'dquation du Seme ddgrd en on re 
connait qu’ils ne changent pas de valenrs quand on change a la foi 
les signes des coordonndes S, T, U, sans altdrer leurs valeurs. Don 
en joignant un point qnelconque (0) de I’espace an centre dlnerti 
d’un Systeme rigide, et prolongeant la droite OJ d’une quantit 
I(y=.JO, on obtient un point (0'), pour lequel les axes permanent 
de rotation du solide sont respectivement paralidles k ceux da poio 
( 0). Cette propridtd a dtd aussi reconnüe par Mr. Binet, mais par s 
marche plus savante et plus laborieuse, 

12 . 

Les racines de l’dquation du Seme ddp^rd en C ne sauraient d 
venir indetermindes (;^ue quand on snppose a la fois .<^,=0, 

C, =0, i9, =0, Si donc on se reporte de nouveau a la ddcoi 
Position de ces coefficients, on s’appercoit que dans des solid 
quelconques il ne sanrait exister aucun foyer de radiation, qui i 
soit situd dans Tun des trois plans principaux du centre du solid 
et comme ces plans ne renferment que des centres de radiatirm pla 
normale, il s’ensuit que les solides en gdndral n’admettent anc 
centre de rayonnement ahaolu et ttniversel. Le cas exceptionel 
cet dgard a dtd signald plus haut. 



IS. 

Ponr ddterminer les axes permanents de rotation d’un syste 
matdriei plan , relatifs k un point fixe ( 0) da plan , on fern pasi 
par ce point deux axes rectangles {Ox, Oy) paralleles aux axes pr 
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cipaos (Ix'; Iif'), et ea därngnant par 9 ) l’aagle iocaaBu de Taxe 
cbercbd avec Ox, et par 8, T les coordonadea de ( 0) relativea k 
Jaf, yy, ou ce qui revieat au mdme ici, celles de / relatives k Ox, 
Oy, 00 aura; 

tang *9> — 

Pour avoir tang 29 ? = ^, ii Eandra douc poser k la fois: 

, MST—0,Jl~JB + MiT>~8*) = 0. 

Soit A'^ B, et posoas en consdquenee 7'=0; d’oii I’on tire: 



*==*= 1 ^- 



II B’ensnit de Ik une pour tout Systeme matdriel plan il existe sur 
l’axe du moment d^ioertie maximum central du plan deux foyers de 
radiation plane coujuguds. 11 est bien entendu que le 3dme axe 
permanent est unique ou isold et normal au plan. L’exemple de la 
surface elliptique homogene est bien remsrquable.ici. En effet nom- 
mant q sa densitd, a, b les demi-axes principaux du centre, on 
obtient: 



A-=±\nqa*b, B z=z\ngab*f MssinQab 



ce qui donne: 



S=z:izV^a^ — 



Ainsi les foyers mdcaniques, oa les eentres de radiation plane 
de la surface elliptique, se trouvent placds sur le petit axe de la 
figure, de la meme manidre dont les foyers gdometriques ou op- 
tiques de la courbe sont rangds sur le grand axe. 

On peut eneore ddmontrer faeilement que pour nn point fixe 
(O) pris sur l’un des deux axes d’inertie d’une surfoce plane ma- 
tdrielle les trois axes permanente' sont constamment paralleles a eux 
mdmes et a ceux du centre; qu’enfiu le lieu des eentres de paral- 
Idlisme d’axes permanents dans le'plan est une b)qierbole. 



14. 

Sur le plan d’inertie central, comprenant les axes des moments 
maximum et moyen, dderivons l’ellipie, lieU des foyers de radiation : 

(B — C)<y» + (A— C)T*= ü- ~ ~ 

et concevons en nn point quelconque dn pdrimetre curvilig^e un 
Systeme d’axes rectangulaires, l’un Ox tangent a la courbe, l’autre 
Oy normal, et le 3dme parallele k /sr'. Si I’on ddnate par o, 
it , c les trois angles d’une droite quelconque OK avec ces axes 
coordonnds et on parXsrjti* le moment d’inertie du so- 

lide par rapport k OK, on aura en nommant A'„ B'„ C',-Ies trois 

13* 
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moments d’inertie du solide, relatifs aux axes permanenta Ox, 
. Oy, 0%: 

2 . mp'* =A, cos* B , cos’ Ä-+- C\ cos’ e. 

Si l’oD appelle i;' l’angle de l’axe Ox avec l’axe Jx*, on aura; 

B‘ A* 

tang’i7'= cos’ V = 

et si ri exprime l’anglc de la nonnale Oy avec Ix' , il vieut: 

A* 

tang’«j = ^, coB’i; = 

Or en concevant par le centre J denx axes /w, Iv paralleles ä 
Ox, Oy, respectivemeut, on aura le moment d’inertie relatif k Im 
^gal k : 

.A cos’ ij* -t- Ä cos* i;, car cos(«/x) = 0; 

' et celui relatif k Iv dgal k: 

A cos’ ij H- Ä sin* ; 

et par Substitution ces quantitds deviendront: 

AA^BB . 

Ä-t-B P““" 

AB + AB , 

a^b p ®“" 

Pour obtenir maintenant les valeurs de A\ , B , , on n’a qn's 
ajonter aux pr£c4dentes le prodnit de la masse par fe quarrd de Im 
distance p entre Im, Ox, et par celui de la distance g entie I« 
et Oy. Mais on a: 

pM ^ _» — S*<4-T* »* 

^ JUl(A — C)*T* + (B —C)*S*]' ^ ^ ^ ’ 

d’oii l’on tire: 

jdf AA -4* BB .WM » £ ^ \ 

■A , — A-\-B •‘••(Ox), 

B\='^Es^^M(S*^T*-p*)....(Oy\, 

et l’on aura ensuite pour C \ : 

C", = Cr-f. 1^8* -t- T*). 

11 n’y aura plus qu’a substituer ces valeurs de A' „ B „B , dans Vi- 
qnation premiere pour avoir le moment 2. mp*. 

Si l’on tient compte de la relation entre B et T, on tronvera 
aisdment: 
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Mp' 



(A-CMB-O 



d’on; 



^ _AM ^BB — iA — C){ß — C) 

“ A^B 

«, _ AB AB + 

ür,_ y— 



T»J; 



de Ik on conclut aussi: 



-t- Ä*. + c\ = r+ 2^(Ä» H- r*), 

ce qoi exprime nne proprUt^ facile k ^noncer en langage ordi- 
naire. 

Pour avoir le momeat d’iaertie, relatif k une droite OK, sito^e 
daiis le plan de rayonnement normal k la conique, on fera: 



cos a = cos d- . cos r\, cos b =z= cos B . sin 17 , cos c = sin 



ce qni donne; 



cos a 



= cos B . 1/ ■ ~ä. \ cos Ä = cos ^ . 1 / ■ 

y A-\-B y A-i-B 



et 



Donc le moment d’inertie relatif k cette position particnlikre de 
OK change avec son inclinaison sur le plan principal (.acf't/), et 
cependant toutes les lignes en ( 0) sitn^es dans le plan normal sont 
des axes permanents de rotation. II n’est donc pas exact de suppo- 
ser, comme on le fait dans la thdorie ordinaire, que les lignes 
droites, pour @tre axes permanents de rotation en un point qnel- 
conque, doivent correspondre a des moments d’inertie dganx entr’eux. 
Li’hypolhese rdciproqne serait dgalement erronnde, puisque l’on a ddjk 
reconnu pIns baut des axes k moments dganx qui ne sont point des 
axes permanents. ^ 

Si l’on coosidkre l’un des sommets dn grand axe de la courbe, 
on aura: M8*z=A — C, T=0, .,^' = 0, ß'=C — B; partant 
A'-J^B=C—B, et A\z=B-{-A—C, B',=A, C\=A-, 
ce qni est evident anssi par la transformation directe, parcequ’alors 
Oy coi'ncide avec Ja;'. Par rapport k la droite en ce sommet, situd 
dans le plan (a:", %'), le moment d’inertie devient: 

2 . mp* = A-t- (B — C) cos* B. 

Au contraire pour une droite en ce sommet, dirigde d’une maniere 
quelconque, on doit avoir: 

2 .mp*=4,B+A — C)coa*»~t-A coa*b-+-A cos*c=^^-f-(Ä — Qcos*«. 
Ainsi toutes les gdndratrices d’une surface conique concentrique a 
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la tangente ä la conrke parallele ä /y', et ayaot sod sommet a l’un 
des sommets du graod axe rdpondent k des moments d’inertie ^gaux; 
et cependant aucune de ces gdn^ratrices n’est doude de Is propriete 
d’on axe permanent. Ponr cnaque sommet du petit axe de la conrbe 
on a; 

2.mp'* = ß + {A — C^)cos*o, 

ce qui repond k une propridtd analogue. Pour les tangentes aux 
quatre sommets la valeur commune du moment d’inertie sera ..4+ ^ 
— C. On pourra rdpdter les calcnls prdcddents pour l’hyperbole de 
radiation, et pour tout axe de l’espace, passant par uil sommet de 
la courbe, on trouvera: 

^ . mp* = B cos* a-\- A sin* a, 

ce qui suppose le plan des axes maximum et minimum daos 
celui des De la on ddduit encore l’analogue d’une conclusioc 

ddja dtablie. 



- , 1 ^’ 

Supposons quc le point flxe (O) soit situd d’une maoiere quel 
conque sur l’un des trois axes principaux du centre, sur Ix' pa 
exemple. On aura donc: 

a’a”(^ .my'*—2. ms'* ) z= 0, 
aa"(2.mx'* —2. ms'*) = 0 , 
au'(^ . mx'* — ^ . my'*) = 0 ; 

\ 

et conime pour des formes quelcnnques de solides on n’a pas dgalil 
entre les quantites 2.my'*, 2. ms’*, on devra poser simple 

ment; 

aa' = 0, cm ' = 0, a'a'' = 0. 

Cds dquations de condition ne sauraient dtre remplies que par l’bi 
potbese de l’egalitd k zdro de deux quelconques des trois quantit 
a, a', u". On conclut de la, conformdmeot a ce que Poissun a r 
connu par une autre voie, que pour tout poiut situe sur l’uo d 
trois axes d’inertie d’un solide, Tun des trois axes permanents co'i 
cide toujours avec cet axe indme. Mais contrairement k sou asse 
tion , les deux autres axes permanents en ce point sont parallel 
respectivement uux deux autres axes d’ioertie, car en dirigeu 
Taxe Ox suivant Ix' qui renferme (0), et faisant Oy, Os pan 
leies k Iy,Is, on aura pour uo point materiel quelcooque y = 
et x = x': partant et comme on a ddjk 1. 

permanent, il s’ensuit k la fois2f.Mys=0,.3.M^;s = 0,.3.ito.z:'y:^ 
fi’est ce qu’on pourrait aussi demoutrer encore par d’autres moye 

16 . 

Continuons k placcr le* point fixe (CI) sur l’un ,dcs trois a: 
d’iuertie, sur Ix' par exemple, et admetluns que le solide soit 
rdvolution, partant qu’il ait ses deux moments d’iuertie, relutits i 
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axes Ixl, 4g«ax entr’cox; döslors tous les ases dam le plan 
aeroDt des axea d’iaertie. Dod« puisqoe lea deox lignea 
Oy, Ö% paralleles a cea axea aont pennaaents, et que dans le plan 
cbaque axe d’inertic It/ reate arbitraire de directinn, il en 
«st de mdme de lu direction de Oy, O* daas le plan {y, s). (In 
eonclnt de lä, qne quand un solide' a deux moments d’inertie prin> 
cipaux du centre dgaux, un point qnelconque de l’axe d’iner(ie 
a monient indgal est un fojer de radiation plane d’axea permanente, 
touB situda dans un plan normal en ce point a l’axe, ou pour le' 
dire plua abrdviativement, c’eat un foyer de radiation pidne normale 
d’axea' permanents. Cette propridtc reproduit celle du No. 10. rela- 
tive aux solides de premibre claase. 

Reraarqnc. Nona terminerooa cette disaertation, en anppri- 
mant quelques ddveloppements et ddtails qni ne noua paraiaaent pas 
d’nn intdrdt Capital; mäia il noua reate k faire une dernibre obser- 
vatiou, et k rd|>arer une omission. Les deux aomme(8 de l’ellipse 
de radiation , relative anx extremitbs de son grnnd axe, son situbs 
sur Taxe du momeot d’inertie maximum, anx distuncea du centre 

ff 

— — ; mais ce mbme axe renferme lea deux aommets de l’by> 




perbole, distants du centre des 



quantites 



:V— - = 

V M 



lea deux ex- 



trdmitds du petit axe de l’ellipse se trouvent au contraire sur l’axe 
du moment moyeo. Coucluoos de Ik que dans tont solide Taxe 
central du moment d’inertie maximum renferme deux couples de 
foyers conjugues de radiation plane normale, exprimds par les di- 

stances <1 = ± & = r*r \/ '^ taoditque Taxe moyen' 



ue renferme qu’un Systeme unique de foyers conjuguds , douu^ pur 
la distUDce: 



A=±]/ 



B-C 

M 



17. 

Notice historique, Segner a le premier recounu l’existeuce 
des axea principaux et dea axes permanents de rotatiou, qui lut en- . 
suite ddmontrde par l’immortel Euler, bia demonstratiou analytique ae 
trouve reproduite avec plua ou moiiis de mudilicaliuns par les gdo- 
metrea mdcaniciena plus rdeents, Laplace, l’rony, l’oisson, etc. I.,« 
mdtbode de Laplace noua parait plus rignureuse que celle de Pois- 
son, en ce qu’il fait voir d’abord l’exisience des trois axea prioci- 
paux, pour eu couclure ensuite la realitd des trois racines de l’e- 
quation du Seme ddgrd; taodisque Poisson admet par une espece 
üe reduction k l’absurde la rdalitd des trois racines pour en coaclure 
l’existence des axes principaux, ce qui nous semble laisser quelque 
cbose k desirer. D’ailleura cette deroiere moniere de proedder u’est 
pas entierement cooforme k l’esprit de l’nnalyse, en ce que ron 
admet d’abord l’cxisteuce de ces axes, pour 1a vdriGer ensuite pur 
le calcul; ensuite eile offre rincouvenient de rendre soliduires en- 
tr’eux ces trois axes et de ne pouvoir les deGnir que par les ex- 
pressioDS unalytiques2^.OT.ry = 0, = 0, .^.«ayz=:0. D’un 

uutre cdte nous fniaons contre cette methode une ohjeclion que 
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Dons reproduiioDB ici, bbdb preteodre toutefois qu’elle soit fondde. 
II Dons parait que la rdalitd des trois raeiaeB de l’dquation du 3dme 
ddgre ä la quelle ob parvient daus toutes lea mdthodea est impoasU 
ble k prouver;' et il ae peut didme daoa de certaina caa qu’il n’y 
ait qu'une raciue reelle. En effet lea coefficieuts des termes de l’d> 
quation ddpendent des constantes 0 , b ^ c, f , g, h lea quellea dd- 
peudent elles-uidines des dimenaions, de la forme et de la maase du 
Systeme et de la disposition des axes coordonuds &xes aux quels 
il est rapporid: il se.peut douc que ces axes ae tronvent disposds 
de fa^on qoe l’dquation de condition entre constantes qni doit dtre 
remplie pour rendre deux racines imaginaires soit en eftet aatisfaite, 
mais ddslors on aurait un axe principal seulement, ce qui dans la 
ddfinition purement anal^tique est absolument ddpouriu de signifi- 
cation. Dans sa mdcanique analytique Lagrange traite aussi la 
question des axes principaux; mais loin de les rendre solidairea en- 
tr’eux il ddmontre d’abord par aes. formules gdndrales du mouvement 
de rotation' des solides l’existence d’un axe de libre rotation, et 
ddduit ensuite facilement les deux autres de la mdme aaalyse. 

Dans un mdmoire insdrd dans le Journal de l’dcole polytechnique 
M. Binet traite la question par une mdthode fort gdndrale dont nous 
ne saurions ici donner l'idde; et le premier il a ddcouvert cette 
belle propridtd de l’ellipse et de l’byperbole de radiation que Ton 
'U dtablie ci ■ dessns. Pins tard Ampere s’est occupd de la m&me 
question dans les nouveaux mdmoires de l’institut de France; et ses 
rdsultats sont pour la plupart identiqnes a ceux de M. Binet; sa 
mdthode est plus gdomdtrique, mais l’enoncd des propridtda qu’il 
dtablit devient embarrassant et quelqne fois mdme fort difGcile k 
bien saisir. De plus aucun de ces illiiatres maitres ne s'etait occupd 
de la ddtermination des axes permanents par rapport anx axes prin> 
cipaux ddjk censds connus. Ainsi donc dans notre maniere de voir 
il y avait encore des difficultds k raiocre 'et des conclusions'nou- 
velles k dtablir, conclusions qui devaient rdsuller de cette ddtermi- 
natioD. En commenfant notre tkclie nous avions pour but de faire 
une thdorie gdndrale complbte des axes principaux et permanents, 
une tbdorie susceptible de comprendre toutes les propridtda connnes 
et nouvelles de ces axes, et de ligurer en mdme temps dans l’en- 
seignement ordinaire de la mdcanique. Nous allions oublier de par- 
• 1er de M. Caucby qui a traitd la question des axes principaux par 
une mdthode g^metrique remarquable de simplicitd et que dans 
l’enBeignement on pourrait prdfdrer, k toute autre marche, qnand ou 
aurait peu de temps k consacrer k cette matiere: en outre plus rd- 
cemment dans le Journal mathdm. de M. Liuuville, M. Gasebeau a 
montrd le muyen de ddduirc de Ik les deux sections coniqnes de ru- 
dialion; de Sorte qu’il scriiit maintenant fucile de faire de cela un 
tout bien homogene qui supposc toutefois l’existence des diametres 
conjuguds rectiingles des surfaccs du second ordre. Mais noua ne 
croyons pas que notre travail devienne par Ik inutile, et c’est ce 
qui nous a ddcidd k le livrer k la publicild. 
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xn. 



lieber Euler’s Princip der Differenzialrechnung, 
ein Zusatz zu des Herrn Dr. Gerhardt Aufsatz 
im n. Band, 2. Heft des ArchiTS fttr 
Mathematik und Physik. 

Von 

Herrn Doctor Ludwig Felix Ofterdinger 

zu Tübingen. 



Die Derivations -Methode fand bei den Deutschen solchen An- 
kla^, dass sie in fast allen Lehrbüchern der Differenzialrechnung 
zu Grunde gelegt wurde, und gilt jetzt noch bei manchem Mathe- 
matiker als die wahre Grundlage des höheren Calcnls. Es ist dies 
um so auffallender, als Euler*) schon vor Jahren gezeigt hat, wie 
jenes Princip nicht die Grundlage eines wissenschaftlichen Gebäudes 
sein kann, als ferner Lagrange selbst in seiner Mdcanique analy-' 
tique jenes Princip nicht weiter anwenden wollte, als endlich Cau- 
ciiy das wahre Princip mit einer Wissenschaftlichkeit und Eleganz 
aufstellte, welche ihm den Beifall aller wissenschaftlichen Mathe- 
matiker verschaffte. Es war daher von Herrn Dr. Gerhardt sehr 
verdienstlich, dass er die Sache in dem Archiv für Mathematik und 
l*iijsik (II. 2. 200.) zur Sprache gebracht hat und das wahre, ein- 
wissenschaftliche Princip ()er Differenzialrechnung klar aus ein- 
inder setzte“); aber eben wegen der Wichtigkeit der Sache möchte 
<s erlaubt sein, einen Vorwurf zu beseitigen, welcher einem der 



Euler institutiones calculi differentialis. < . 

An der Tübinger Universität wurde noch im Jahre 1842 folgende Preisr 
aiifgabe gegeben: „die Erfahrung lehrt, dass die Methode des Un- 
endlicbkleinen, selbstständig vorgetragen, für den Anfänger etwas seb- 
ni y steriöses bat, und dass ihm, wenn auch dieses durch Gründung 
derselben auf die Ableitungsmetbode vermieden wird, die Siefaerbeit der 
Anwendung in allen Fällen zweifelhaft eracbeint, in welchen er nicht 
im Stande ist, die Ableitungsmetbode der Methode des Unendlichklei- 
zien zu substituiren. Da nun die letztere, ihrer Kürze wegen, in den 
Schriften über angewandte Mathematik die herrschende ist, ihre Uebert 
tragung in die Ableitungsmetbode aber noch in manchen Fällen Schwie- 
rigkeiten darbietet, so würde die Beseitigung dieser Schwierig- 
keiten ein verdienstliches Werk sein. Die Fakultät macht daher das- 
»elbe zur .Aufgabe mit dem Wunsche, dass bei Lösung derselben das 
Lehrbuch der Mechanik von Poisson besonders berücksichtigt werde.” 
Diese Aufgabe, in einer Stadt gegeben, in der L’Huilier seine p rin- 
cipiorum calculi differentialis et iutegralis nxpusitio elc ■* 
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grössteu iUatbematiker gemacht wird. Herr Dr. Gerhardt sagt näm 
lieh pag. 202: 

,,OnDgeachtet dieser Vorgänge entbehrte dock noch das um dies« 
,.Zeit im Jahre 1755 abgefasste Lehrgebäude der Differenzialrecb- 
,,DUBg anseres unsterblichen Euler die feste Begründung dnrcl 
,,die Ureuzmetkode, aber er setzte, in der Üeberzeuguug, dass voi 
,, allen Dingen die so vagen unendlich kleinen Grössen aus der Dif 
,,fereDziatrecbndng entfernt werden müssten, mittelst eines kUbnet 
,,Gewaltstreiches dieselben =0 und legte diesen Nullen eine: 
,, intensiven Werth bei. Nach seiner Meinung müsse man auf ihn 
,, Entstehung Rücksicht nehmen, dann dürften sie auch, je naebdeu 
,,sie aus einer grossem oder kleinern Grösse entstanden wären 
„einen verschiedenen Werth unter einander haben, obgleicl 
„sie durch dasselbe Zeichen dargestellt würden. Diese Annabini 
„veranlasste aber bei der Bestimmung der Differenziale vielfachi 
,, Schwierigkeiten, zumal da Enier durch die Differenzenrech 
,,nung und mittelst der Entwickelung der Functionen in Reiliei 
„dahin gelangen wollte, und in der Tbat ist die Dunkelheit um 
,, Unverständlichkeit, die in den ersten Capiteln der Euler'schei 
,, Differenzialrechnung herrscht, eine merkwürdige Ersebei 
„nung für jeden, der mit der äusserst lichtvollen Darstellunj 
,, Eulers vertraut ist.” 

Es ist diese Ansicht über Eulers Differenzialrechnung nicht neu 
denn schon im Jahre 1786 bat sich W. J. G. Karsten in seine: 
mathematischen Abhandlungen. Halle 1786. pag. 92 seq. vet 
anlasst gesehen, gegen dieselbe zu schreiben. Wäre das Werk vo 
Karsten der jetzigen Generation so bekannt als das Archiv, s 
könnte man einfach darauf verweisen, so aber wird es nicht unnü 
tbig sein, an der Hand des Euler’schen Werkes ^as Irrige obige 
Behauptung zu zeigen. 

Euler eröffnet die Vorrede mit der Frage: quid sit calculus di 
ferentialis, atqne in genere analysis infioitorum? Er beantwort 
diese Frage dahin: dass eine Antwort nicht möglich sei, so lang 
nicht bestimmte Begriffe vorher festgestellt seien , daher er zuer 
die Begriffe von Function ans einander setzt. Ferner sei y=.a: 
und sc wachse um b>, so muss y um s wuchsen, und es ist ali 
z = 2.rb>+<o', also s : m =2;r + co : 1. Ebenso kann man 
allen andern Fällen beide Incremente vergleichen, ja söge 
wenn to, also auch z wieder verschwinden, wo x:to = iscz\ ai 
verhalte. Jetzt erst gab Euler eine Antwort auf obige Frage; 
sagt, die Differenzialrechnung, qui est metbodus detenninandi i 
tionem incremenlorum evanescentium , quue functiones quaecuaq 
uccipiunt, dum quantitati variabili. cujus sunt functiones, increms 
tum evanescens tribuitur. — Calculus igitur differenlialis non % 
in bis ipsis increuientis evanescentibus , quippe quae sunt nu| 
exquirendis, quam in eornm ratione ac proportione mutua scrutai 
occupatur; et cum hae rationes finitis quantitatibus exprimantur, ef^ 



inenraris vor 41) Jahren und Rolmenberger seine Anfangsgrüiiil e 
höheren Analysis vor 33 Jahren gesehrieben bat, und welche 
jetzigen Stand der Wissenschaft völlig ignorirt, daher vor 30 Jab 
aber nicht jetzt, an der Zeit gewesen wäre, konnte natürlich keiue 
friedigende Lösung erhalten, und der Verf., der sich mit der Lösung |li 
Anfg^c abmühtc, konnte nicht einmal eines Lobes theilhaftig wci 
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bie calculus circa qacntitates finitas vCrMiri est censendes. Quamvia 
egim praecepta, u(i vulgo tradi aoleat, adiataincrementaevaneacentia 
defioienda videautur aceomodata; nuaquaai taoieu ex iia absolute spe- 
ctatis,ae<l potiussempcrexeorumrationecondluaioneadeducuntur*). Die 
veracliwiodeDden lucremente, fahrt Euler fort, heissen üifierenziaie, 
auch unendlich kleine Grössen, die der Natur der Sache nach gleich 
0 gesetst werden müssen, was in einem Beispiel gezeigt wird, wobei 
aber Euler bemerkt, dass man ja nicht glauben müsse, die Differenzial» 
rccbnung' gebe Regeln, die Differenziale zu finden, sondern nur ihre 
Verhältaisse, welche endliche Grössen seien. Cum autem hoc modo, 
qui solus est rationi consentaneus, principia calculi differentialis 
atabiliuBtur, omnes obtrectationes, quae contra hnnc calculum pro- 
ferri sunt solitae, aponte corrunnt; quae tarnen aummam vim retine- 
rent, si differentiaiia aeu infinite parva non plane annihilarentur. 
Pluribus autem, qui calculi differentialis praecepta tradidere, visum 
est differentiaiia a nihilo absolnto secernere, peculiaremque ordinera 
quantitatum infinite parvarum, quae non penitua evanescant,. sed 
quantitatem quandam, quae quidem esset omni assignabili minor, re- 
tiaeant, constituere: bis igitur jure est objectum, rigorem geome- 
iricnm negligi et conclusiones inde deductas, propterea quod bu- 
jnsmodi infinite parva negligerentur, merito esse suspectas: quan- 
tuiDvis enim exigua haec infinite parva concipiantur, tarnen non 
soluB singulis, sed etiam pluribus atque adeo innumerabilibus simul 
rejictendis, errorem tandem inde enormem resultare posse°*]. Es 
zeigt nun Euler, dass der Sache durchaus nicht geholten sei, wenn 
aan die Cebereinstimmung der Resultate mit denen anführe, welche 
iarcb aeiiarfe geometrische Schlüsse gefunden worden seien, denn 
ein Irrthum könne den andern nicht aufbeben, vielmehr werde die 
Sache uur noch verdächtiger. Wenn die Differenzial- oder unend- 
lich kleinen Grössen wirkliche Nullen seien, so entstehe allerdings 
die Frage, wie sie mit einander verglichen werden können, worüber 
Euler sagt: incrementum quantitatis x, quod in' genere indicavimus 
per ( 0 , ad incrementum quadrati , quod est 2zr<i> + tu*, rationem 
Ijabet ut 1 ad 2.r-|-<a, quae semper differt a ratione 1 ad ix, nisi 
sit (i)=r O; at si statuamus esse m=0, tum demum vere aflirmare 
pqssnmus banc rationem fieri exacte ut 1 ad 2x. Interim tarnen per- 
ipicitur, quo minus illud incrementum o) accipiatur, eo propius ad 
liuDC rationem accedi; unde non solum licet, sed etiam naturae rei 
convenit, baec incrementa primum ut finita considerare, atque etiam 
io figuris, si quibus opus est ad rem illustrandam , finite repraesco- 
tare ; deinde vero haec incrementa cogitatione continuo minora fieri 
concipiantur, sieque eorum ratio continuo mugis ad certum quendam 
iimitem appropinquare reperietur, quem autem tum demum aitingant, 
com plane in nifailuin abierint. Uic autem limes, qui quasi ra- 
tionem ultimam incrementorum illorum cunstituit, verum 
est objectum calculi differentialis; cujus igitur prima funda- 
Bienta is jecisse existimandus est cui primum in mentem venit, bas 
rationes ultimas, ad quas quantitatum vnriubilium incrementa, dum 
Continus magis diminuunlur, appropiuqunnt, et cum evancscunt, tum 
demum attingunt, cuntemplari °**). 



•) Pap. VIII. und IX. 

••) Pag. XI. 

Pag. XIV. 
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Diese Sätze, welche Bnler noch weiter ansfnhrt, sind ehenso 
lichtvoll geschrieben als alles andere, was aus der Enier’schen Fe- 
der geflossen ist; sie gehen dem III. Cap. der inst, calcul di£P. ein 
ganz anderes Aussehen, als es ohne dieselben bat; denn wenn jetzt 
Euler die DiflTerentiale =0 setzt, wenn er denselben verschiedene 
Wertbe beilegt, so bat er deutlich gesagt, auf welche Art diese zu 
verstehen sei, nirgends ist ein ,, Gewaltstreich”; die Dunkel- 
heiten und Dnverständlichkeiten in dem ersten Capitel des 
Eulerschen Werkes verschwinden, so wie die Vorrede genau stn- 
dirt ist. Der einzige Vorwurf möchte Euler gemacht werden 'kön- 
nen, dass er das, was er in der Vorrede gesagt hat, nicht all 
den Anfang des III. Cap. gesetzt bat;- denn die Vorrede wird häufig 
entweder gar nicht oder nur oberflächlich gelesen, und deswegen 
wurde Euler von so vielen missverstanden und manches für dunkel 
und unverständlich gehalten, was klar ist, so wie man die in dei 
Vorrede erklärten Begriffe mitbringt. 



Xffl. 



lieber einige merkwürdige bestimmte Integrale 



Von 

Herrn Doctor O. Schlömilch, 

Privatdocenten an der Universität zu Jena. 



Von dem berühmten Ponrier’schen Theoreme: 

./o “*"*'*/o ^/(«)> « ^ 0 (1) 

^ sin sin s#** = ^/(«), «>0 (2) 

lässt sich bekanntlich eine wichtige Anwendung zur Entdeckui 
bestimmter Integrale machen. Wählt man nämlich die Function 
so, dass sich die jedesmalige erste Integration nach t, nämlich 

p y(0 cös oder f{f) sin vtdt, 

in welcher s# als Constante (igurirt, ausrübren lässt, so- bleibt nc 
eine zweite Integration übrig, für welche a als cooslant, m als v< 
äuderlich angesehen wird. Diese lässt sieb sehr oft nicht bewei 
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iteliigCB, aber man kennt schon ihren Werth, nämlich y/(o), und 

tnf diese Weise gelang man zur Kenntniss eines bestimmten ln> 
:efgralea, das man niät leicht auf anderem Wege finden würde. 
Bine der einfachsten und bekanntesten Annahmen dieser Art ist 

lie: y(a) = e . Man hat dann 



J7a‘) sin utdt = e sin utiU — ^ 
ind dnrch Substitution in die Gleichungen (1) und (3): 



/; 

f. 



cos au j n—t 



a^O (3) 



«sino« . n—a 

0 > “>® W 



und wenn man aß für a Mtzt und « = nimmt^ 

p 



r, 

r. 



cos ax , n—aß 
■ ■■ — ■ — as — « 

0 w ' 



o^O (5) 



“xsinnx . n—aS ^ 

:4x-=—e , o>0. (6) 



0 /J’ + iT* 



So leicht man hier zu diesen wichtigen Integralen gelangt ist, so 
schwer schien es, die Werthe der ähnlich gebildeten Integrale 



/'*üf 

J ü 1 - 



-du und 



r 

J e 



1 + 






uifxnfinden, wenigstens ist dieses Problem bisher ungelöst geblie- 
ben. Es kommt offenbar bloss darauf an, eine Function /* zu fin- 
len, welche die Eigenschaft hat, dass 

(7) 

ider auch 

/(/) sin •»#<* = (8) 



at, wobei k einen constanten Factor bedeutet. Dergleichen Fnnc- 
ionen nun sind folgende: 



= ^)-f-«-«li(«+r), für Gleichung (7) 

ind 



f{t) = e**\\(e-*) — «-*li («+<), für Gleichung (8) 

vobei das Zeichen U den Integrallogarithmus bezeichnen soll. Da 
lie Definition dieser Transscendenten selbst durch ein bestimmtes 
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Integral gegeben iit, so werden obige Substitutionen fiir/^^) iudei 
Gleichungen (7) und (8) eine ‘doppelte Integration nöthig macbeo 
Diese würde unter Anwendung der gewöbnlioben Formel für dci 
Integrallocaritbmns besondere Schwierigkeiten darbieten^ die sieb 
aber gänslicb rermeidea lassen, wenn man den Integrallog^rithnu 
in eine andere Form bringt. 



1 . 



Die Definition des Integrallogaritbmas liegt bekanntlich in d« 
Gleichung: 



" • ^ ^ " • p =/T 



, Nimmt man hier x^py, so wird ^ = 1, y = 0, wenn x=f 
und a: = Q geworden ist. Ferner tat dann da:x=:pdy, Ix—lf 
folglich 




<iy 



, Für y = e wird ferner » = 0 und » = oo, sobald y die Wertbe I 
' und 0 angenommen hat, mithin 



dx — * /** tb ■ 

h.p=-pj^—^e = + . 



■e • 



Für /# = e— *, p-=e*^ wird hieraus 



Setzt man endlich %-=.ta;, so ist 

y * ’** iLr 
0 

Mit Hülfe dieser Formeln wollen wir uns nun an die Untersucbaac 
der Integrale 

^*(^0 + ^ 

und 

[er*-‘ /»(«“O — 

machen. ' 
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Aus Formel (9) folgt durch Multiplication mit cos utdt und 
gtegration swiscben dcu Grauen ( = 0, ^ = eo; 

y e+* cos vtdt = — /' cos nt dt f — ^ 

la es aber in einem bestimmten Deppeiintegrale mit zwei Verän- 
Michen gleichgültig ist, nach welcher Veränderlichen zuerst inte- 
;rirt wird, so können wir im vorliegenden Falle die Integrationen 
D nmgekebrter Ordnung verrichten und zuerst nach t integriren. 
^ wird dann 

dx 



y ' dx 

^ e^lK^0to<intdt=-J^ 

— yo i+x u^+x*' 



Ile noch übrige Integration nach a: hat nicht die mindeste Schwie- 
igkeit. Es ist nämlich 



I 



X 



1 ' st’ H-a:’ 

X 



ilglich 



— * i_ ^ _i 

1 H- w’ ' l-t-x st’ -f- x’ ^ st’ H- 



fl’ 



/ dx X 

I -l-x ' tt* -f-a:’ 

= T— ^ — i I— -f- i/(«* + «’’) + st Arctan ■+■ Const. 

«merkt man, dass 

VsTT. 



t/*j» -I- ^ V ] 

- /CI -4- o:) + i/Cst* H- a:’) = r = I 



T'+’‘ 



t, folglich für x = <x: 

- /(I i/C*»’ ■+■ ar») = /CI) = 0 



Arctan = f 



ird, so ergiebt sich für ^ = oc, :r = 0: 

y "*“ dx X I I ^ , I 

D 1 -I- X ■ ft’ -t- a:* 1 -i-ft’ 2 

nd die Substitution in die Gleichung (11) 
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cos «/*= - f . (12) 

t 

Etwas Aeliulichea erhält man aus Formel (10) durch Multiplieatiog 
mit cwmtdt und Integration zwischen den Gränzen ^=0, f = 
nämlich , 

/»•(«+») cos =y^co8 

=yi «-"coaw/rfc 



=y:r 



dläT 






(13) 



Es ist aber 



1 — X X’ 

= _L_ r_i_ -i. __£ h!_1 

! + »• Ll — X^«* + X* M*+X*J’ 



folglich 



/ dx X 

1 — X ■ »* -4- X* 

= fq~i [y -1- i4*»’ + ar») — « Arctan -^] -4- Const. 

* 

Die erste Integration ist noch nicht ausgefiihrt, weil sie zwei ver- 
schiedene Werthe gieht. Es wird nämlich für xr^l 



folglich 



/Ä=-/Ä=-«— ». 

/ ' dx X 
1— X ■ M*-f-X* 



und für x:-<; 1 
folglich 



dx 



/ ax 

i — X • «» 



-+- X* 



= f ] + Const. 

Der ersten Form bedienen wir uns für xr = oe , der zweiten für x 
= 0. Wir bekommen dann 
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dx 



y t aa 

0 n: 



I -f-M* 



’olglic^durcb Substitation in die Gleichung (13): 

y; /,(«+o.cos utdt=-^. (14) 

)urch Addition und Subtraction deK Gleicbungen (12) und (14) er- 
sieht sieb jetzt: 



U(e—‘) + e—* li{e**)] cos utdt — — ' 

y ’* 2/m 

^ [e+f li{e-<) — e-‘ cos utdt = + (*®> 

Simmt man jetzt in der Gleichung (1) 

' y(/) = e+‘ //((?— f) + e— ' /»(«+') 

ind auch 

/■(/) = c+'/»(^') — e— ' /f(e+') 

ind snbstituirt die Integrale (15) und (16), so erhält man auf der 
Stelle: 

yi = — + (17) 

/ '“/«.cos au , a r 

0 i + ~ T — e-“^*(e-a)]. (18) 

111 . 



Durch Multiplication der Gleichung (9) mit sin utdt und Inte- 
gration zwischen den Gränzen / = 0 und t = <» ergiebt sich 

J ^ c+'Ä(e~0 sin «/<& = — J ^ sintere// l^x 



= -"/o r 



dx 



-i-x u* +x' 



(19) 



ÜB ist aber 



j -I- ^ ■ M* -I- X* 

_ 1 r_L ^ . 1 1 

1 -H «’ L> -f- »t’-f-.r’J’ 



ailhin 
TheU V. 



■14 
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H-« , 

woraus lieb für o:=:<3b, a?=zO leicht findet: 
~ dx 1 l , n 



Lt. 



1 -t- X M» -<H 

folglich aus Gleichuug (19) 



1 1 r " 1 . 7 1 



li(e^0 sin *tdt = --f . (20) 

Ans der Gleichung (10) folgt ferner durch Mnifiplication mi 
sin titilt und Integration zwischen den Gränzen f = 0, r = 3P: 



/ ,» . ' * ' I ' y»" <fci 

^ e^‘ li{e^) aio ut de — J ^ sin w#»* J ^ 

, ^ p'*’ dx p~ 

J e T^xja 






Es ist aber 



X 

xt sin utde 



. ! i — x' u*^x^- 

.) • 1- il >ll.' (■ , 'V . r,’-;. r I - 

niiviUTiIJib >1 ti')iii>:n yiiM I ' ■•,. ■, 

_} >* I ' n J li ,l,|i , .y.- I 



*< 1*** hft» 



^ =_L_r_L 

— Li 



1 — X ' «t* -f- x* 

' 1 . ■ ’ir ■ J ! 



^ 4j;i H 

ä^^l’ 



mithin durch Integration: 



A 



dx 1 

1 — X ■ »’ -t- 



= (—/(x—l) + iV(«* + Arctan ^], für x: > 

= H ~ •+- Arctan -J], fdr 

Bedient man sich der ersten Formel für x = x, der zweiten f 
o: = 0, 8« erhält man leicht 




1 

«’ ■+■ x’ 




mithin nach Gleichung (21) 



y;Vr/,(e+r)sin uedec=^. 



tdu 

1 -j-tt’’ 



(22) 



Durch Subtraction und Addition der Gleichungen (20) und (22) € 
geben sich jetzt folgende Integrale: 
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— er-t Ä(e^)J^sio, utM (23) 

\e^*li(e-*)+’e-tli[e+‘)]6\iiutdt.==—~^. (24) 

hmen wir nun in der Gleichung (2) einmal 

f{t) = e*-t ^K^') ~ ^*(*^0 

d dann '' _ ■ ' . ' 

^ f{t) = e+' 



erhält , man auf der 'Stellet -.i ) <■!* j ; ■ 

*’•'<> \ • ‘.5 .1 l> ‘jotiff I,.* 



So “ 1 “+^** *^ ~~ (26) 



ese Formeln entsprechen ganz^dien« unter (17) und (1^) darge- 
dlten. Man kann auch (17) aus (25) dadurch ableiten, dass man_, 
! letztere Gleichung partiell nach a differenziirt und auf gleiche 
eise die Formel (26) aus der 'in (18),, t 

Setzt man nun in den Integralen (17) und (26) (* = — und 

P 

hreibt njS für «, so ^j-gehen sich die folgenden: ^ 



/T — + (28) 



I man für den Ist^imllorithmus Tafeln besitzt, wie für die Lo> 
rithmen und ttigoaometrischen Functionen, so sind jetzt die olii- 
n Integrale als völlig eptwickglt und bekannt anausehen. 

Nimmt man aueh in den Gleicbungen (18) und' (20) m=-^, 

ß 

;zt aß für a und bemerkt, dass — Iß ist, so erhält man 

ter A(iwendung der Formeln (5) und (6) die folgenden Ausdrücke: 



/. 



* Ix . cos ttj ; 

4 * - 4 -«’ 



dx 



= . e— «d -f- ^ /«(e~ *^) — e— <*/3 /»(«-f-«^)] 

, '■ 14* 



( 29 ) 
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nl*>.43i)t|;.99to »“jm 



v'/ 



•* slx . ain ttx 



djc 



=1 ^ ^ [<+»,8 liCe-oß) -f- *^»ß 



(30) 



welche ebenso wenig beknnnt in sein sebcinen, »is die Form 
(27) und (28). 



<1 .*••,. I ■■'•■♦ •' ■ ■ - 

XIV. . 

f 4iieodHtische Aufgabe. 

. . » I . » • »> 

.. . • I . • 

«lern Herausgeber. 



k-; .. i,v .4. „j 

Wenn man in drei ihrer Lage nach gegebenen Pn 
t'en die 180“ nicht übersteigenden Winkel 

messen hat, welche die von den Punkten A, A,, A^ n> 
dem seiner Lage nach unbekannten Punkte M gezo 
nen Gesichtslinien AM, A,M, A,M mit drei von > 
Punkten A, A ,, A^ aus nacli derselben .Seite hin ge 
genen einander parallelen Linien*) ein sc li I i e sse n : 
soll man die Lage dieser Parallelen und die Lage 
Punktes M bestimmen. 

Man bezeichne die bekannten rechtwinkligen Coordinnten 
Punkte A, A,, A^ respeclive durch 0 , l>; 0 ,, A, ; die 

sui'bten rechlwiiikligen Courdin.iten des Punktes M durch ^ 
und setze der Kürze wegen AM==q, A\M=:g,, A^M ~ 
Ferner bezeiclme man die von den l.inien AM, A,M, A^m 
von den aus den Punkten A,A,,A^ gezogenen Parallelen ini 
Richtung der positiven ersten Courdiuateu eingesrhlossenea 
kel, indem man diese Winkel von der Richtung der positive] 
sten Coordinaten au durch den Coordinatenwinkel hindurch \ 
bis 3C0" zählt, respective durch <p, 9 ,, und tti; so hat ma 
fenbar die l'olgenden Gleichungen: 

a: = a Q cos y, y=il/ q sin y; • 

a; = a^A-g, cos y,, y z= Ä, + p, sin y,; 
ir = 0 , +p, cos y„ y=Ä,4-p, sin y,; 

*) Etwa mit der einen Hälfte des magnetischen Meridians. 
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id kann, wie sogleich erhellen wird, die'Werthe der Differenzen 
— w, 5 ( 1 , — CU, immer leicht aus deh gemessenen Winkeln 

iden, weshalb man diese Differenzen als bekannt zu betrachten 
‘reebtigt ist. Beseichnea «wir nun.' die ans ,^deu gemessenen: Win- 
cln sich ergebenden Wertbe der Differenzen ® — cu, g>, — a), 
, — CU durcdi,a, a,, oc,, und nebmen an, dass diese Werthe', wie 
es u. A. bei Messungen mit der Buussule der Fall, sein könnte, 
immtlich mit einem und demselben constunteu Fehler 0 Itehaftet 
nd, SU dass nämlich u + @, u, -f-0, die richtigen Wer- 

le der in Rede stehenden Differcgz.en sind; so ist 

<p — cu = a-H©, 5 p = o4^cu-k-0; 

5P,— CU = a,+0, g>, r=o, -f-cu-t-0; 

5P, — cu = o, -1-0, 9^ =«,-+- CO -I- 0; 

/ t 

ilglich nach dem Obigen - ■* 

ar = «-t-ecos(a^rW'4-®), • >f ff 34.* rHei (!<♦'+“' H-®)> 
a: = a, -hg, cos(a, -+-cu-d-0), yz=i, -hg, sinC«, -|-cu -(-©); 

■ e, 8in(a, -H (U + 0) ; 



.*• = «, -I- p, cos(o, 
coraus sich ' 



-eu-|-0),'y = *, 

■ * '« y ii (. T. 1 1 ■■ 



lang (a -i- CU -f- 0) 



y — * 



jf — « 



fl II! 



lang ®) 3= 

taog (a^ 4^ liJ + 0) =-~ 



, l 



^ — flr, 
1 . 1 » ♦ « . 



rgiebt. 



Diese Gleichungen bringt man aber leiebt auf die Foraz 

<*■ sinC«-f-«u -H 0) — ff cos(« -I- CU -f- 0) 

= c» sin(ct-|-cu-|- 0 ) — A cos^a 4 - CU -I- 0 ), • ' 

irsiuC«, 4 -CU-I-. 0 ), . — yccwCee, 4 -IU- 1 - 0 ) 

= «r, siit(a, -t- tu -I- 0) — 6, cos(a, -+- w -H 0), 

a: sin(a„-^tü + 0)i. — ff cos(^, 4- cu 4- 0) 

= es, siofa, 4 - tu 4- ©) — cosC«i 4 - tu4- 0); 

- *< t 

nd erhält aus denselben durch ' Elimination von ^ und'ff-'die €!t«i* 
bung: , 'I ‘ 

> . . 1 (I! 1 

=j8in(a,-t-tu4-0)cosCa,4-tu4-0) — cos(a,4-tu-|-0)sin(a,+tu+0)l 
X |asin(a-i-cu4-0} — *cos(o-i-tu4-0)j 

4-|8in(a’,4“tu4-0)ctis(o4-tu-t-0)— cos(a,4-cu4-©)stn(cc4-tu4-0)t 
X j«,8inCa,4-tu4-0) — *,co8(a,4-cu-H0)t • ' * 

4-j8ixi((x4-tu4-0)cos(a,4-tu4-0)-^cos(o4-(u4'0)sin(a,4-tu-i-0^ I 
X j«,sinCa,4-tu4-0) — *«coajCai,4-tu4-0)l: 




814 



d. i. ' 

0 = «ne«« — «i) 1 «sinCo + w + @) — ^co*C« + tü + e)l 

H>* 8 in(o, — o)|«, cmC«, -+*w+ 0 )| 

^ "+-Bin(a Äinfü, + w + 0) — cosCa, + w+ 03 |. 



Setzt man der Kürze weiten 

'»it>(u,-^aj)(a 9 iau-^ieotu) 

+ sinC«, — a) (a, sin a, — b^ cos a,^ 
-t- s{n(a — a J (o, sin o» --- ä, cos a,), 

L, = sioCa, — «j) (o cos a + ä sin a) 

-+- sinfa, — a) (a, cos a, + b, sin «,) 
-f-sio(a — «,) (a, cos a,-i-b, sin «,); 
so ist, wie sogleich erhellen wird:' 



JifcosCw"-f- 0 ) + 2i si n ©)' =' 0, ' 



also 



taag(üJ-i-0) = — '-^. 



Berechnet man die Hülfsgrössao ft, /»,, i ., ; u,, i,, auf bekuni 
Weise mittelst der ForiiMln 



o2=:jacosA, ^ = ju8inl; 

«i — c<w Ä 1 =s= /», sin A, ; ' ' 

<*» =/*j cos A,, =/u, sin^,; 

so ist 

Ks=. p, sin(<i(, — a,) ua(a — i) 

sinC«, — tt) mnCa, — > 1 ,) 

: — «,)ainCa, — X,), 

£ a= jtt sinf«, — «tj cosC« l) 

4-jn, sin(o, — a) eös(o, — A,) 

^ +#*2 sinC« — aJcosC«, — 

iwttelst welcher Formeln die GrSssen JIT üad'£ ohne Schwitrigksi 
berechnet werden können. 

Zwischen ^ und hat man nach dem Obigen die Gleichonj« 

ß cosfo -+-OJ -j~ 0) — eos(tt, = — a, 

ff sia(a + CU -J- 0) — ff, üo(a, + cu -t- 0} = — b; 

aus denen sich 

' 0 _ ftti — a)sin(c, .4-ai-f.O)— -(A, — •^et)s(<t| .4-M4-0) 
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Mer, weiM mnn die Hülfigrösien k und * mittelst der Formeln 
, «, — a=zkeoii, 6, —6 = kaiai 

» fc i • 



tereekoet^ 

I 



j sin(«i — i -t-ttf-i-Q) 

^ aia(a, — «} 



trgiebt. Hat man aber auf diese Weise q gefunden, so erhält man 
tie Coordiaaten jt und y leicht mittelst der Formeln 

jr = « + (I cos(« eu -I- 0), y=Ä-4-psin(o-|-w-f-0); 

ind dann und mittelst der Formeln 

X — «, 



«r = 



e. = 



cos(«, -i-ia- 
X — g, 
COt(a, ~ 



_ y —bj 

- 6) sin(a, -Htu -t-Ö)’ 

^ y— 

• ») sinlOa •+• «0 -tr Ö)' 



Auch bat man nach dem Obigen zur Bestimmung, von x und y die 
Gleichungen ' - •> 

arsin(oH-ti»-t-©} — y«os(a+w-F-0)=/uainCa — A.+tu-|-0), 
.rsin(a, -l-cu-i-0) — ycos(a, -+- 0 )+©)=/^, sin(a, — A,, -f-w-H©), 
xsin(a,+co-|-©) — ycos(a,-|-ii>-J-©)=ju,’sinC«,— A,+ß*+0); 

aus denen sich u. A. 

/tsin(<r — ;t-f-a>-^0)cos(«,-t-a»>f-«)— /a,sin(a i— A , -j-aHf 0)eos( o i | i a r| -8 ^ 

' sin(o — o,) ’ 

/<STn(g — ;U|-«>-»-e)sin(c,-f-a>4-0)— /u,sin('g,— ;i,-4-<>>-t-^)y'u(«-H»-4-0> 

sin(n — o,) 

irgiebf. 

Da q immer eine positive Grösse sein muss, so kann, wie leicht 
rbellen wird, nie ein Zweifel bleiben, wie man den Winkel ut 
1-0 zu nehmen bat, wenn man denseHsen mittelst der Formel 



tang (ß) -H 0) = ■ 



K 

~L 



erechnet. Weitere Bemerkungen über die obige Auflösung können 
ir fiiglicli dem Leser überlassen. 
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lol « Jfat 

V ß * » 



vili 'u«ni »«;:>« 

XV.*:"“" ,i 

Remarques faites ä loccasioii du No. XIII. 
T. IV. p. 113. de ce jounial. 



Par 



Monsieur übbo II. Meyer 

de Groningue. 
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?*■ *? f^dacteilr a comrauoiqu^ une dnuatio 
fdfinf" * ® trouver la valeur de l’iutegräj 

Jü>) . ’ 

*'0 “• . V- j-v 

Cette dquation est la saivante ’ -f- ,;,J 

/••r " X ‘ ^ 1 

(1) ^ ^f(ji},a;')dmz= /: yi^(a;)dx j 

daos laqoelle ligoifie ce que derient f(x,u') lorsqu’on der 

.r au Heu de w, et y,(cu) ce que devieut f en me 

taut .*• au Iieu de w apres Ja differeotiatiun et l’inldirration. Sa* 
ce loog avertissement la formule (0 «ucune siguificatioii et d 
serait donc un grave inconvcuieut ai cette dquatiou ne pourrai 
8 ezprimer d uue maniere plus simple, ür ou verra avec peu d’al 

a lix * ® “• particulier du princi« 

üe la dilldreotiatioD sous le sigoe integral. , 

En effet, soient a et 6 des fonctions de .r et en ddsigoai 

pour plus de commoditd la ddrivde d’une fonction quelconq« 

F(x) par dxFCx), on a en gdndral 

•*')**" =/(.l>,x)dxl> —f(.a,x)dxa-\-y'^dxf(_m,x'i4 
de**!-' **'* particulier, en faiiant l, = x et a inddpeuda 

•A fg 

Maintenant si Ton fait 




i 
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01 aara 

(i) <4,/(jr,w) =/’(jr,w) 

(t , , 

(ä) J'^ dxA.i)iyX)dtaz=J'^f(w,x)ä\ii, 

V)ii 00 voit Sans peine que l’on aura 

(6) /'(ui,a:)dw = [/; f'(x^ tu) 

n ailaettaot que le derhier meoibre signifie qu'il faut chunger w 
(D X diins Texpression f{a:,ui)dx: apres l’integration. 

II suit donc de (5) et (ü) 

fyxAo>,^)<üü = [ f'/> {a;, w) dar]^^ 

« d’apres (4) : . , 

/* dx/(iUyXr)doi = 1 / daf(x,m)dic\ 

O XmV d J ttr'SSjr * ' 

it (joi cbange (3) eo 

f{ui,ar)dw=f(a;,a;) -1- [/■; d,„f(a:,ut)dx~\^^. < 

^r/{x,ar) est le mdme que ce qu’on n exprimd par yC-^) duus In 

Itraule (1) et L/: duif(^x,oi)dx~^ est le mdme que q>, C^) 

bis celte formule. Donc d’upres cetle uututiun la furmule (4) ou 
(3) se rdduit k ' 

** , • i 

dx J ^ f(m,x)d(o = ■+■ 5P,(;r), 

n tn iotdgrant par rapport a x entre les liinites x = a Kl x=x 
d s'ensuit 

f. fQji.a)dot — ^ <f{x)dx y>^(x)dx, 

H pnisque f(ju>,d)dix> est dvidemmeot dgal ä zero 



<f^(_x)dx. 

1 rdsulte de ce qui prdcede que l’dquation de M. Bertrand u’est 
yi'nn cas particulier de l’iiitdgrale de la formule qui sert ä diffd- 
Ratier sout le sigue intdgral les intdffralei ddGuies par rapport ä 
■ 0 « variable dout les limites sout des ^nctions, et que par consd* 
^aest toutes les consdqueuces que l'ou en peut faire se deduiront 



- . ■ r 
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autsi de la formule dquivaleute (3) et a fortiori de la formale gt- 
ndrale (2), 



Ainsi pour trouver la valeur de l’iotdgral^ defiaie 

• (8) V • 

I’oo diffdreatie par rapport ä a:, et la formule (3) donoe 






maia ou a . - ■ - . . . 

u I_ z' X , tu _ a: N 

+x<«) 1 +**vT+'<ü® 1 -f- <0* 

d’oü ^ 



. i ' . > ' 

En substituaut cette valeur daos (9) on obtient 

, /(1-4-x’) . 2x.arctan.x 

i+i* -*■ ‘~ T+x» '~ 

dqaation qua I*«D peut dcrire 1008 la forme 

2dsyc= /(I + ar’)</jr arctan . xr-j- arctan . xdj. (1 -4- xr*) 

= rfa.[/(l -I- Ir*) . arctan . xj' ' •' 

et en intdgrant par rapport k x: 

2y = /(I -f- x^) . arctan .x+C. 

La quantitd C inddpendante de x eat d’oprds (8) dgale a i(n. 
Donc on a ^ 

,/T «= i/( 1 ar>) .arctan ^x. \ 



Quant k ht formule 



^^'^ff^x)i'\x)djt=aif>(x)^^ I\x)dx-^^ fX.jt^dx)ds i 

qire l'on a ddduite de l’dqaation (I) et la qfaell« offr« ue« «xteaiiM 
<ni principe de nntdgratioa par partie, eile e’oMieat de mßmedel'd 
quation (3), mais Pdquation (2) uO'bs doture la foroiate plus gfdndrtk' 
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( 10 ) r fp(a:yF(a:)tLc = tl>(v) /*" F(_a;)da; — ^(») f F{a;)dx 

%ß w o •' ti 

— (dxilia: j F(_js)da:)dx 

» et V deaipfnnnt des fonclions quelconques de sc et a une con- ' 
eiaote. Cependuot oa n’a pas besoio de triioafurmer (2) pour oiite- 
nir la furmule prdcddeote, parcequ’oD y parvieodra imin^diatement 
au raoyen de la foruiule cunaue: / 

dx[\i>(,a:y^<ia;y\ '==\\i(^a;)dx<f(x)'^dxfC^Vf(,a:)iy ' ' 

Car eu intdgrhbt eotre lea limites » et v pir rapport 'ä je, od aura 

/ e ' /•» z' » 

dxly>(je)q>(jr)Jdje = j ^ \f/(jeydx^a:)daf-+-^ ^ dxtp(jcy .^(arydar\ 

maia ‘ • 

•.,>'1*. .f > I ■ . • < • ' 

/ •ü 

^ <4[V'C^)y(:r)l<Ä» = V»(«)SP(»') — V'C»)K"). 

d’oii . , . ' 

* • - T 

tp{v]f(v) —tp(u)^{u) =/ ^ y>a;dx^{a;)dje + / ^ dxif)(_a:)^je)dj:. 
Posons ■ , , , , 

. 5p(:r) = f F{a:)da:, 

/ a ^ 

OD aura 

y(») =P^ ^asydx, q>(«) -=z P*F{x)dx et dx^(^x) ~ F(x)-, 
par conaequeiit 

^(e) j' Fix)dx — rj^u)'P F(x)dx = ^ tpCxyF^xydx 
-+- P (dxtpCx) F(_xyds:)dx. 

Ed renversant lea teroea on obtieot la formule (10), pur laquelle 
i’on iut^gre par parties entre des limitei quelconques. 

. * .•* «• l *,> ‘ 
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XVI. 

Uebungsaufgaben für Schüler. 



Aufgsbea aaa deo üambridfce problena, propoafsd by the 
moderato-rs to tlie caudidatea f o r mathematical lioiigti 
at tbe geaeral^exaininatiou 1842 — 43 und 1843. 

Man aoll beweisen , daaa die Suinpie eines Bruchs und seiuei 
reciprnkeii Werths iu^mer grösser; als 2 ist. 

Mau aoll bewciseu, dass, wenn 0 den von den Diagonalen 
eines .Parellelogramma, dessen Seiten a, 6 unter dem Winkel, a, ge- 
gen einander geneigt sind, eingeschlossenen Winkel bezeichnet, 
jederzeit . . , 

_ 2ai sin a 2ab sin a 

taug 0 = -^^^ 



(a -H 4) (o — b) 



ist. 



Wenn 



cos n ^ cos «, tanc ö tanz a 

cos 0’ = cos 0, ’ = ^ 



cos ß' 



cos ß ’ cang tt, lang er. 



ist, so ist immer 

tnng lang ^a, = tang iß.. , . 

W'enn ß und ß die Punkte bezeichnen,, in denen (jje Seiten 
j4C und jlU eines Dreiecks von den auf sic von den ge^CDilberste- 
henden Spitzen ß und C gefällten Perpendikeln getroffen werdrs, 
so ist immer ^ 

...... . ßcr‘=AB.ßF-i-Jif.CR \ . 

Wenn a, h, c (\ie Seilen und A, ß, C die gegeniiberstehendeD 
Winkel eines ebenen Dreiecks sind, und r den Halbnifssir des un 
dieses Dreieck heschrieheneu Kreises bezeichnet, so ist immer 

1 , I. ‘ 

a cos A-\-b cos ß + c cos 4r sin‘‘./^ sin B sin C. 

Wenn die Sinus der Winkel eines ebenen Dreiecks 'eine arith- 
metische Progression bilden, so bilden auch jederzeit die Colaa- 
genten der halben Winkel dieses Dreiecks eine arithmetisebe Pro- 
gression. 

Wenn A, ß, C und A', B', C Punkte in der Peripherie eines 
Kreises, und die Linien Aß, AC den Linien Aß'. A'C" bezie- 
hungsweise parallel sind, so sind auch jederzeit die Linien BC 
und ß'C einander parallel. ■ ‘ 

Rin rechtwinkliges Dreieck durch eine auf seiner Hypotenuse 
senkrecht stehende Linie zu balbiren. 
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Wean cwei Kreiae, deren Bdlbmeaser « und b sind, sich tob 
Aussen berühren, und 0 den von zwei ^meinseliaftlicfaen Beriih* 
rungslinien dieser beiden iKreise^ eingescblossenen Winkel bezeich- 
net, so ist immer > ■ ‘ ^ ’ 







0 = 



ti(a — ab r ' ' 

(a -f- A)ä 



Wenn die Zahl n sich in g Quadrate zerlegen lässt^ so lässt 
die Zahl 1{g — l)w sich immer in g{g — 1) Quadrate zerlegen. 

• Die Stereograph isdie Projectien eiaes^'Giibus auf einer nnf sei- 
ner Diagonale senkrecht stehenden Ebene ist; Wenn das-Auge isich 
in, der verlängerten Diagonale belinderv ein gleHhaeitiges Keehseck. 
Befindet sich das .Auge in einer der Diagonale gleichen Entfer- 
nung von dem Culius, so verhalten steh'die üinus zweier einander 
benachharten Winkel dieses Sechsecks wie 8 : 5 'zu einander. ■ 

' Ein leuchtender Punkt befindet sich in der' grossen Axe einer 
Ellipse in der Entfernung w vom .Mittelpunkte; man soll beweisen, 
dass die Entfernnug u'x des Bildes nach der ^en Refiexion vom 
Aliltclpunkte durch die Gleichung 

I.; ’ •*(. » 

me — ( — iyur _ os,— u 

me-t-(.— iyux ^l — 'ae-HN . . 

gefunden wird. 



Sätze von den Kegelschnitten, welche zu beweisen sind. 

Von Herrn Pr. Seydewitz, Oberlehrer am Gymnasium 
' zu H ei I ige Dsf a dt. ’ ■■ 

Nennt man eine jede Sehne eines Kegelschnittes, welche dnrch 
einen Brennpunkt geht, eine Urennseliue, und je zwei solche zu 
ciiinndrr reclilwiiikligc .Sehnen zwei zugeurduele Brennsehnen dei>- 
selben, so., hat imin die Sätze: ' 

1. ln jeder Ellipse und Parabel. ist die Summe, und 
in jeder Hyperbel ist die Summe oder der L n tersc liied 
der reciprokenWerthe derStUcke, in welche eine Breun- 
sehne durch den Brennpunkt zerlegt wird, jenachdem 
letztere innerhalb oder ausserhalb der Hyperbel liegt, 
coDstunt, und zwar viermal so gross als der reciproke 
Werth des Parameters. 

2. Id jeder Parabel ist die Summe der reciproken 
Werthe je zweier zu geordneter Breo nsehneu gleich dem 
recipruken Werthe des Parameters, in jede^ Ellipse gleich 
der Summe der reciproken Werthe des Parametera und 
der Hauptachse, und in jeder Hyperb.el ist, wenn beide 

' Brennsebneu innerhalb oder beideiausserhalb deraelben 
liegen, die Summe; dagegen,: vrean die eiae iuDerbalb, 
die andere ausserhalb liegt, der Unterachied..ibrer re* 
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cifrokeD'Wertk« gieieh 4ca Uoterseli iede' der feeipro« 
kee Werthe de* Perametere nnd der HaDptachse. 

3. In jeder Parabel ist die Sumaia der reciproken 
Wertbe der Rechtecke zwischen den durch den Brenn- 
punkt bestimmten Abschnitten je zweier zugeordneter 
Brcnnselinen dem reciproken Wertbe des Quadrates des 
halben Parnmeters, in jeder Ellipse der Summe der re* 
ciproken Wertbe der Quadrate des halben Parnmeters 
und der halben Siebenaohse, und in Jeder Hyperbel ist, 
wenn beide Brennsehneu innerhalb oder beide ausser- 
halb liegen, die Summe; dagegen, wenn die eine inner- 
halb, die andere ansserbalb liegt, der Unterschied je- 
ner reciproken Wertbe dem Unterschiede derreciproken 
Wertbe der Quadrate des halben Parameters und der 
halben Nebenaclise gleich. ‘ 

4. ln jeder gleichseitigen Hyperbel sind je zwei 
zugeordnete Rrennsehnen von gleicher Länge, und die 
Rechtecke zwischen ihren durch den Bren npu nkt^he- 
stimmten Abschnitten von gleichem Inhalte. 

5. Die Summe der reciproken Wertbe der Quadrate 
über den vier Abschnitten, in welche je zwei zugeord- 
nete Rrennsehnen im Brennpunkte getheilt werden, ist 
für die Parabel 24mal so gross ule der reciproke Werth 
des Quadrates des Parameters, und für die Ellipse oder 
Hy perbel ,24mal so gross als der reciproke Wcrtb des 
Quadrates des Parameters, weniger oder mehr dem Dop- 
pelten des Quadrates der halben Nebenachse. 

6. In jeder Ellipse ist die Summe, und in jeder Hy- 

perbel ist der Unterschied derRechtecke zwischen zwei 
Paar Zuglinien, welche von beiden Brennpunkten nach 
den Endpunkten zweier zugeordneter Durchmesser ge- 
zogen werden, von unveränderlichem Inhalt, und zwar 
der Summe oder dem Unterschiede derQuadrate der hal- 
ben Achsen gleich. . . t ■. 



XVII- 

M i s c e 1 1 e n. 



ln Schnmaebers astronomischen Nachrichlen Ne. 401. S. 171. 
hat Herr Professor Anger zu Danzig die folgende interessante 
Bemerkung mitgetheilt. 

Wenn man unter dem Höheodreicok eines Dreieoks das Dreieck 
versteht, welches durch Verbindung der Fnsspunkte der drei Hölsen 
des 'gegebenen Dreiecks durch gerade Linien entsteht, so giebt es 
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iwiMben <l«« 4ei um «Im gegeben a ^eieek- beicbriebenen 

i^r«ise«, den Bedius dt« io «ÜMsetbe beMbriebcne* KreUe«, deoi 
Kadius de« in dtu HöbtMreieck beai^riebtnes Kreües, «nd de» 
ir«i Wiekeb de« gegebeMB Dreieck« «iae nerkwiirdige Relation, 
Seaeichnet man nämlicb den Radius de« um ein Dreieck benchrieT 
lea Kreiau durch Vt, «teu Radin« des io dasselbe bescbriebeneu 
«reUes durch r, den Radius des in sein HöheBdreUck eingescbrie< 
leoeo Kreises . dnrcb so ergeben sieb die Cosinusse der drei 
iVinkel des gegebenen Dreiecks durch die Auflösung de« folgeadeu 
mbiacbeq GleiiAung: > ■' ^ 



< Vi » » » » I ». 

. ' . . *•’ -fr /Je 

eos* « - (1 2 i) cos* O -f- , ; ; 



cos 



«=-^. 

R 



üerr Professor Anger bemerkt noch, dass sich viele iutesessanie 
rigonumetrische SaUe aus dieser Gleichung ablciteu lassen , die 
vegan ihrer einfachen Form, einige Aufmerksamkeit zu verdienen 
icbeine. . . . ■ 

I 2 1 1* II • 1/ • I . • • • • ; 

fj I U V » • ' ■ 



Eine Rcchnuugsspieterei „ 

znt Sprache gebracht vou Herrn Profeas«xr. Hessdr ' 
I in Marburg. ' 



Bei der bekannten Aufgabe, nach welcher man dje Zahlen 
l bis 9 so in ein ans 9 Feldern bestehendes quadratisches Täfel> 

/ alte 1 ' ' ' ' 

:hen wie l'/eY! eiusebreiben soll, dass die Snmmen a + 6 e, 

I «f«» 7 '■ 

( — f- e f, g -+- A-f-*', «-l-rf-f-g, A -f- e -f- A, e -4-, *,• 

438 j 

(-t-e-f-r, c-t- e-f-g" gleich gross werden, ist« = 5, z. B. 951 [. 

376,, 



Inn ändere nun vorstehende Aufgabe dahin ab, das« gefnrdeit 
fird, es soll a -f- A -f- c = rf-f- e Hh/"= g'-l- A + * = at -J- f/-f- g" , 
= 4 -A- e -rf- A = c-f-y-t- « = « -f- e-+- * «her vecscbicdei« von 
-t-«-i-g, und e eine ven 5 vftr«cbiedene Zahl sein. 



Auszug BUS einem Briefe des Herrn G. D. E. Weyer, 
Assistenten an der Stern warte zu Hamburg, on 
den Herausgeber. 

Die 'von Gerling, Hansen, Clausen, so wie von Euer etc. 
sibst bearbeitete geodätische Aufgabe gehört nach meiner Meinung 
11 den einfachen nnd nützlichen Problemen, die beim eraten An- 
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blick die AaflösuDg' zu fliehen icheinen. So findet sich die leich- 
tere ungekehrte Aufgabe z. B. fast in allen Navigationsbüchern, 
während die gegenwärtige wohl mit demselben Rechte einen Platz 
darin verdiente, indem die unsichere Messung einer Standlinie aul 
dem Wasser dabei wegfällt und zugleich die magnetische Declins- 
tion des Compasses (mit Einschluss der Lnkalattraction ) beslimmi 
wird. Ich sehe solche Aufgahen gerne historisch nachgewiesen. 
Hier ist ein Beitrag dazu aus William Pajne's Elements of Trigo- 
nometrie, London 1772: 

llaving the distance of two objects A and B (Taf. II. Fig. 9.), 
with the angles ohserved at the stations C and D\ it is requireil 
to find the distance hetween the stations Cand D. — Construction. 
Lpon AB descrihe Segments of circles that will conlain the given 
angles ACB , ADB, make the angle ABE=.ADC, draw AE, 
upun AE descrihe a segment of a circle AFCE, that will cnntair 
the Supplement of the angle ACD, cutting the circle ACB in C 
draw ECD, and the tbing is evidently done. — Calculation 
In the Iriangle CDA are given all the angles, and hy tuking CL 
at pleasure (suppose 1000) we may find CA etc. 



1. Wenn die Mittelpunkte A, B, C dreier Kreise in einer ge- 
raden Linie liegen , und die Kreise B und C den Kreis A voc 
Innen, sich selbst von Aussen berühren, so ist immer der ausser- 
halb der Kreise B und C liegende Tbeil der Area des Kreises A 
der Area des über der die beiden Kreise B und C berührendei 
Sehne des Kreises A beschriebenen Halbkreises gleich. 

2. Die Seiten eines ebenen Dreiecks seien den Wurzeln dei 
Gleiebung 



3. Aus drei gegebenen Punkten als Mittelpunkten drei siel 
gegenseitig berührende Kreise zu beschreiben. 



Noch einige Aufgaben, 





x.g + ax^ + bx + c = 0 

loll die Summe der Cosinus der Winkel diese- 



'IL 



Digitized by Google 



XVIII. 



Theorie der involutorischen Gebilde nebst 
Anwendungen auf die Kegelschnitte. 



Von 



Herrn Fr. Seydewitz, 

Oberlehrer am Gymnasium zu Heiligenstadt. 



(Fortsetzung des Aufsatzes No. XXX. im dritten Hefte des 
vierten Theils.) 

aber das Wesen-und die Eigenscbaften der einem Sj> 
eme von Kegelschnitten gemeinschaftlichen Sekanten 
und Tangentendurcbschnitte. 

§.5. 



iwei in einer Ebene beliebig liegende Kegelschnitte. 

Stebt durch unmittelbare Anschauung fest, dass eineEilipse 
d irgend ein anderer Kegelschnitt, welche in einer 
lene beliebig liegen, wenn sie einen Funkt gemein 
ben, ohne sich in ihm zu berühren, notbwendig einen 
eiten, und wenn einen dritten, notbwendig einen 
srten Punkt gemein haben müssen, so zeigt man das näm- 
le von zwei beliebigen Kegelschnitten, indem man alle ihre 
ifcte mit einem beliebigen Punkte des Raumes durch Gerade ver> 
Jet and die so erhaltenen Kegel mit einer Ebene schneidet, wel> 
einer durch den gemeinsamen Scheitel gehenden und einen der 
jrelscbnjtte weder schneidenden noch berührenden Ebene parallel 
Und hieraus schliesst man dann, dass zwei beliebige Kegel- 
litte, welche eine Tangente gemein haben, ohne sich selbst 
|T8 derselben zu berühren, notbwendig eine zweite u. s. w. ge- 
'fcoii V. 15 
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me'iD liabcn müssen, weil die Polar- Kegelschnitte derselben in Be- 
zug auf (iinen beliebigen dritten*) einen Punkt und folglich ivid 
Punkte gemein haben. 

Es seien nun in einer Ebene zwei Kegelschnitte K, A', \m 
beliebiger Gestalt und Eage gegeben; es sei yf eine beliebige Ge- 
rade dieser Ebene, und ß, ß, die barm. Pole von ^ für A', K,. 
Ferner seien a, //, c, t/ . . . . und a,,6,,c,,d^ .... der Reihe n&d 
und beziehlich die harm. Polaren der Punkte a, 6. C, b . . . . vud J 
für AT, A', , und die Punkte ß, B, mit a, b, C, b . . . . durch die 
Strahlen b', c’, d’ a',, b\, d y .... verbunden; so einl 

je zwei Strahlen a, a'; 6, U .... für AT, und o,,«',; by,b' 

für A', zug. harmonische Polaren. Man hat also nach §. 4. l. ei 
jeden der Punkte B, A, zwei involutoriscbe, a potiori also projrk- 
tivische Strahlbüscbel B und ß\ A, und A',, von denen überdies 
A' und A', perspektivisch sind, utiüiAch: 



A(«, b, Cy r/....)== A(«', b\ c', rf....) = C, b....j 

= A',(rt'., b\, c’y, a ) — A.(«,, b[y <!,, dy ....), 



also ist auch 



A(m, by Cy d .. ..) — A , (ar, , Ä, , c, , r/, ....). 



1. Die harmo4iisck'en Po- 
laren aller Punkte einer be- 
liebigen Geraden in Bezug 
auf zwei in einer Ebene be- 
liebig liegende Kegel- 



1. Me harmonischen Polii 
aller Strahlen eines beVl^ 
bigen Punktes in Bezng'i^ 
zwei in einer Ebene bclUl 
big liegende KegcIschDitttj 



“) Sind nämlich K. Ky zwei beliebige K-egelschnitte, A. A,, a, ß. y, d -! 
Tangenten von Ky, und B,By die haruioiiiscben^dM 

derselben für K\ sind furirer a, b, c, b.... und a,, b,, c,, bi-.-dh] 
DurcbscbnitCsponkte von A ■uml A, mit «, ß,y,d ...., und 
und Oy, by, c„ dy .... die Su-eblen, welche beziehlich B und 
«o> |da< yai tfo.--- verbinden, so sind a, b, c, d.... der Reihe nacht 
harmonischen Polaren von 0, b, C, b...., und .... die in 

inoniscben Polaren von a,, b,, C,, b, .... für A'; also sind die Pua'iil 
a', b', C', b' ...., wo A die a,h, c,d.... schneidet, die zugeordnetrn isf 
inoniscben Pole von o, b,C, b...., und die Durchschnittspunkte 4'v 
' C'y, b',.... von A, mit 0 ,, d,, c,, </, .... sind die zug. harm. Pole'^ 
a,,b„C,,b Nun aber ist nach §. 4. 1.' und ‘Einleitung 11. 



£f(a, Ä, c, rf. . . .) =ri .^(a’, b', c', b'-..) = .4(8, b, t, b ~.) st= .d , (a , , b , , c„b , 
= 4" ,(a'„b'„ t'„b',) = A,(a,,d„c„4, ....) ; 



also auch K(a, b,e, d:...) as KAay, iy, c., dy ....), d. h. die barm 
sehen Pole der Tangenten von A, für AT tie^n auf eitzeiu drittezl 
gelscfanitte A,. Ist nun «, die Tangente in A, , so is« « die Vad 
dungsliuie von ff und ffy, t der gegenseitige Durchschnitt Ten Ji 
Ay, e, der llerübrungspunkt von A,, also sind auch die harmoi^ 
Polaren aller Punkte von A, für A Tangenten von AT,. Habrni 
zwei Kegelschnitte eine Tangente gemein, so ist der harntonisebri 
derselben für A ein geiiieinschafVIicher Punkt ihrer Polar-Kegelsül 
für Ä", lind die harinoni.schen Polaren der beiden gcineinschafi& 
Punkte der letstereii sind geuteinschaftliehe Tangenten der eratei» 
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ichnitte icbDeiden siob 
laarweise auf dem Umfauj^e 
ines dritten Kegelscbnit- 
e>, welcher aacb die beiden 
armoBiechen Pole' jener 
reraden enthält. • 



liegen paarweise' auf den 
Tangenten eine«' dritten 
Kegelschnitts, weicherauch 
die< heiden' harmunisehen 
Folaren jenesPunktes be- 
rührt. •) 



Ist a, der gegenseitige Durchschnitt der harmonischen Polaren 
OB a, so ist, auch a der gegenseitige Durchschnitt der harmoni- 
:hen Polaren von a, füt.Jk, daher nennt Herr Poncelet sol- 
lie zwei Punkte a, a, reciproke oder Wecbselpunkte in Bezug 
ifAT, üf,, und in demselben Sinne sollen zwei Gerade, deren jede 
e harmonischen Pole der anderen in Bezug auf A', JT, enthält, 
'’ecbselstrablen; ferner soll der Kegelschnitt, dessen sämmtli- 
e Punkte mit denen einer. Geraden .«/Paare von 'Wecbselpunk- 
n bilden, der Wecbselpunk t • Kegelschnitt dieser Geraden, 
d jener, dessen sämmtliche Tangenten mit den Strahlen eines 
inktes Paare von Wechselstrablen bilden, der Wechselstrab- 
n - Kegelschnitt dieses Punktes — in Bezug auf X, X, — 
issen. 

Die Wechselpunkt- Kegelschnitte zweier verschiedenen Geraden 
, in Bezug auf X, Xy haben nothweodig einen Punkt q,, 
mlich den Wecbselpunkt ihres :Durchschnittes q , gemein, a) Be- 
iren sie sich nun nicht in diesem Punkte q,, so haben sie neth- 
odigr einen zweiten Punkt p gemein: die harmonischen Polaren 
ses t^nktes p convergiren sowohl auf A al» auf A\ ohne durch 
!U gehen; also fallen sie in eine einzige Gerade zusammen; 

I da diese Gerade nun jede Gerade der Ebene in einem Punkte 
neidet, dessen harmonische Polaren für Xt Xi durch p geben,, 
haben die Wechselpunkt- Kegelschnitte aller. Geraden für A*, A, 
Punkt p gemein, b) Berühren sie sich in q,, so seien R, Rf 
harmonischen Polaren von q,, die also durch q gehen müssen; 
:ei A' der harmonische Pol von R' für X, A, der harmonische 
von R für X, , und es heisse q, als harmonischer Pol von R 
X und von R' für A, beziehlich A, A,. Denkt man sich nun 
Wechselpunkt -Kegelschnitte von R und.A', und erwägt, dass 
Geraden AA', A,A, .die harmonischen Polaren von q für A, 
sind, und dass in den projektivischen Strahlbüscheln A, A, 
A',), welche den Wechselpunkt- Kegelschnitt von A(A) er- 
^en, die Tangente-' in> A('A',)’ dem^-gemeinschaftlichen Strahle 
9(A'A\) entsprioht,' so sieht ma«, dass die Geraden A,A und 
t’y jede den anderen Kegelschnitt in q, berühren. Bildeten 
lun eine gemeinschaftliche Tangente, so hätte der Punkt q für 
ind A, einerlei harmonische Polare; wo aber nicht, so hätte 

1, neue Paar von Wechselpunkt- K^elscbnitten einen zweiten 
(t p gemein, welcher für A' und X\ einerlei harmonische Po- 
haben und sämmtlitdien Wecbselpunkt- Kegelschnitten gemain- 
'tlicb angebören müsste. 

2. Sind im einer Ebene zwei Kegelschnitte von be- 



>a-diie beiderseitigea Betrachtungen dem Wesen nach allemal eins sind, 
1 «wird man- dieioine jedasmal gern -erlassen. - 
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liebi^er Gestnlt und Lage gegeben, ao giebt esiediegp 
Ebene allemal 



einen Punkt;», dessen har- 
monische Polaren in Bezug 
auf beide Kegelschnitte in 
eine einzige Gerade /* zu- 
sammenfallen. 



eine Gerade P\ deren bar 
monische Pole io Bezug au 
beide Kegelschnitte sich ii 
einem Punkte p vereiniger 



Dieser Punkt p liegt nun entweder 1) innerhalb beide 
Kegelschnitte K, Ä*,, oder 2) innerhalb des einen und aus 
serhalb des anderen, oder 3) ausserhalb beider, und die 
seu Fallen cnts|irechend wird die Gerade P entweder keinen vni 
beiden, oder nur einen, oder beide durclischneidcn. Die Involutio 
nen ziig. harmonischer Polaren des Punktes p in Bezug auf K un 
K^ bestehen noch §.4. I. im Falle 1) beide aus gleichlie 
genden, im Falle 2) die eine aus gleichtiegendcn, di 
andere aus ungleichliegenden, im Falle 3) beide aus un 

f leicbliegenden Gebilden; daher haben sie nach 3. 5. ir 
nlle 1) und 2) allemal ein Paar zugeordnete Strahlen P,, P^ ge 
mein, im Falle 3) aber nur dann, wenn die beiden von p ausge 
henden Tangentenpaare sich ein- oder ausschliessen. Diese Gera 
den 7*,, /*, habcu die Eigenschaft, dass eine jede die hannonischei 
Pole der anderen fttr K, AT, enthält, Pole, welche übrigens auc 
auf P liegen müssen; also schneidet eine jede die P in einei 
Punkte ;» 2 , , der in Bezug auf K und A*, der harmonische Pc 

der anderen ist. Von den beiden Involutionen zug. har 

mooischer Pole, welche einer dieser Geraden, z. B. /* angehörei 
sind zwei jener drei Punkte p,Pi-,Pi, also hier /»,,/'•, ein gen 
zug. Paar; bedenkt man also, dass p^, p^ beide ausserhalb eine 
Kegelschniltes A(AT,) liegen müssen, wenn p in demselben, un 
dass der eine innerhalb, der andere ausserhalb, wenn p uusscrhal 
desselben liegt, so ergeben sich als die einzigen Lagen, deren di 
Punkte p, p,, Pt in den genannten drei Fällen fähig sind, ful 



Ister und 3ter Fall. 

p innerhalb A und innerhalb A', ; 
p, ausserhalb A' und ausserhalb A', ; 

Pt ausserhalb K und ausserhalb A, ; 

. , 2ter und Ster Fall. 

p innerhalb K und ausserhalb A, ; 

Pi ausserhalb K und ausserhalb A”, ; j 

Pt ausserhalb K und innerhalb A, ; 

wo jeder der drei Punkte mit den anderen verwechselt werd' 
kann. 

OlTeobar aber muss von zwei beliebigen Kegelschnitten A, j| 
entweder a) der eine ganz innerhalb des anderen oder b) <1 
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jfder (;anz ausserhalb des nndereo, oder c) zum Tbeil 
innerhalb, zum Tlieil ausserhalb des anderen liegen. Im 
Falle a) können von den früheren drei Fällen nur 1) und 3) eiu- 
treteo; denn läge p innerhalb des äusseren' und ausserhalb des in- 
Deren KegeUebnittes, so würde p, oder p^ ausserhalb des äussereu 
and innerhalb des inneren liegen müssen, was unmöglich ist. Tritt 
aber der Fall 3) ein, d. b. liegt der einzelne Punkt p, den zwei 
Kegelschnitte allemal besitzen, ausserhalb des inneren, und des 
äusseren, so schneidet die Gerade /*• beide in zwei i*unklen|inaren, 
welche sieh einsehliesseii ; also existiren die Punkte p\iP^ iin Fülle 
a) allemiil. Im Falle b) ist der Fall 1) nicht denkbar, und da im 
Palle 3) die Gerade P die Kegelschnitte in zwei Punkteo|)aaren 
schneidet, die sich ausschliessen, so existiren auch im F'alle b) die 
Punkte Px\ P% unbedingt. Im Falle c) endlich haben die Kegel- 
scboitle , du Uerührungspunkte ansgrscblossen sind, entweder vier 
oder nur zwei Paukte gemein, lat das erstere, au bilden die vier 
Punkte ein vollständiges Viereck, dessen Gegenseiten sich uü'eubar 
iD drei Punkten schneiden. Demnach kann der Umstand, 

duss zwei Kegelschnitte nur einen einzigen Punkt // in ihrer Ebene 
besitzen, einzig nur dann statt finden, wenn sie bloss zwei 
Punkte gemein haben. Und zwar Gndet er dann not h wendig 
statt; denn sonst könnte man einen jeden der gemeinschaftlichen 
Punkte 0 , b, z. B. », mit einem der Punkte p, ;z,, z. B. mit 
p„ durch eine Gerade a/r, verbinden, welche nicht in die Kich- 
tnog ab fiele, und die folglich jeden der Kegelschnitte K, in 
rioem zweiten Punkte c, c, schneiden müsste; dann aber würde 
P„ als harmonische Polare von p, für K,Ki, die zr/;, in einem 
Punkte schneiden, welcher sowohl zu a, e, p^ als zu a, c,, p, 
Irr vierte harmonische, dem zugeordnete Punkt wäre, was un- 
Büglicb ist, da c und c, nicht zusammenfallen sollen. 

Ebenso zeigt man, dass zwei Kegelschnitte, welche uur zwei 
Tangenten gemein haben, auch nur ei ne Gerade /*, und folglich 
auch nur einen Punkt p besitzen. Hieraus folgt dann, dass sie 
■ llemal und nur zwei Punkte gemein haben, und umgekehrt; 
Iahen zwei Kegelschnitte nur zwei Punkte gemein, so haben ihre 
’alar- Kegelschnitte in Bezug auf irgend einen dritten nur zwei 
faugenten, also auch nur zwei Punkte, also die ursprünglichen 
ilirmal und nur zwei Tangenten gemein. 

3. Haben zwei in einer Ebene beliebig liegende Ke- 
;elschDitte 



ar zwei Punkte gemein, 
a haben sie allemal und 
ar zwei Tangenten ge- 
lein. 



nur zwei Tangenten ge- 
mein, so haben sie allemal 
und uur zwei Punkte ge- 
mein. 



4. Zwei in einer Ebene beliebig liegende Kegel- 
clinitte haben allemal drei zugeordnete harmonische 
'ule und drei zugeordnete harmonische Polaren gc- 
lein, wenn sie einerseits entweder keinen oder vier 
*urcb sch nitt Span kte, oder wenn sie andererseits ent- 
'eder keine oder vier Tangenten gemein haben, und 
*ar a) wenn einer der Kegelschnitte ganz innerhalb 
et anderen liegt, so liegen zwei jener drei Pule ausser- 
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halb, .der dritte innerhalh beider, uad cwei jener drei 
Polaren BcfaneideD beide, die dritte keinen; b) wem 
ein jeder Kegelschnitt ganz 'auaaerhalb des änderet 
liegt, BO liegt einer der drei Pole ansserbalb beider, 
und^in jedem der Kegelschnitte liegt einer der beides 
anderen; eine der drei Polaren sclineidet beide, uod 
jede der beiden anderen nur einen, nämlich denjenigeo, i 
welchen die andere nicht schneidet; und c) wenn 
sich io vier Punkten durcbdringen, . so liegen die drei 
Pole und Polaren entweder wie im Falle a) oder wie in | 
Falle b). Haben sie ^endlich nur .zwei Durchschnitts- 
punkte oder Tangenten gemein, so giebt es ln ihrer 
Ebene nur einen, aber allemal einen Punkt, -.dessen har- 
monische Polaren in Bezug auf beide zusamme nfslleo; 
tund dieser Punkt liegt ausserhalb beider. 

Man sieht leicht veraas, dass die Punkte p, p,, p, und die 
.Geraden P, P^, P, ganz eigenthümlicbe Eigenschaften in sich ver- 
einigen werden. Dean diese Geraden allein sind es, deren Wech- 
selpunkt, Kegelschnitte sieb auf einen Punkt, uod jene Punkte al- 
lein sind es, deren Weciiselstrablen - Kegelschnitte sieb auf eine 
Gerade reducireo. 

Es sei ein , beliebiger. Strahl eines .dieser Punkte, z. B. />. 
so liegen seine beiden harmoniacben Pole ß, ß, .auf P., und dl 
oben betrachteten projektiviseben Strahlbiiscbel , .deren est- 

spreebende Stralilenpaare a, i, c, </,. ..; c,, d, .... sich ii 

den Wecbselpunkten: vi>n A schneiden, sind jetzt «^enbar perspecD- 
visch, weil die harmonischen Polaren von /', d. b. .zwei entsprt- 
chende Strahlen von ß^ ß, in eine Gerade ßßi .zasammenfalles- 

Der. Wechselpunkt-Regeiscbnitt von A geht also Jetzt in. ei) 
.System zweier Geraden über, deren eine (,^)i.die hotvoniscbenPsle 
■ von A, 4ie andere die Wechselpnnkte ron,A enthält; mid iw 
ist letztere selbst eioi Strahl von w, weil die harmonischen Polsrei 
des Ourebsebaittes |VO 0 A und./* durch.^, gehen müssen. Aehnli- 
cber Weise .geht der iWecbselstrahlen- Kegelschnitt eines Punkte 
von ,P in ein System .zweier Punkte über, .deren einer (p) die bs^ 

, mouischen Polaren Jenes Punktes, der .andere. .die WechselsttaUa 
, desselben enthält, und. dieser liegt auch auf P. 

Zwei Strahlen eines. Punktes p, pi, p,, deren Punkte p8s^ 
weise Weebs^punkte sind, sollen zwei Wechsclpunktstrah- 
len, und zwei Punkte einer Geraden P, /*, , /*,, deren Strahlei| 
paarweise Wecbselstrablen bilden zwei Wecbselstrahlenpunktt 
Leissen. 

Aus dem .Vorigen ergiebt .sich einfe lineare Construktion de>| 
Punktes p, wenn JV, jK, ,und ein beliebiger .Strahl von /»^gegebri: 
sind. 

Es sei jetzt A eine beliebige Gerade, und ß, ß^ seien ihn' 
harmonischen Pole für..^, ; durchip seien die Strahleu a, 6, c, 

d gezogen, welche A in a,.b. c, b .... schneiden, und dnith 

denselben Punkt nach den Wechselpunktcn a,, b,, c,, b, ..... tm 
, a, b, c, b.... die Strahlen, or, , A, , .. ..; endlich werde entwe- 

der ß oder mit o, b, C, b . . . . und a,, b,, c„ b, . . . . durch dk 
Strahlen b', d„d^ . . . . und .p',, ,d',, c'„ d', . . . . vccbguden; «oüt 
einmal 

p(a, b, c, d ) = B[a\ h\ d, tP ), 



Digitized by Google 



231 



s<m1«iui , 

ü(a, b\ c', if ß{a’„ l\ , c-,, .r, . . . .), 

weil die Straiilen^ianre «r', a’,; b’, b\ als zugrordnetc bariiio- 

ni'cbe Polaren fUr K, eine InvolutioD bilden; eodlicb ist 

^1) r/^i • • • I , Äj, <? I , f/| 

weil die Pnokte p, B, a,, b,, c,, b, .... auf dem Wechselpunlit- 
kegelschnitte von ^ liegen. Demnach ist auch 

p{a, i, c, = b„ c,, d ). 

Aber je zwei Slcahlen is,o,; ^,6,;.... sind Wecbselpunktstrublen ; es 
sind also nicht nur ein Punkt a, wo a die A, und ein Punkt a,, 
wo 0 | den Wecbselpunkt- Kegelschnitt schneidet^ sondern auch 
ein Punkt, vo a, die A, und ein Punkt, wo a den Wechselpuokt- 
kegelscboitt schneidet, sind Wecbselpaukte von einander, d. h. die 
Mraklen e, es, entsprechen sich in doppeltem biinne; also ist 

p{a, b, c, </.... a,,b,,c,,dt....) = p(a,,b,,Ct,d,.'... a,b,c,d. 

d. h. die Wechselpunktstrahlen eines Punktes p,P\,p^ 
für A', A', bilden eine Involution von Strahlen; und glei. 
der Weise bilden die Wechselstrahlenpiiukto einer Ge* 
raden eine Involution von Punkten. 

Oie Hauptstrahleii einer Involution von Wccbselpuiikistralilen . 
ullen Huuptwecliselpunktstrahlen, und die Udupipuiiktc einer 
liTolution von Werhselstcuhlenpunkten sollen Hau pt wech s c I • 
atrsblenpunkte heissen. In jedem der crstcren fallen zwei Wech- 
ielpuuktstroblen, in jedem der letzteren zwei Wechselstralilen^iunkte 
zusammen; jener besitzt also die charakteristische Rigeuf 
lehaft, dass die Wechselpuukte oller seiner Punkte au> 
ikm selber liegen; dieser die, dass alle seine Strahlen ihre 
ffechselstrohlen in ihm selber schneiden. Mon kann da* 
her als sekundäre Definition der lIauptweclisel|iunkt8trahleo 
und der Hauptwechselslralilenpunkte aufstellen, dass die zugeurd- 
seten harmonischen Pule der einen, und die zugeordneten harnio- 
uiseben Polaren der anderen in Bezug auf den einen Kegelschnitt 
et zugleich auch in Bezug auf den anderen sind, und insofern 
könnte man einen jeden Uauptwechselpunktstrahl eine Gerade 
vereinigter Paare zugeordneter harmonischer Pole bei- 
ter Kegelschnitte, und jeden Hauptwechselstrahlenpunkt einen 
Mitelpunkt vereinigter Paare .zugeordneter harmotai- 
icher Polaren beider Kegelschnitte nennen. Fasst man 

• endlich die Hauptpunkte der Involution jener Pole, und die llnupt- 
etrshlen der Involution dieser Polaren ins Auge, so begreift man, 

• dass die harmonischen Polaren eines sulchen Hauptpunktes (wenn 
.er exjslirt) in Bezug auf K und K^ durch diesen Punkt selber 
geben, und dass die harmonischen Pole eines solchen Hauptstrahles 
*af ihm selber liegen müssen, d.h. ersterer ist ein Durchschnitts- 
vgonkt, letzterer eine Tangente beider Kegelschnitte. Als ' 

tertiäre Definition der Haiiptwechselpunktstrahlcn und der 
QMlptwechsclstrablenpunkte ergiebt sich daher, dass jene gemein- 
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scbaftlicbe Sekaoten, diese gemeinscbaftlicbe Tan^eB« 
tendurchscbnitte beider Kegelscbnitte sind; und zwar beisseo 
sie reell und ideal, jenacbdcm jeoe Hauptpunkte und Uauptstrab- 
len existiren, oder nicht. 

Zu jeder Involution von Wecbselpunktstrablen gehören nicht 
' nur zwei der Geraden P, P^, /*,, sondern auch die beiden hariao- 
uischen Polaren N, A , ; A", A\ eines jeden Hauptwecbseistrahlen- 
punktes «, welcher der dritten angehört. Denn sind a, w, zwei 
beliebige Wechselatrablen des Punktes *, deren jeder also die bar- 
moniscben Pole des anderen enthält, nnd schneidet a die A in a, 

O, die Al in a, , so ist a, der harmonische Pol von a für A',, 
weil dieser Pol auch auf der harrooniscben Polare A, von « für 
Jki liegt; und ebenso ist a der harmonische Pol von a, für A; 
also schneiden sich die harmonischen Polaren von a für SC, K, ia 
Punkte a,, und somit sind A, A,, da sie nach zwei Wechselpuak- 
ten gehen, Wech^elpuuktstrahlen des betreffenden Punktes p,PnPi- 

Gleicher Weise gehören zu jeder Involution von Wecbselstrab- 
lenpnnkten einer Geraden P, P„ /*, nicht nur zwei der Punkte 
p,Pi,Pt, sondern auch die beiden harmonischen Pole «, «s, ; 
eines jeden Hauptwechselpuoktstrables 8, 8,, welcher dem dritten 
angebört 

Jedes Paar Hauptwechselpunktstrahlen eines Punktes p,Pi,Pt 
heisst ein Paar zugeordnete gemeinschaftliche Sekanten, 
und jedes Paar HauptwechselstralilenpUnktc einer Geraden P, /*„ 

P, heisst ein Paar zugeordnete gemeiuscha ft liebe Tao- 
gentendurchschnitte; und wieder heisst ein Paar der er- 
steren einem Paare der letzteren zugeordnet, wenn jenes 
einem Punkte p, und dieses einer Geraden P zugefaiirt, welche die 
harmonische Polare von p für K, K, ist. 

Es ist nun die Frage, ob zwei Kegelschnitte 1) jedesmal ein 
Paar zugeordnete gemeioschafilicbe .Sekanten oder Tangentendurck- 
schnitte, und 2) oh auch jedesmal zwei zugeordnete Paare zugeordnele 
gemeinscbafiliclie Sekanteu uud Tangenleodurchschoitte besitzend 

1) Fasst man alle Eigenscliarten eines Punktes p, p,, p, zu- 
sammen, so erweist er sich als gemeinschaftlicher Mittelpunkt von 
vier Involutionen von Strahlen: a) der zugeordneten harmonisches 
Polaren für AT; b) der zugeordneten harmonischen Polaren für A,; 
c) der Wecbselpunktstrahleo für IC, K,\ d) derjenigen Strahlen- 
paare, welche nach den Wecbselstrablenpuukten der entsprecbendci 
Geraden P, P„ P, gehen. Zu jeder von diesen vier Involutiones 
gehören die beiden Geraden P,, P^ \ P, P, P, als zugeordne- 
tes Paar. Da nun zwei Gerade A,, 7% nothwendig existireu, wenn 
eine oder zwei der Involutionen, denen sie angehören, gleielilie- 
gende Gebilde enthält, und nur dann roöglicdicr iFeise niiHit, weoo 
alle vier Involutionen aus uugleicliliegenden Gebilden bestehen; und 
da sie in zwei Kegelschnitten, welche nur zwei Punkte uml 
Tangenten gemein haben, in der Tbat nicht vorhanden sind, su 
müssen in diesem Falle alle jene vier Involutionen aus ungleichlie- 
genden Gebilden bestehen, und demnach eine jede ihre Hauptstrah- 
len besitzen. Solche Kegelschnitte haben also zwei gemeinschaft- 
liche Sekanten , und aus ähnlichen Gründen zwei denselben zuge 
ordnete gemeinschaftliche Taogenteudurchschnitte; doch ist natür- 
lich die eine und der eine reell, die anderen ideal. 

Besitzen die Kegelschnitte drei Punkte p,Pi%P-,, und man 
stellt sich irgend einen innerhalb des Dreiecks »PiP% liegcndeu 
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Punkt a ror, uo liegt sein Wecliscipunkt o, entweder a) ebenfalls 
isuerhalb desselben, oder doch b) innerlialb eines seiner Wiirlcel. 
lis Fall s) erhält man drei Paar ^Vecll8elpaoktBtrahlen pa, pa,-, 
/^,a, |7,a,; deren jedes das concentrisclie Ntralilenpaar 
P,, Pyi P, P, P, ansscbliesst; und im Falle b) scliliesst alie- 
nul einet, aber anch nur eines der drei ersteren eines der drei 
leixteres ans. Da nun diese ebenfalls Wechselpunktstrablen sind, 
io sind im Palle a) alle drei Involutionen der WeGliselpunktstrablen 
aus nngleichliegenilen Gebilden zusammengesetzt, und es gieht also 
drei Paar zugeordneter gemeiuscliaftlicber Sekanten, welche sämmt- 
lirh reell sind, im Falle b) dagegen giebt es aus demselben Grunde 
a lemal ein Paar zugeordneter gemeinschaftlicber Sekanten, aber nur 
eines; und da dieser Fall nur solche Kegelschnitte betreffen kann, 
welche keinen Punkt gemein haben , so ist jede von beiden ideal 
End gebt somit durch einen ansserhalb beider Kegelschnitte gele- 
genen Punkt p. 

Ebenso zeigt man mittels einer beliebigen Geraden a, die alle 
Seiten des Dreiecks pp,Pt ausserhalb desselben schneidet, und ihres 
Wecbselstrabls ar,, welcher nothwendig entweder alle 3 Seiten oder 
Dur eine ausserhalb des Dreiecks schneidet, dass zwei beliebige Ke- 
gelschnitte entweder drei Paar ziigeordneter gemeinschaftlicher Tan- 
gesteodurchschoitte, welche sämmtlich reell sind, oder nur ein ein- 
liges besitzen, dessen Punkte beide ideal sind und eiuer beide Ke- 
geltcbnille durchschneidenden Geraden P ongehören. 

i) Diese Frage betrifft nur noch den Fall, wenn drei Punkte 
f, p,. /y, und drei Gerade P, P^, P^ vorhanden sind. Geht durch 
f eine reelle oder ideale gemeinschaftliche Sekante S, und sind 
pa,pit, die zugeordneten harmoniseben Polaren von S für A’, A', , 
u) haben die Geraden P^, /*,, welche ebenfalls zugeordnete harmo- 
iiische Polaren für A und A', sind, a) wenn p innerhalb A' und 
K, liegt, sowohl zu S und p» als zu S and pn^ eine abwechselnde 
Lage; b) wenn p ausserhalb A und A, liegt, so scbliesseu /*, 
P, sowohl S und pn als S und /r/s, aus oder ein; c) wenn p io- 
lerhalb A' und ausserhalb A,, so liegen P^_, zu S und pn ab- 
vrcbselnd, zu 8 und /r», aus- oder einschliessend. ln den beiden 
Fillen und b) müssen also die Geraden P,, P^ die Geraden pn 
•id/rm,, und folglich auch die Punkte /r,, /'s die harmonischen 
Nie H, n, von S aus- oder einschlicssen, im Falle c) dagegen lie- 
ft» /*, , zu pn.pu,, und somit auch p,<p, zu n,n, abwech- 
wisd. Aber pyi Va Paar Wechselstrahlen- 

psskte von P\ also giebt es in ilrn F'ällen a) und b) allemal, uod 
■ Falle c) nie ein der Sekante S zugeordnetes Paar gemeinschaft- 
heker '1'ungentendurchschnitte. 

Haben also A', A, vier Punkte gemein, so besitzen sie entwe- 
br drei Paar zugeordnete gemeinschaftliche Tangentendureb- 
■dinitte and somit vier gemeinschaftliche Tangenten, oder nur ein 
Micbes Paar und folglich keine gemeinschaftlichen Tangenten, je- 
■icbdem zwei der Punkte p, />,, ausserhalb und der dritte in- 
■etktib beider Kegelschnitte, oder nur einer ausserhalb beider, ein 
■Weher nur innerhalb A und ausserhalb A, , der dritte innerhalb 
S', nod ausserhalb A liegt. 

Haben sie dagegen keinen Punkt gemein, so besitzen sie nur 
■wei gemeinschaftliche Sekanten, deren Durchschnitt p ausserhalb 
*iier Kegelschnitte liegt, also jedesmal ein diesen Sekanten zu- 
Rordnetes Paar gemeinschaftlicber Tangentendurchschnitte, welche. 
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wenn die Kegelschoitte ausser einaoder Hegen, beide reell,, wenn 
über der eine den anderen einsohliesst, beide ideal sein müssen. 

Andererseits ei^iebt sich, dass jedem Paare gemeinscbaftlicber 
Tangentendurcbichmtte, deren V'erbindungslinie P beide Kegel- 
schnitte durcliscbneidet oder beide nicht durobsekneidet, ein Paar 
gemeioscbaftlicbe Sekanten zugeordnet sind, dass aber solche nicht 
existireo, wenn P den einen schneidet, den andern nicht; dass da- 
her zwei Kegelschnitte mit vier gemeinschaftlichen Tangenten ent- 
weder drei Paar reelle gemeinschaftliche Sekanten oder nur ein 
Paar ideale besitzen, jenoebdem zwei der Geraden 7*, jP, , d", beide 
Kegelschnitte durchsetzen und die dritte keinen, oder nur eine bei- 
den begegnet, und jede der beiden anderen nur einem; und da«s 
endlich zwei Kegelschnitte, welche keine gemeinschaftliche Tan- 
gente hnbrn, ulleiiial wenigstens ein Paar gemeinschaftliche iSekan- 
ten besitzen, welche solchen genieinschaftlichen TangentenduroU- 
schnitteu zugeordnet sind, deren Verbindungslinie baide Kegel- 
schnitte schneidet. 

5. Sind in einer Ebene zwei Kegelschnitte von be- 
liebiger Gestalt uudEage gegeben, so giebt es indieaer 
Ebene 



a) allemal entweder drei 
oder wenigstens einen 
Punkt, dessen St ra bien 
fiaarweise Wecbselpun kt- 
strablen bilden, d. b. solche 
Strablenpaure, deren jedes 
lauter Wechselpunkte ent- 
halt. 



a) allemal entweder drei 
oder wenigstens eine Ge- 
rade, deren Punkte paar- 
weise Wecbselstrable n - 
punkte bilden, d. b. solche 
Punktenpaare, deren jedes 
lauter Wechselstrahlen ent- 
hält. 



b) Diese Wechselpunkt- 
strablen bilden eine Invo- 
lution von Strahlen, und 
diese besteht, wenn sie die 
einzige ist, allemal aus nn- 
gleicbliegenden Gebilden, 
und wenn ihrer drei vor- 
handen sind, so bestellt 
entweder eine jede dersel- 
ben, oder nur eine, deren 
11 ittel^iunkt ausserhalb bei- 
der Kegelschnitte liegt, 
aus solchen Gebilden. 

c) Die Hnuptstrablen einer 
solchen Involution oderdie 

Bauptwechselpuukts trab- 
len sind zwei Gerade, von 
denen eine jede lauter 
Wechaelpunkte enthält. Da- 
her ist ein jeder Uaupt- 
wecbselpunktstrahl eine 
Gerade vereinigter Paore 
zugeordoeter barmonischcr 



b) Diese Wechselstrabl e n • 
punkte bilden eine Involu- 
tion vonPunkten, und diese 
besteht, wenn sie die ein- 
zige ist, allemal aus un- 
gleichliegenden Gebilden, 
und wenn ihrer drei vor- 
biinden sind, so besteht 
entweder eine jede dersel- 
ben oder nur eine, deren 
Richtungslinie beide Ke- 
gelschnitte durebseb neidet 
aus solchen Gebilden. 

c) Die Hauptpunkte eine 
solchen Involution od er dii 

Hauptwechselstrablen- 
punkte sind zwei Punkte 
von denen ein jeder laute 
Wccbselstrahlen enthält 
Daher ist ein jeder Haupt 
wecbselstrahlenpunkt ei 

Mittelpunkt verei.nifgte 
Paare zugeordneter liarm« 
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Pale, b. deren PanJbte 
faersrelse sn^«ordD.ete.bar* 
aoniscb.e .PnJe LD.Be«;ng«nf 
beide Kegelscbnitte ixn- 
gleicb .niad. Bodlicb iat je- 
der flaufitpnnkt .eijierlnero- 
iution verelni gtej* Pjtare 
zngeordneter baxmunucber 
Pole ein beiden Kegel» 
schnitten gemeinscbaltli- 
eher J)uriCO»GjinJttapUDJ(t, 
und ineaCern ist jeder 
Hsuptwecheeipnnktstrabl, 
jenaebdem er einem der Ke* 
gelecbnitte .begegnet «der 
nicht, eine reelle ader 
ideale .gemeinscbaiftlixbe 
üekante oecaelbe.n. 



d) £iner jeden Jnvolntioa 
Ton Wecbselpunktstrablen 
ixt elae Involution von 

VTeciixel atra bien pa n kten 
xngear.dnet, darein Rieb» 
tung.s.linie die barmonisebe 
Polare des .Alittelpunktes 
der ecaterep ,ip Ikezug auf 
beide K.eg.elscb.nitte ist. 
Diese letztere besteht aus 
ungleicblieg.enden .Gebil- 
den, wenn die erstere ent- 
weder .aus uogleicbließ^en - 
den ibestelit, und ibr Mittel- 
punkt Innerhalb ader aus- 
serhalb beider .Kege.l- 
schjiitte Ue,gt; oder wenn 
die erstere .ans gleieblie- 
gendeo besteht, u.nd ihr 
Mittel|i unkt j.nnerhal.b des 
einen und ausserhalb des 
anderen Kegelschnittes 
liegt; in jede.m anderen 
Falle dagegen besteht die 
letztere aus gleiebliegen- 
den .Gebi.Ld.en. 

ej JZu jeder Involutio.n 
TOP 'WeehselpunktstrahJeo 
gehören als zugeordnete 
btr a4>j an .die beiden Gera- 
den, fvelcb« .in Bezug auf 
beide rRegelschnitte znge* 



.nischer Pnlaren, d. b. dea- 
B<ea ütrablen paarweise zu- 
geordnete barmonisebe .Pn« 
iaren in Beeng auf beide 
Kegelschnitt« sngleicb 
sind. Endlich ist jeder 
.Hnuptatrahl einer Invelu- 
tion verei D ig.ter Paare zu- 
geordneter harmonischer 
Polaren eine beiden Kegel- 
schnitten gemeinschaftli- 
xhe Tangente, und insofera 
ist jeder Hauptweebsei- 
strahlenpunkt, jenachdem 
e<r aneserbalb oder inner- 
halb eines derKegelscJinitt« 
liegt, ein reeller oder idea- 
ler gemeinschaftlicher Tan- 
geutendurebsebnitt der- 
selben. 

d) Einer jeden Involntiaa 
von WecbseJstrableupiuok- 
ten ist eine Inrolution vnu 
Wecbselpunktstrablen zu- 
geordnet, deren Mittel- 
punkt der barmonisebe P.o} 
der Ricbtungslinie .der er» 
Steren in Bezug auf beide 
K egelscbnit.te ist Diese 
letztere besteht aus u«. 
gleic.bliegeDden Gebilden, 
.wenn die erstere entweder 
aus .ungleicbliegendeo be- 
steht, und ihre Riebtungs- 
iinie beide Kegelschnitte 
durebsebneidet oder nicht 
ilurchschneidet, oder wenn 
die erstere aus gleicbJie- 
genden bes.teht, und ihre 
Ricbtungslinie den einew 
Kegelscnnitt durchschnei- 
det, den anderen aieht; .in 
jedem anderen Falle dage» 
gen besteht die letztere 
aus gleichliegenden Ge» 
bilden. 

• ) Zu jeder Involution 
von Wechselstroblenpunk' 
ten gehören «!■ zHgeord» 
.pete Punkte die beiden 
Punkte, welche in Bezug 
auf beide Kegelsebuitta 
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ordoete Larmonische Pola- 
ren sind, und ausiierdein die 
beiden liarmonigchen Pola- 
ren eines jeden Hauptwech- 
ael sr rah len p u n k te s der der 
ersteren zuireordneten In- 
volution ioBezug auf beide 
Keprelscbnitte, wenn er 
existirt. 

6. Sind in einer Ebene 
liebifier Gestalt und Gage 
selben: 

a) wenn sie vier Punkte 
cm ein haben, drei reelle 
aare zugenrdneter ge- 
me i II sc liaft I i eil er Sekanten, 
und entweder drei reelle 
Paare zugenrdneier gemein- 
scliaftlicher Tangenten- 
durcbscbnitie, oder nur ein 
solches und zwar ideales 
Paar, welches demjenigen 
der drei ersteren zugeord- 
net ist, dessen gegenseiti- 
ger Durchschnitt ausser- 
halb beider Kegelschnitte 
liegt; b) wenn sie bloss 
zwei Punkte p;emein haben, 
so besitzen sie allemal nur 
ein einziges Paar gemein- 
schaftlicher Sekanten, wo- 
von die eine reell, die an- 
dere ideal ist, und nur ein 
einziges und zwar ein dem 
ersteren zugeordnetes Paar 
gern ein sch afti ich er Tnn- 
gentendurchschnitte, wo- 
von der eine reell, der an- 
dere ideal ist; c) wenn sie 
keinen Punkt gemein ha- 
ben, so besitzen sie nurein 
einziges und zwar ideales 
Paar gemeinschaftlicher 
Sekanten, und entweder 
drei reelle Paare gemein- 
schaftlicher Taogenten- 
durchschnitte oder nur ein 
solche« und zwar ideales 
Paar, welches dem ersteren 
zngenrdnet ist, und dessen 
Verbindungslinie beide Ke- 
gelschnitte durchscliueidet, 



zugeordnete harmosische 
Pole sind, und ausserdem 
die beiden harmonischen 
Pole eines jeden Haupt- 
wechselpunktstrahles der 
der ersteren zngeordneteii 
Involution in Bezug auf 
beide Kegelschnitte, wenn 
er existirt. 

zwei Kegelschnitte von be- 
gegeben, so besitzen die- 

a) wenn sie vier Tangen- 
ten gemein haben, drei re- 
elle Paare zugeordneter 
gemeinschaftlicher Tan- 
gen t e nd urc hsch n itte,. und 
entweder drei reelle Paare 
zugeordnetergemeinschaft- 
liclier Sekanten, oder nur 
ein solches und zwar idea- 
les Paar, welches demjeni- 
gen der drei ersteren zu- 
geordnet ist, dessen Ver- 
bindungslinie beide Kegel - 
schnitte durcbschneidet; b) 
wenn sie bloss zwei Tan- 
genten gemein haben, so 
besitzen sie allemal nur ein 
einzigesPaar gemeinsebaft- 
lichcr Tangentendurch- 
schoitte, wovon der eine 
reell,, der andere ideal ist, 
und nur ein einziges und 
zwar ein dem ersteren zu- 
geordnetes Paar gemein- 
schaftlicher Sekanten, wo- 
von die eine reell, die an- 
dere ideal ist; c) wenn si« 
keine Tangente gemein hu 
ben, so besitzen sie nur ei i 
einziges und zwar ideale 
Paar ge roei n sch af 1 1 i c li e 

Taugentendurchschnitte , 
und entweder drei reell 
Paare gemeinschaftliche 
Sekanten, oder nur ein sol 
dies und zwar ideales Paai 
weiches dem ersteren zu 
geordnet ist, und dessc 
gegenseitiger Durch scbnil 
ausserhalb beider Kegel 
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jeDachden die Ke^el* 
schaitte völli); ausserein- 
•nder oder ioeiDuader lic- 
geo. 



acbnitte Iie(i^t, jenaclidem 
die Kegelschnitte sich 
durchdringen oder nicht. 



Mit Hülfe der gegebenen Sätze wird man nun leicht die Auf- 
liisung folgender Aufgabe Gndeo. 

7. Mittels des Lineals und eines festen Kreises die 
gemeinschaftlichen Sekanten und Ta nge n te n durch- 
schnitte zweier Kegelschnitte, von denen ein jeder 
durch fünf Punkte oder fünf Tangenten beliebig in 
einer Ebene gegeben ist, zu finden, wenu 



a) irgend einer der Punkte 
1 >,PxjP 3 \ h) wenn irgend ein 
Strahl eines dieser Punkte; 
c) wenn irgend ein Punkt 
einer reellen oder idealen 
gemeinschaftlichen Se. 
kante, der aber kein Durch- 
schnitt s pu nkt beider Ke- 
gelschnitte sein darf, be- 
kannt ist. 



a) irgend eine der Gera- 
den /*, ; b) wenn ir- 

gend ein Punkt einer die- 
ser Geraden; c) wenn ir- 
gend ein Strahl eines reel- 
len oder idealen gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durebsebnittes, der aber 
keine gemeinschaftlicho 
Tangente sein darf, be- 
kannt ist. 









Umgekehrt darf man bebauplen, dass Jede Gerade, deren sämmt- 
Tiche Punkte paarweise AVechselpunkte in Bezug auf zwei Ke;gel- 
schnitte bilden, eine reelle oder ideale ^emeinschaftlicbe Sekante 
derselben, und dass jeder Punkt, dessen Strahlen paarweise Weeb- 
telsirahlen bilden, ein reeller oder idealer gemeinschaftlicher Tan- 
genteodurcbschnitt derselben sei. Denn jene Gerade S' schneidet 
iwei zugeordnete gemeinschaftliche Sekanten von K, Ki entweder 
im Punkte p, und dann fallt sie, als Vereiuiguog zweier Wecbsel- 
pnnktstrulilen , oolhwendi^ mit einer von beiden zusammen, oder 
sie ■ schneidet jede in zwei besondern Punkten, und dann ist jeder 
dieser Punkte ein gemeinschaftlicher Durchschnitt der Kegelschnitte, 
also S' eine gemeinsduiftlicbe Sekante; oder Gele einer derselben 
siebt mit seinem Wecbselpunkte zusammen, so würde letzterer so- 
cobl auf S' als auf einer gemeinschaftlichen Sekante liegen, also- 
wiederum S' mit einer gemeinschaftlichen Sekante zusammenfallen. 



Besondere Fälle. 

Sind je zwei zugeordnete Durchmesser eines Kegelschnittes 
denen eines anderen parallel, was offenbar der Fall ist, wenn es 
<oa zwei Paaren allein gilt (f. 1. e), so ist die unendlich - ent- 
ferate Gerade ihrer Ebene eine Gerade vereinigter Paare zugeord- 
Beter harmonischer Pole, also eine gemeinschaftliche Sekante 
der Keg;elschnitte, und umgekehrt. Sind aber A , ; B, B, zwei 
Paar zugeordnete Durchmesserlängen des einen, und s, a, ; b, 6, 
die Längen der ihnen parallelen Durchmesser des anderen, so ist 
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kraft f. 4. •) A' t = tt : a, und' B ! B, = d': ä,, trliio auch 
A.A, B. a, :6.i^ =B* :6*, und' n«cl» §>.- 4 . 

6. ist A. A, : B , /k, = a, 0 , ; d . d, ; also ^ : 0 =s df ; dm C^: c 
u. 8. w., d. h. die tkegelschnitte sind ähnliche und ähnlich - lie- 
gende Figuren; und umgekehrt. 

8. Je zwei ähnliche und ähnlich - liegende Ellipsen 
oder Hyperbeln haben beziehlich eine unendlich-ent- 
fernte idea.le oder reelle Sekante gemein. 

9. Zwei in einer Ebene beliebig liegende Kreise ha- 
ben eine unendlich-entfernte ideale Sekante gemein. 

Sind die Achsen zweier Parabeln parallel, so haben sie nicht 
nur die unendlich -entfernte Tangente, sondern auch deren Berüh- 
rungspunkt gemein; da nun die harmonische Polare jedes Punk- 
tes einer Tangente durch den Berührungspunkt geht, so folgt auch 
fiir diese Art Kegelaoboitte : 

10. Zwei in einer Ebene beliebig, aber mit paralle» 
len Achsen liegende Parabeln; haben eine unendlich- 
entfernte Sekante gemein, welche zugleich deren ge- 
meinscbaftl iicbe Tangente ist. 

Die zugeordoeten harmonischen Polaren, eines Brennpunktes 
sind zu einander rechtwinklig, also bildet jedes Paar derselben in 
awei Kegelschnitten, welche einen Brennpunkt gemein, haben, zw<ei 
Wcehsetstrablen : 

11. Fällt ein Brennpunkt eines Kegelschnittes mit 
dem eines andern zusammen, so ist er ein idealer ge- 
meinschaftlicher Tangentendnrcbscbnitt derselben. 



Es möge jetzt eine' beliebig« Gerade A' zwei beliebig« Kegel- 
schnitte 91, in den Pnnkteapaaren a,.a, ; h, h, und zwei zngeurd- 
net« gemeioBcliBftlidie Sekanten derselben io deniPmhte» 

d*; d| sclineiden; so giebt es, wenn a, a, und’ b, b, nicht etwa ab- 
weciiselnd liogeo, allemal zwei Punkte g,^, die suwobl mit a. a, 
als mit b. b, harmonisch sind. Solche zwei Punkte g, ^ sindiabe«’ 
Wechselpunkte fiir- 91. 99, also die Strahlen, welche sie mit dem 
Dordtsebnitte p roe <9, A?, verbinden, Wecfaselpunktstrableii; wor- 
aus folgt, dass g, b' auch mit i, d, harmonisch, folglich; di» Pai»k- 
tenpoare a, U, ; b, b, ; di d>, eioo lorolution von seous Pnnkten- bil- 
den. Haben 9 keinen; Punkt gemein, so schliessen die Paokte 
<r, a, ; b, b, einander ein oder aus, und das; nämliche gilt von d«wi; 
Tangenten, welche ron einem, beliebigen Punkte gezegen wuerden. 



*) Denn nach der dortigen Bezeichnung ist' 



Afa*. 



uia, ,j^ , ma Aftn .Jlfa’, Jt/rti 

aa, ■ ' ’aa, ma ■ 



also wenn a, <t, die Winkel sind; welche J,, B\ mit der Achse Um bilde'ii ; 

coc.« cot,«, . . „ . _ 

A’i : 0 *', z — : - — j — - ssiD«, . cos sin «. cosaossiii2a:,;siK2«( r 

cos».« cos».«, • ’ 

(und ebenso ist rechts tng».o : tng*.n, = Afa, : Afa)J Nach der jetzifea B«. 
leiohnuDg also ist ..d» ;/t», ssin .2«, : sin. Saao» : a»,. 
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Der Fall, dass diese Punkte oder Taoareuten abwechselnd Kegen, 
knoB also nur dann eintreteo, weuu Sö rier oder nur zwei 
Punkte -geiaein babeo. 

Es seien ß, ß, irgend zwei den Kegelschnitten $(, f& gemein- 
schaftliche Punkte; durch ß sei eine beliebige Gerade gelegt, wel- 
che zum andemmul in ß^.ß, schneidet, and durch ß, die 

Strahlen 6,, c,, d welche 91 in n, b, C, b und ® m 

n,,b,,C,,b, — sefaneideB; endlich gehen von ß^ nach d,b,c,b.... 

die Strahlen o,, </, nnd von ß^ nach n,, b,, C,, b, 

die Strahlen iz,, «,,</, ; diesa voransgesetzut, so ist 

^1» •) — — ^i(n^u ^1, c,, rf, ..••) — ■ , Äj, c?,, </, ...y, 

also 

^a> (/a • . . Ä,, C,, r/, . , . 

Aber deijenige Strahl e, von ß, , welcher mit ßß, znsaiamen- 
fällt, schneidet 91 nnd ® io zwei Punkten e, e,, welche sich in ß 
vereinigen; also fallen aneh die Strahlen e„ e, mit ß^ß, zusam- 
men. Die Strablbiischel ß^, ß, sind also perspektivisch, d. Ii. jn 
zwei Strahlen <z,, «i; A^, 6, . . . . schneiden sich auf einer Gera- 
den S',. 

Ist nun eine beliebige Gerade, welche 91 in ß^, a und ® 
in b°, b”,, ferner ßß, oder S in d und ß,a, in d, schneidet, so 
bilden die drei Punktenpaare ß,, a; b*, b°,; d, d, , als Durch- 
schnitte ron mit ® und den Gegenseiten des dem ® eingeaebrie- 
benen Vierecks ß ß ,9,,ß ,, eine Involution von seeba Punkten*). 



*) Ist nämlich i?, ein beliebiger Punkt in der Ebene eines Kegelschnittes 
K, und sind (BB") und B, zwei beliebige Punkte von AT; sind ferner 
B, s, ; /t, y, ; d, cT, , . die Durrbschnitte von K luit beliebigen 

Geraden, welche von B^ auvgehen, und haben diese Punkte mit (BB'\ 
die Strshlenpaare a, a'; b, h'\ c, c'; d, d" und insbesondere die 
Punkte a,, ß„ y,, d, .... mit B, die Strahlen a,, b„ c„ d,..., ge- 
mein, so hat man nach $. 3. 3. und Einl. 11. 

B{o, b, Cf d t — B{fl ,Ä,c,d*....) ss B ,[a,fb ,fC,fd, 

Wird nun eine beliebige, durch A, gebende Gerade {dA,) von a, b, 
c, ....; s,, b„ c,f d, .... bezieolich in a, b, C, b a,, b,, C„ 
b, .... geschnitteu, so bat mao 

A{a, b, c, b ....)= .d,(a,, b,, t,, b, ....). 

Aber auf A entspricht dem Pnnkte f, welcher mit B einerlei ist, ein 
Punkt f, auf A,, welcher der Linie BB, angehert, und dem Punkt#’ 

4f auf A, welcher mit f, zusamnMnliegt, entspriclit auf A, ein mit f 
zusammenliegeBder Punkt ; also ist 

A(ß, b, c, b.... fli,bi,f,,b,....) = -’d,(a,,b|, C|, b,.... s, b, c,b....), 

woraus ebiger Satz sich sofert eigiebt. Aber noch mehr. Sieht man , 
z. B. den Punkt a, als der A zugehörig an, zieht BAi oder a“, wel- 
cher Strahl JC in o" schneidet, sofort die Gerade B^a", welcbe^Ä' wie- 
der in «o, schneidet, endlich den Strahl B,u“, oder m*,, so muss a“. 
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Aber der Punkt d, gebürt auch der Geraden S, an, welche durch 
Drehung der Geraden i?,a und i7,a, um die Punkte JB^, ß, er- 
zeugt wird; und ofTenhar lassen sich immer durch ß^ zwei Gerade 
yt SO le^en, dass die Punkte ß^, a und S, d, sich ein- oder aos- 
scbliessen, und zugleich die Punkte h", h°| existiren — es braucht 
nur ß, innerhalb 93 zu liegen — also wurden Tür diese zwei Ge- 
raden ^ die Punkte di sowohl auf iV, als auf der zugeordneteo 
gemeinschaftlichen Mekante von ßß, liegen müssen, und demnach 
diese letztere mit S, identisch sein. 

Ebenso behandelt man andrerseits den Fall, wenn ä, 93 vier 
oder zwei Tangenten gemein haben; nnd was denjenigen betrifft, 
wenn 91, S vier Punkte, aber keine Tangente gemein haben, so 
überzeugt man sich leicht, dass die zwei Tangentenpaare, welche 
von einem beliebigen Punkte an solche zwei Kegelschnitte gelegt 
werden, sich ein- oder ausschliessen müssen. Denn denkt man sieh 
den Polar- Kegelschnitt 93, von S in Bezug auf 3t, so können S 
und keinen Punkt gemein haben, weil 3t und 93 keine gemein- 
scbaftlicbe Tangente besitzen ; heissen nun jene zwei Tangeoten- 
panre a, «r, ; i, d,, und sind a, U, ; h, b, deren harmonische Pole 
hir 3t, so liegen diese in einer Geraden, und zwar a, a, auf 3t, 
b, b, auf tB, ; fulglicii schliessen sich diese Punktenpaare ein oder 
aus, nnd demnach gilt dasselbe auch von a, a , ; 6, i,, weil die har- 
monischen Polaren aller Punkte einer Geraden für 3t einen mit die- 
ser Geraden projektivischen Strablbüscbel bilden. 



12. Die drei Punkten- 
paare, in welchen zwei Ke- 
gelschnitte von beliebiger 
Gestalt und Lage und zwei 
zngeordnete gemeinschaft- 
liche Sekanten derselben 
von einer beliebigen Gera- 
den geschnitten werden, 
bilden eine Involution von 
sechs Pu II kten. 



12, Oie drei Strahlen- 
paare, welche von einem 
beliebigen Punkte an zwei 
Kegelschnitte von beliebt- 
er Gestalt und Lage, als 
angenten, und nach zwei 
zugeordneten gemeinschafi- 
licTien Ta ngon ten d ureh- 
schnitten derselben gezO- 
en werden, bilden eine 
nvolution von sechs S trab- 
len. 



Ich übergehe die Corollare dieses Satzes. 



13. Haben zwei Kegel- 
schnitte zwei Pupkte ge- 
mein, und man legt durch 
jeden dieser Punkte eine 
beliebige Gerade, so schnei- 
den sich die durch diese 
zwei Geraden bestimmten 
Sehnen der Kegelschnitte 



13. Haben zwei Kegel- 
schnitte zwei Tangenten 
gemein, und man zientvoni 
einem beliebigen Punkt« 
einer jeden an jeden Kegel- 
schnitt eine neue Tangente, 
BO liegen die gegenseitigen I 
Durchschnitte je xweier 



durch den Punkt a gehen. Die Punkte a, B, a”, «’i, B„ w, hiides 
ein dem K eingeschriebenes Sechseck ^B ^a^, dessen Uauptge- 

genseiten sich paarweise in drei Punkten B^, a, d, einer Geradri: 
schneiden, und offenbar ist dieses Sechseck beliebig. 
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«nf einer gemeinicbaftli- Tangenten denselben Ke> 
eben Sekante derselben, gelscbnitts mit einem ge- 
wetche der durch jene meinscbaftlicben Tangen- 
Punkte gehenden zugeord* tendurebseb nitte derselben, 
set ist. welcher dem der beiden er- 

sten Tangenten zngeordnet 
ist, in gerader Linie. 

§. 6 . 

Constrnction und Eigenschaften eines Systems von 
beliebig vielen Kegelschnitten, welche zwei zngeord- 
nete Sekanten oder Tangentendnrchschnitte gemein 
haben. System der zugehörigen Wechselpunkt- oder 
Wechselstrahlen-Kegelschnitte. Drei Wechsel-Systeme 
von Kegelschnitten mit zwei zngeordn eten gemein- 
schaftlichen Sekanten oder Tangentendurchschnitten. 

1. Sind in einer Ebene ei,n 1. Sind in einer Ebene ein 
Kegelschnitt, zwei Gerade Kegelschnitt, zwei Punkte 
und ein Punkt beliebig ge- und eine Gerade beliebig 
geben, einen zweiten Ke- gegeben, einen zweiten Ke- 
gelschnitt zu finden, wel- gelscbnitt zu finden, wel- 
cher mit dem ersteren die eher mit dem ersteren die 
beiden Geraden als (reelle beiden Punkte als (reelle 
oder ideale) Sekanten gemein oder ideale) Tangenten- 
babe und durch den gege- durchschnitte gemein habe 
benen Punkt gebe. und die gegebene Gerade 

berühre. 

Erste Anflösu'ng (links). Es sei der gegebene Kegel- 
schnitt, 8,JS^ die gegebenen Geraden, a der gegebene Punkt des 
gesuchten Kegelschnittes 31. Man verbinde den Durchschnitt p von - 
8, S, mit a durch eine Gerade a, suche die harmonische Polare 
P von p für welche die a io p' schneide, und zu //, a den 
vierten harmonischen, dem a zug. Punkt a,; suche zu 8, Ä',, a den 
vierten harmonischen, dem a zugeordneten Strahl o', und noch die 
harmonischen Polaren von a, a, für SB, welche a in a, a^ schnei- 
den. Jetzt verbinde man die Pnnkie a und a, u, und a, durch die 
Geraden A, A,, lege durch a eine beliebige Gerade, welche 0 in 
>, b, und 8^8, io d, d, schneide, suche einen Punkt a, , welcher 
nit a und b, b,; d, d, eine Involution von sechs Punkten bildet, 
ind suche einen Kegelschnitt, welcher durch die Punkte a, a,, a, 
rebe und die Geraden A:, A, berühre; so ,ist diess der verlangte 
Kegelschnitt 31. 

Beweis. Da A, als Tangente in a, die harmonische Polare 
ron a für 9 ist, und von der harmonischen Polare desselben Punk- 
es lür S3 io a geschnitten wird, so sind a, a, und aus demselben 
Grunde a,, a, Wechselpunkte für 31, 39, und da p, p' harmonisch 
nit a, a,, und p' auf der harm. Polare von p für IB Hegt, so sind 
r, p’ ebenfalls Wechselpunkte für 31, 39. Es liegen also drei Paar 
rVechselpuokte a, «; o,, a, ; p,p' auf denselben zwei Geraden a, a'; 
emnach sind a, ä zwei Wechselpunktstrahlen für % SB, und p ist 
Tfceü V. 16 
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ein Punkt, dessen harmonische Polaren für % S sich rereinigen. Die 
Gerade aa,, da sie beliebig ist, konnte jedenfalls so gewählt wer- 
den, dass die Punktenpaare h, h, und d, d, einander und folglich 
auch a, a, ein- oder uuiscbliessen', also giebt es auf ihr zwei 
Punkte g, welche sowohl mit a, a, als mit b, b, (und d, d,) her- 
moniscb, also Wecbselpunkte für 3(, 93 sind. Somit sind auch die 
Strahlen g', A, welche p mit g, b verbinden, Wecbselpunktstrablen, 
und da nun S, sowohl mit a, d als mit g, h harmonisch sind, 
so sind sie zwei zugeordnete gemeinschaftliche Sekanten von 3t, 9. 

Zweite Auflösung (links). Man lege durch den gegebenen 
Punkt a beliebig viele Strahlen o,, <z,, 0 ,...., und suche auf je- 
dem derselben, s. B. auf 0 ,, einen Punkt a,, welcher mit a und den 
Punktenpaaren b, b,; d, d,, wo 0 , den gegebenen Kegelschnitt 9 
'und die Geraden S, schneidet, eine Involution von sechs Punk- 
ten bildet; so gehören alle diese Punkte a, u, s. f. dem verlangtes 
Kegelschnitte ^ an. 

Beweis. Da durch die erste Auflösung bewiesen, dass der 
Kegelschnitt 31 existirt, so sind, wenn 3( den Strahl a, znm zwei- 
tenmal in a,, schneidet, sowohl a,a,r, b,b,; d, d, als auch a,a,; 
b, b,; d, d, in Involution, also a,, mit a, identisch u. s. w. Zs- 
gleich sieht man, dass nur ein einziger Kegelschnitt 31 existirt. 



2. Wird ein ebener Strahl- 
hUschel von einem beliebi- 
gen Kegelschnitte und von 
zwei festen Geraden ge- 
schnitten, so gehören alle 
Funkte, welche mit dem 
Mittelpunkte des Strahlbii- 
sch eis, als zugeordnetem 
Punkte, und mit den jedes- 
maligen zwei Punktenpaa- 
ren des Kegelschnittes und 
der festen Geraden Involu- 
tionen von sechs Punkten 
bilden, dem Umfange eines 
zweiten Kegelschnittes an, 
welcher mit ersterem die 
beiden festen Geraden als 
reelle oder ideale Sekanten 
gemein bot und durch den 
Mittelpunkt des Strahl hü- ! 
scbels geht. 



2. Alle Geraden, welchi 
mit einer beliebig gegebe- 
nen Geraden, als zugeord- 
netem Strahle, mit zwei 
Tangenten eines beliebig 
gegebenen Kegelsc b nittei 
und mit zwei nach zwei fe- 
sten Punkten gehenden Ge- 
raden ' Involutionen voa 
sechs Strahlen bilden, ua- 
hüllen einen zweiten Ke- 
gelschnitt, welcher mit er- 
sterem die zwei festes 
Punkte als reelle oder 
ideale Tangentendnrck- 
schnitte gemein bat und die 
gegebene Gerade berührt. 



Aus §. 5. 12. folgt nun ohne Weiteres; 



3. Hat eine Schaar von 
Kegelscliuitten mit einem 
und demselben Kegel- 
schnitte dieselben zwei zu- 
geordneten reellen oder 
idealen Sekanten gemein, 
so bilden sämmtliche Pnnk- 
tenpaare, in denen diese 



3, Hat eine Schaar voi 
Kegelschnitten mit einen 
und demselben Kegel- 
schnitte dieselben zwei si- 
geordneten reelleu oder 
idealen Tan g en ten d o rck- 
schnitte gemein, so bildet 
sämmtliche Tangeutes- 
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Kegelschnitte and Kekan- 
len eine beliebige Gerade 
tebneiden, eine Involntion 
T«B Punkten, deren llaupt- 
pgnkte allemal zweien die 
Gerade berfihrenden Kegel- 
icknitten angeboren; und 
desshalb bat jeder Kegel- 
ichnitt dieser Sebaar mit 
jedem jene zwei Sekanten 
jemei n. 



paare, welche von einem 
beliebigen Punkte an die- 
selben, nebst (len Geraden, 
welche nach den gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
dttrchschnitten gehen, eine 
Involution von Strahlen, 
deren Uauptstrablen alle- 
mal zwei durch jenen Punkt 
gehende Kegelschnitte be- 
rühren) und dessbalb hat 
jeder Kegelschnitt dieser 
Schaar mit jedem jene zwei 
Tange Ute ndurcbschnitte 
gemein. 



Aus diesem Satze wieder ergiebt sich sehr leicht: 



4. Oie harmonischen Po- 
laren eines beliebigen 
Punktes in Bezug auf eine 
Sebaar von Kegelschnitten, 
reiche mit einander diesel- 
ben zwei zugeordneten Se- 
kanten gemein haben, 
icbneiden sich alle in ei- 
lem und demselben Punkte, 
isd daher gehen auch alle 
Durchmesser derselben, de- 
leu ' zugeordnete parallel 
Iaufen,durcbeinerleiPunkt. I 



4. Die harmonischen Pole 
einer beliebigen Geraden 
in Bezug auf eine Schaar 
von Kegelschnitten, wel- 
che mit einander dieselben 
zwei zugenrdneten Tan- 
gentendurchschnitte ge- 
mein haben, liegen alle anf 
einer und derselben Gera- 
den; und daher liegen die 
Mittelpunkte aller dieser 
Kegelschnitte in einer und 
j derselben geraden Linie. 



Ist in der Ebene der (links) in Rede stehenden Kegelschnitte 
9, S, 2) . . . . und Ä* eine Gerade ^ beliebig gegeben, so giebt 
et allemal unzählige unter ihnen, welche diese Gerade in Punkten- 
^sren a, a,; b, b , ; C,C,; b,b, .... schneiden; denn jeder Punkt 
Ton ^ bestimmt einen solchen. Es werde nun 1) A' ebenfalls vpn 
J in zwei Punkten (, (, geschnitten (oder in einem Punkte be- 
röhrt); von einem beliebigen Punkte B des ÜT gehen nach a, ai; 
b,b, ....(, f, die Strahlenpaare < 1 , 0 , ; welche AT 

mm zweitenmal in a, a, ; p, f, (, schneiden; so bilden diese 

&rablennaare eine Involution von Strahlen; folglich geben sämmt- 
b'ebe Sehnen aa,,ßßi .... und durch einerlei Punkt g (§.3.4.). 
bind Dun jene Punktenpaare ungleicbliegend, so schneidet die har- 
aoaiacbe Polare von g für A' diesen Kegelschnitt in zwei Punkten 
<, g> , ued die Strahlen r, y des StrahlbUsehels ß, welche nach s, 
f gehen, sind mit je zwei Strahlen a, a, ; i, i, . . . ., also auch die 
^snkte e, f, wo dieselben der ^ begegnen, mit je zwei Punkten 
a. a, ; K, b, . . . . harmonisch, d. h. c, f sind zwei Wecbselpunkte auf 
J für sämmtliche Kegelschnitte. Wird aber 2) K von A weder 
teseknitten nach berülirt, so sind die zngeordneten harmonischen 
Pale TOB A für K notbwendig gleicbliegend, folglich bat die In- 
talutioD dieser Pole mit derjenigen für irgend einen andern der 
Kegelschnitte 31, 9, S, . . . . allemal zwei zugeordnete Punkte t, f 

16 » 
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gemeiD ( 4 . 3. 5.), uad diese sind dann swei der Gerttden A sage» 
hörige VVechselpunkte für sämmtliche Kegelschoitte. üemoacb sind 
auch jetzt die Strahlen e,f, welche B mit e, f verbinden, mit jt 
zwei Strahlen a,a^■, b,by^,.. harmonisch, und sofort die Geraü« 
t(f die harmonische Polare eines Punktes q , in welchem sich anch 

jetzt die Sehnen an, , /9/J, ebneiden müssen. Weil aber die 

Punkte e, f zwei zugeorduete harmonische Pole von A für K sind, 
so ergiebt sich durch Umkehrung des Satzes d. 2.), dass ^ als 
-harmonisrher Pol von t<p auf A liegen muss. 

5. Hat eine Schaar von Kegelschnitten dieselhea 
zwei zugeordneten reellen oder idealen 

Sekanten gemein, und wer- Tangentendurchschnitte 
den' alle oder einTheil der- gemein, und man zieht von 
selben v»n einer Geraden einem beliebigen Pun kte an 
geschnitten, und man zieht alle oder einen Theil der- 
von einem beliebigenPunkte sei ben Ta n gen te n pa a re und 
eines der Kegelschnitte ausserdem an einen derke- 
S t r a Ille npaa re nach je zwei gelschnitte eine beliebige 
DurchsChnittspunklen, so Tangente, endlich wieder 
, geben die Sehnen dieses von je zwei Durchschnitt)- 
letzteren, welche durch punkten ilieser Tangente 
diese .St rah I en paare be>- mit jenen Tangentenpaaren 
stimmt werden, alle durch an den letzteren zwei neue 
einen und denselben Punkt, Tangenten, so liegen die 
welcher allemal .auf jener Durchschnitte dieser letz- 
Geraden liegt, es mag nun teren alle auf einer nnd 
diese letztere diesen einen derselben Geraden, welche 
Kegelschnitt durch sehn ei- allemal durch jenen Punkt 
den, berühren oder ganz- g«ht, es mag nun dieser 
dich ausserhalb desselben Punkt ausserhalb, auf oder 
liegen. innerhalb dieses einen Ke- 

gelschnittes liegen. 

^ Ans 4 . 5. 1. und §. 6. 4. folgert man; 

6. Die harmonischen Pole 6. Die harmonischen Po- 

jeder Geraden inBezug auf laren eines jeden Punkte) 
eine Schaar von Kegel- in Bezug auf eine Schaar 
schnitten, welche dieselben von Kegelschnitten, wel- 
zwei zngeordneten reellen che dieselben zwei zuge- | 
oder idealen .Sekanten ge- ordneten reellen oder idea- 
mein haben( liegen aut dem lenTangentendurchschnitte 
Umfange eines einzigen gemein haben, umhiillesi 
Kegelschnittes. einen einzigen Kegel- I 

schnitt. 

7. Die Mittelpunkte aller 7. ln einer Schaar vos 

Kegelschnitte, welche zwei- Kegelschnitten, welche 
zugeordnete reelle oder zwei zugeordnete reelle 
ideale Sekanten gemein ha- oder ideale Tangenten- 
ben, liegen auf dem Um- durebsebnitte gemein ha- 
fange eines einzigen Ke- ben, umhüllen alle-Durcli- 
gelschnittes. messer, deren zugeordnete 

I parallel laufen, einen ein- 

zigen Kegelschnitt. 
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Eine beliebige Gerade A schneide die zugeordneten gemein* 
Kiiftlichen Sekanten S,li, von 3i, 93, S, S...., welche letztere 
allenal besitzen, in den Punkten g, g,) so liegen die Wechseljinnkte 
B,B, von g, g, ebenfalls auf S,iS,, und die harmonischen Pola- 
ren 0 , 0 , von g, g, in Bezug auf irgend einen S{ jener Kegel- 
lebnitle gehen, die eine a durch ß und den harmonischen Pol a 
ton S, die andere a, durch ß, und den harmonischen Pol u, von 
i', für St: zugleich aber liegt der Üurchschuitt a von a<, a, als 
Uraonischer Pul von A für St, auf dem Wecbselpunkc - Kegel- 
icbitte A, der Geraden A. Die Punkte a, u, und alle ähnlichen 

*•^ 1 » yi't ^ ■welche den Kegelschnitten SB, (£, D.... 

eDii)irrchen, liegen auf der Geraden P, und jedem Pnnkte d dieser 
Graden, als harmonischen Pul von S oder S^ gedacht, euts|iricht 
D jenem Svstem ein Kegelschnitt 0 oder 0,, in Bezug auf wel- 
lten er es ist. Ist nun, d der Durchschnitt von A mit P und zwar 
ler liarmoiiische Pul von <V für 0, so ist ß der harmonische Pol 
'>■ .1 für 0, weil die harmonischen Polaren iV, t, », von d, g, g, 
Inrrh einerlei Punkt d gehen müssen, der auf liegt; also ist d, 
■it ßß,, und s mit ßS identisch, und daher ßi Tangente an A, 

0 B. Denkt mau sich dagegen denselben Punkt d als harmoni- 
dieo Pol von S, für 0,, so ist ß, der harmonische Pol von A 
ir©,, also jetzt ß,i Tangente an A, in ß,. Demnach liegt 
<r karmonische Pol d von ßß, in Bezug ouf A, auf der Gera- 
In P; und hieraus folgt nach §, 4. 2. wegen der dem A , einge- 
(iriehenen Dreiecke ßaß,, ßbß, .... ßSß, . . . . , dass die Punk- 
(opiare o, ß , ß ,i y, yi i B , S, , , . . zngeordnete harmonische 

’tle der Geraden P in Bezug auf A\, und sofort, weil diese 
'■okte nur von 9(, SB, S, £).... ahhängen und mit A, sich nicht 
sdtrn, es auch in Bezug auf alle anderen Wechselpunkt- Kegel- 
tioitte sein müssen. 



8. Hat eine Schaar von 
ietelschnitteu zwei zuge- 
r^netc reelle oder ideale 
«kanten gemein, sohilden 
I die harmonischen Pole 
itser zwei Sekanten in 
'«mg auf je einen dieser 
'Sgelschnitte eine liivolu- 
'00 von Punkten, welche 
•r dann aus gl eichl iegen - 
eoGebilden besteht, wenn 
ioeder gemeinschaftlichen 
'(kanten reell, die andere 
ical ist; b) jedes Paar die- 
erPole sind zwei zugeord- 
rte harmonische Pole der 
itraden P in Bezug auf alle 
fechselpunkt - Kegel- 
cknitte, welche zu jener 
'ckaar gehören, und daberj 
iken cj alle diese Wech- 
«Ipunkt - Kegelschnitte 
asser dem Pnnkte wo 



8. Hat eine Schar von 
Kegelschnitten zwei zuge- 
ordnete reelle oder ideale 
Tangentendurch schnitte 
gemein, so bilden a) die 
harmonischen Polaren die- 
ser zwei T an gen ten durch - 
schnitte io Bezug auf je 
einen dieser Kegelschnitte 
eine Involution von Strah- 
len, welche nur dann aus 
gleich liegenden Gebilden 
besteht, wenn einer der ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnitte reell, der 
andere ideal ist; b) jedes 
Paar dieser Polaren sind 
zwei zugeordnete harmo- 
nische Polaren des Punk- 
jtes p in Bezug auf alle 
Wechselstrahlen - Kegel- 
schnitte, welche zu jener 
! Schaar gehören, und daher 
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die gemeinschaftlichen Se- 
kanten sich schneiden, noch 
die ihm entsprechende Ge- 
rade P als reelle oder ideale 
Sekante gemein, jcnachdem 
jene erstere Schaar vier, 
keinen oder nur zwei ge- 
meinschaftliche Durch- 
schnitte besitzt. 



haben c) alle diese Wechse l• 
strahlen-KegelschDitteau8- 
ser einer Tangente P, wel* 
che die gemeinschaftlichen 
Tangentendurcbschnitte 
verbindet, noch den dieser 
Geraden entsprechenden 
Punkt p als reellen oder 
idealen Tangentendurch- 
schnitt gemein, jenachdem 
jene erstere Schaar vier, 
keine oder nur zwei ge- 
meinschaftliche Tangenten 
besitzt. 



Der 3le Salz veranlasst jetzt zu fragen: Welchem Gesetze 
sind die Hauptpunkte aller Involutionen von Punkten, 
von denen dort die Rede war, unterworfen, wenn ihre 
Riobtungslinien durch einerlei Punkt gehen? und ähnlich 
andrerseits. Aber, so allgemein gestellt, lässt sich diese Frag« 
nicht erledigen, ohne die Betrachtung auf Curven ton höherer ah 
der zweiten Ordnung auszudchnen. Nur io einem besonderen Falle, 
wenn nämlich jene Linien von einem Punkte einer gemeinscliaftli 
eben Sekante ausgehen, erscheint jenes Gesetz io der eiofacheret 
Gestalt von Kegelschnitten; und wir stossen hier auf eine höcbsi 
rigentbümliche Wechselbeziehung zwischen mehreren Systemen voi 
Kegelschnitten, welche zwar bereits in den Eigenschaften der so- 
genannten Orthogonal - Kreise, aber noch nicht in allen ihrei 
Momenten hervortriit. 

Durch einen beliebigen Punkt d der Sekante S, welche ein- 
Schaar von Kegelschnitten 21, S9, S, . . . . nebst einer ihr zugeord 
neten S, gemein haben, mögen beliebig viele Gerade B, C 
J) ... . gehen, welche der Reibe nach die Wechselpuokte a, a, 

b, b,; C, C, ; b, b enthalten. Da jede dieser Geraden vui 

zweien jener Kegelschnitte io diese'n Punkten berühr 
wird, so kann man allemal vom Punkte d an einen derselben 
z. B. 21, zwei Tangenten legen, deren Berührungspunkte B, B 
heissen mögen. Man denke sich von B (oder i?, ) nach a, a, 

) C, C, ; b, b, . . .. die Strahleopaare a, o'; b, U \ c, ä, ... 
gezogen, welche 2t in a, a, ; /?, /S, ; y, ; d, d, . . . . schneiden, un 
sofort diese Punkte mit By durch die Strahlen o',, o,; by 
verbunden. Da nun z. B. a, a, zugeordoele harmo 
nische Pole von A für 3 sind, so muss die Sehne cmc, durch de 
harmonischen Pol a' von A für 3 gehen, welcher übrigens auc 
auf BBy, der harmnnisclieo Polare von d, liegt; also ist a d« 
Durchschnitt von <s, 0 ,, so wie a, der von a',a\. Aus demselbe 
Grunde geht ferner auch die Gerade A durch den harmonische 
Pel a" der Sehne aa, für 3; und zieht man nun Ba” . so nie 
(nach einem Zusatze zu §. 3. 3.) die Strahlen Bi, BoT mit ßt 
Bu,. also auch die Punkte d, a" mit a, a, harmoaiseb. 

Nun aber sind je zwei Wcchselpuiikte a, C, mit den, den g 
meinsebaftlichrn Sekanten S, S, angebörigen Punkten jedesm 
harmonisch; also liegt der Punkt a" auf S„ und auf derselben 1. 
nie ebenso auch alle ähalicben Pgnkte b", b'' . . . . Demna« 
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gtlwü «Me Sehnen uct,,ßß,,y)',,dS durch einep feiten Punkt, 

üulieh den harmnuiicben Pul a\ von S, für 3; also bilden die 
Ülralilenpaare s, i, e, c,; d, .... einp Involution von 
üirablen, und weil auch 

in, *0 iit ^ 

B(a,h,c,d ) = j», («,, c„ </. ) 

«der vielmehr 



B(a,b,c, rf....o’,Ä',c',<f....) = Ä,(a,,Ä,,r,,</,.... a',,Ä',,c',,rr 



diti heisiit: alle Punkte a, a, ; h, h, ; C, C, ; b, b liefen sauint 

B, B, auf den Umfange eine« einzigen Kegelschnitte« Al 

Da die Sehnen aa,, ßß,, yy,, BJ durch den harmonischen 

Pol a'o der gemeinscbaDlichen Sekante S, geben, so wird S, von 
jedem Sirahlenpaare a, d; .... in zwei zugeordneten harmoni- 
Khen Polen für St und zugleich auch für S3, £, ID • • • . geschnitten ; 
ober auch die Sehnen aa,, bb,, CC,, bb, .... von K gehen durch 
tiaeg festen Punkt d, und dieser ist offenbar der harmonische Pol 
TOD S^ für A~, indem je zwei Punkte d, a’’; d, b"; d, c' . . ■ . resp. 
uit d, a, : b, b, ; C, C, . . . . harmonisch sind; also wird A', von den- 
•tlben Strahlen paaren o, b,b‘\ c,d\ auch in Bezug 

uf K in uugeordoeten harmonischen Polen geschnitten. 

Wählt man nun statt d- irgend einen anderen Punkt d,, d, 

ttr gemeiBschaftUeben Sekante S, so erhält man statt K einen ähn- 
licbeo Kegelschnitt A,, A, . . . ., in Bezug auf welchen das Gesagte 
ebenfalls gilt; also ist eine Gerade vereinigter Paare zugeord- 
«ttsr huTDionisclier Pole für sämmtliche Kegelschnitte A',A',,A, ...., 
ih. eine gemeinschaftliche Sekante derselben, und zwar haben sie 
beleihe zugleich mit jedem der Kegelscboiite 31, (S, D . • • • 

psieio. 

In den projektivischen Strahlhiischeln A, A, entsprechen dem 
teneinscbafilichen Strahle Zf/f, wechselseitig die Geraden Zf,a'a, 
£ti'„ welche nach dem harmonischen Pole a'o von S^ für 3( gehen, 
lila sind, diese Geraden Tangenten an A, und cs ist die bar- 

looische Polare von a'o für K. Aber BB^ harmonische 

Polare von d für 3t, durch den harmonischen Pol a, von S für 31, 
tticher mit a'o zugleich auf der den Sekanten S, S, zugeordneten 
Gtraden J* liegt; also sind diese Punkte ebensosehr zwei zuge- 
ordnete harmonische Pole von J* für A, als für sämmtliche Wech- 
Mlpunkt- Kegelschnitte des Systemes 3t, 33, S, D . . • ■ (S); und da 
diese Punkte nur mit 31 sich ändern, so sind sie es auch für A,, 

A Vertauscht man aber 3t mit 33,S,D so erhält man 

ibnliche Pnnktenpoare bg, b'o; Co, c’oi bo, b'»...., von welchen in 
Bezug auf A,, A', . .. ., welche dieselben geblieben sind. Glei- 
ches als von a', gelten muss; also ist auch P eine Gerade ver- 
einigter Paare zugeordneter harmonischer Pole für A', A', , A\ .... 
i h. eine Sekante, welche sie unter sich und mit jedem der VVech- 
wlpankt . Kegelschnitte des Systemes 31, 33, 6, D • • • • gemein 
bsbcB. 
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Da eadlich die Punkte d, d,, d, .... der Reihe nach die bar- 
■DoniHchen Pole von S^ für JC, Ä',, . . . . sind, iS, aber eine kc- 

meiDSchaftlicbe Sekante dieser Kegelschnitte ist, so spielt die Ge- 
rade S für diese dieselbe Rulle, als P für St, S3, S, Und 

da je zwei zugeocdnete harinunische Pule von S für St, 33.... Weck- 
selpunkte, und als solche die Durchschnitte von S mit je einem der 
Kegelschnitte JC, /f,, A', .... sind, so ist die lovolution dieser 

» pare von Durchschnittspunkten mit der Involution der vereinigtet 
nare zugeordneter hurrnuuiseher Pole von S für St, 33...., folg- 
lich auch die Hauptpunkte der ersteren, d. b. die Punkte 
für IC, Kl, A', ...., mit denen der letzteren, d. h. den gemeiO' 
scliuftlicLeu Durchschnitten von St, 18.... identisch. 

Nimmt man in der Kbene von Sl, 18 ... . eiuen Punkt a beliebig 
an und verbindet ihn mit seinem Wecliselpunkte a, durch eine Gc' 
rade A, welche S im Punkte d schneidet, so erzeugt dieser Punk 
6 einen Kegelschnitt K, welcher znr Schaar von K,, A, gehör 
und durch a geht. Also gehören alle Kegelschnitte, welche mi 
dieser Schaar einerlei gemeinschaftliche Sekanten haben, auch bin 
sichtlich der übrigen Rigenscbaften zu derselben. 

Nimmt man endlich die Punkte d, d,, d, statt auf iS, au 

der zugeordueten gemeinschaftlichen Sekante &, an, so erhält ma 
ein von dem vorigen verschiedenes, aber in Bezug auf St, 33, IS, 
mit denselben Eigenschaften als K, A, , A, .... ausgestattetes Sj 
Stern von Kegelschnitten A, A,, A', . . . .( dieses hat mit 31,33. .> 
die Sekante S und mit deren Wechselpnokt- Kegelschnitten die Sc 
kante P gemein. Bezeichnet man der Kürze wegen die drei S; 
steme von Kegelschnitten 31, 33, £....; A, A,, A,....; A', K\ 
A', .... durch 0,, 0, 0, und schreibt statt P, so sind de 
Reihe nach S und S, und S,, Ai, und Äi zugeordoete ^emeit 
schuftlicbe Sekanten des Systemes 0,, 0, 0, ; jedes dieser Svstem 
bat mit jedem der beiden anderen 0, 0,; 0,, 0,; 0,, 0 eii 
Sekante S,, Ai,, Ai,; S, Ai, und mit dessen Wechselpunkt- K< 
gelschnitteu eine Sekante S, A', ; Ai,, S^, S gemein, und d 
Wechselpunkt- Kegelschnitte eines jeden haben die Gerade Ai,,A,A 
zur gemeinschaftlichen Sekante. Zieht man von einem beliebige 
Punkte d der Geraden S an sämmtliche Kegelschnitte des Systi 
mes 0, Tangenten, so liegen die Berührungspunkte auf einem K 
gelschiiitte des Systemes 0, und die Tungeoten, welche von eine 
beliebigen Punkte d, der S„ an die Kegelschnitte von 0 gele. 
werden, berühren sie in Punkten, welche auf einem des System 
0, liegen u. s. w. 



9. Hat eine Schaar von 
Kegelschnitten zwei zuge- 
ordnete reelle oder ideale 
Sekanten gemein, so liegen 
a) die Berührungspunkte 
aller Tnogenten, die von 
einem belielsi^en Punkte 
einer dieser Sekanten an 
jene Kegelschnitte gelegt 
werden, auf dem Dmfange 
eines neuen Kegelschnit- 
tes, welcher mit ersteren 



9. Hat eine Schaar vc 
Kegelschnitten zwei zugi 
ordnete reelle oder idea 
Tangeotendurchsebnitt« 
gemein, so umhüllen u) al 
Tangenten derselben, d 
ren Berührungspunkte m 
einem dieser gemei ns cb af 
liehen Tangentendurc 
schnitte in gerader Lin 
liegen, einen neuen Kege 
schnitt, welcher mit erst 
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die andere Sekante and mit 
deren Wecbselpunkt-Kegel- 
achnitten die Gerade P als 
Sekante gemein bat. b)Alle 
mittela dereinzelnen Punkte 
einer |ener gemeinacbaftli- 
eben Sekanten eo erzeug- 
ten Kegelacbnitte bilden 
eine zweite Scbaar, welche 
ihreraeita ebenfalls zwei 
zugeordnete reelle oder 
ideale Sekanten gemein bo*- 
ben, nämlicb die eine, wel- 
che sie mit jedem der ersten 
Scbaar, und die andere, 
welche sie mit jedem Wech- 
selpunkt-Kegelscbnitte der 
ersten Scbaar gemein ha- 
ben; nnd ebenso haben auch 
die Kegelschnitte' der er- 
sten Schaar mit. den Wech- 
lelpunkt - Kegelschnitten 
der zweiten jene Sekante 
gemein, mittels deren letz- 
!ere erzeugt wurde, 

c) Berücksichtigt man 
Dach einander beide der er- 
iten Schaar gemeiuschaft.- 
icbe Sekanten, so erhält 
San im Ganzen drei Schaa- 
'ea von Kegelschnitten, 
welche in vollkommener 
iVechselbeziehung zu ein- 
luder stehen, nämlich je 
iwei dieser Schaaren haben 
illemal unter sich und mit 
len Wecbselpnukt • Kegel- 
chnitteu der dritten Scbaar 
line von drei bestimmten 
■ eraden zur gemei uscbaft- 
ichen Sekante; jeder Ke- 
relschnitt der eiueo schnei- 
et alle Kegelschnitte der 
weiten oder der dritten 
ichaar. in den Berührungs- 
unkten soicbe'r Tangenten 
er beiden letzteren, wei- 
he in zwei Punkten der 
en Wechselpunkt • Kegel- 
chnitten der ersten Scbaar 
emeinschaftlicben Sekante 
onvergiren; nnd es kann 
Iso eine jede dieser drei 
chaaren als diejenige .an- 



ren. den anderen Tangan- 
tendnrcbschnitt und mit de- 
ren Wechselstrablen - Ke- 
gelschnitten den Tangen- 
tendorchsebnitt p gemein 
bat. h) Alle mittels der ein- 
zelnen Strahlen eines jener 
gemeinschaftlichen Tan- 
gentendurebsebnitte so er- 
zeugten Kegelschnitte bil- 
den eine zweite Schaar, 
welche ihrerseits' ebenfalls 
zwei zugeordnete reelle 
oder ideale Tangenten- 
durebsebnitte gemein ba- 
beo, nämlich den einen mit 
jedem Kegelschnitte der 
ersten Schaar und den an- 
deren mit jedem Wechsel- 
strahlen-Kegelschnitte die- 
ser Schaar zugleich; und 
ebenso haben auch die Ke- 
gelschnitte dererstenSebaar 
mit den W echselstrahlen - 
Kegelschnitten der zweiten 
jenen Tangentendurch- 
sebnitt gemein, mittelsdes- 
seo Strahlen letztere er- 
zeugt wurde. 

c) Berücksichtigt man 
nacheinander beide der er- 
sten Schaar gemeinschaft- 
liche Tauge II tendurch- 
schnitte, so erhält man im 
Ganzen drei Schaaren von 
Kegelschnitten, welche in 
vollkommener Wechselbe- 
ziehung zu einander stehen, 
nämlich; je zwei dieser 
Schaaren haben allemal un- 
ter sich und mit den Wech- 
selstrahlen-Kegel schnitten 
der dritten Schaar einen 
von drei bestimmten Punk- 
ten zum gemeinschaftlichen 
Tangentendurcbschuitt; je- 
der Kegelschnitt der einen 
hat mit sämmtlicben Kegel; 
schnitten der zweiten oder 
der dritten Schaar solche 
Tangenten gemein, deren 
Berührungspunkte auf zwei 
Strahlen des den Wechsel- 
st rahlen-K ege lach n Uten der 
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gesefaeD werde», ans wel- 
cher die beiden anderen 
«ntsprnngen sind. 



Diese drei Schaar soilea drei Wechsel - Systeme von Ke- 
gelscfaoittcD mit zwei zageordneten gemeinschaftliches 
Sekanten oder Tangentendurchsehnitten, -und eine jede 
einzelne ein Wechsel-System der beiden anderen geuanot 
werden. 

Sind die Kegelschnitte der oben zu Grunde gelegten Schast 

(links) ähnlich und äbniicbliegend, so haben sie mit einander 
und mit denen der Schaar @ (loder @,) eine unendlich entfernte 
Sekante iS, gemein; folglich gehen die harmonischen Polaren eines 
beliebigen Punktes von iS’, für sämmtliche Kegelschnitte von €, 
und 0, d. h. alle'Dnrchmesser derselben, deren sngeordnete nacb 
jenem Punkte gerichtet sind, nach einem und denselben zweilei 
Punkte von 8^, sind also unter sich, sowie jene unter sich, paral- 
lel. Demnach sind auch alle Kegelschnitte von 0 mit einander 
und mit denen von 0, ähnlich und ähnlichliegend (§. 5. 8. Cn- 
kefarung). 

Die dritte Schaar 0, dagegen besitzt keine solche Sekante 
S, ; weil aber die harmonischen Pole ihrer gemeinschaftlichen ^>e■ 
kanten S und in Bezug auf alle ihre Kegelschnitte der unend- 
lieh -entfernten Geraden S, angehören, so sind S und S, Dnrck- 
messer aller dieser Kegelschnitte, welche demnach concentriscb 
sein müssen. 

10. Bat eine Schaar ähnlicher und ähnlich- I legen- 
der K egelschn i ite ausser der unendlich-entfernten noek 
eine zweite Sekante gemein, so besteht das eine ihrer 
Wechsel - Systeme ebenfalls ans ähnlichen und ähnlich- 
liegenden Kegelschnitten, und zwar sind siediess nicht 
nur unter sich, sondern auch mit ersteren zugleich; da- 
gegen besteht das andere ans lauter concentriscfa'en Ke- 
gelschnitten, deren gemeinschaftliche Sekanten zwei 
Durchmesser sind. 

11. Die beiden Wechsel- Systeme einer Schaar voi 
Kegelschnitten, welche zwei Durchmesser zu zugeord- 
neten gemeinschaftlichen Sekanten haben, bestehen eia 
jedes für sich und beide unter einander ans lauter ähn- 
lichen und ähnlich-liegenden Kegelschnitten. 

Jenaebdem die unendlich - entfernte gemeinschaftliche SekasM 
von 0, und 0 reell oder ideal ist, ist es auch die der Weeh- 
selpnnfct- Kegelschnitte von 0,, und es besitzen folglich die lau- 
teren im ersten Falle entweder zwei reelle oder zwei ideale , in 
zweiten aber allemal eine reelle und eine ideale gemeinschaftliche 
Sekante S, S,. Besteht also 0, und folglich auch 0 aus lauter 
Ellipsen , wo 8, ideal sein muss, so besteht 0, aus lauter Hyper- 
beln, indem der gemeiuschafllicbe Mittelpunkt jetzt ausserhalb der 
Kegelschnitte von 0, liegen muss. Da nun jede Gerade ein S^ 



erstenSebaar gemeinschaft- 
lichen Tangentendnrch- 
schnittes liegen; uad es 
kann also eine jede dieser 
drei Sehaaren als diejenige 
angesehen werden, aus wel- 
cher die beiden auderes 
entsprungen sind. 
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f Stern von Kegelschnitten mit iwei sugeordoeten gemeinschaftlichen 
Jieksnten in solchen Punktenpaaren schneidet, welche eine lorolu* 
tion von Punkten bilden, und hierzu auch die Durchscbnittspunkte 
der gemeioachaftKcben Sekanten als zugeordnete gehören; Ja fer- 
ner die Berührungspunkte der Tangenten, welche von eioem Punkte 

I p SD ein solches System gezogen werden, in einer Geraden P lie- 
^D, also auch diese Tangentenpaare sammt den gemeinschaftlichen 
hekaoten eine Involution von Strahlen bilden, diese Tangenten- 
^aare aber im Falle des Systemen die Asymptoten der betref- 
feadem Kegelschnitte sind, so bilden die Asymptotcnpaare dieser 
ScbaaV eine Involution von Strahlen, und zwar besteht diese 
sothwendig aus gleiebliegenden Gebilden, wenn es keine Gerade 
P„ JPt giebt, d. h. wenn eine reelle und eine ideale gemein- 
schaftliche Sekante besitzt. 

Besteht nun die Scbaai* aus lauter Kreisen, so stehen S 
and Sf senkrecht auf einander; denn in diesem Falle ist die 
kaimonische Polare des unendlich - entfernten Punktes von S für 
alle jene Kreise, und je zwei aageordnete Durchmesser eines Krei- 
ses sind rechtwinklig zu einander. Also bilden die Asymptoten- 
paare der Kegelschnitte von eine Involution der rechten 
Winkel, indem ausser S und auch noch die Achsen dieser 
lovolntioD zu einander rechtwinklig sind. 

12. Hat eine Schaar von Kreisen ausser der unend- 
lich-entfernten noch eine zweite Sekante gemein, so 
liegen a) die Berührungspunkte aller Tangenten, wel- 
che von einem beliebigen Punkte dieser zweiten Sekante 
an dieselben gezogen werden, auf einem neuen Kreise, 
dessen Mittelpunkt jener beliebige Punkt ist; und alle 
diese Kreise, welche den verschiedenen Punkten der 
iweiten gerne inschaftlicben Sekante entsprechen, haben 
die Centrallinie der ersteren zur gemeinschaftlichen 
Sekante, welche reell oder ideal ist, jenachdem die der 
ersteren ideal oder reell ist, und sowie erstere von je- 
dem der letzteren, so werden auch letztere von jedem 
der ersteren in den Berührungspunkten solcher Tangen- 
ten geschnitten, welche im Mittelpunkte desselben con- 
vergiren. b) Die Berührungspunkte aller Tangenten je- 
ner ersteren Kreise, welche eine und dieselbe parallele 
Kichtung haben, liegen auf einer gleichseitigen Hyper- 
bel, und alle diese gleichseitigen Hyperbeln, welche den 
verschiedenen Richtungen der Ebene entsprechen, sind 
concentriscb und haben mit jenen Kreisen die zweite 
Sekante und mit der zweiten Schaar von Kreisen die 
Centrallinie der ersteren als Sekante, und zwar beide 
als Durchmesser, gemein, c) Diese Schaar gleichseiti- 
ger Hyperbeln bleibt dieselbe, sie mag nun aus der er- 
steti oder ans der zweiten Schaar von Kreisen abgeleitet 
werden u. s. w. 
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' ConstrIictioD und EigeDschaften i 

eines Syste'ms von Kegelschnitten, welche nur eine Se- 
kante und nur einen ihr zugeordneten Taugenten- 
durcbschnitt gemein huhen. 



1. Wenn eine Gerade als Richtungslinie einer In- 
volution von Punkten, und ein Punkt als Mittelpunkt 
einer Involution von Strahlen beliebig gegeben sind, 
einen Kegelschnitt zu finden, für welchen die eine je- 
ner beiden Involutionen eine Involution zugeordneter 
harmonischer Pole, die andere eine Involution zugeord- 
neter harmonischer Polaren sei, 



und für welchen die harmo- 
nische Polare jenes Punk- 
tes durch einen zweiten be- 
liebig gegebenen Punkt 
gehe. 



und für welchen der barmo- 
sclie Pol jener Geraden auf 
einer zweiten beliebig ge- 
gebenen Geraden liege. 



Auflösung (links). Sind auf der gegebenen Geraden S die 
involutoriscben Punktenpaare a, a,; h, h, und um den gege- 

benen Punkt t die involutoriscben Strablenpanre a, ot,; 6, A, .... 
beliebig gegeben, und schneiden letztere die Gerade S in den Punk- 
ten a', o', ; b', h', ...., so suche man das gemeinschaftliche Paar 
zngeordneter Punkte p, q der Involutionen von a, a, ; b, f>, . . . . und 

vona', a'it b', b', verbinde einen beliebigen dieser Punkte, 

z. B. p, mit dem zweiten gegebenen Punkte i durch eine Gerade 
A', und den anderen, q, mit » durch eine Gerade P. Jetzt wähle 
man ein beliebiges Paar der Strahlen a, <z,; A, A, ...., z. B. 
und verbinde den Punkt wo z. B. a, die N schneidet, mit dem 
Punkte a, , der in der Involution von a, a,; b, b, .... dem Durch- 
schnitte a' von a und S zugeordnet ist, durch eine Gerade wel- 
che 7* in ct schneide. 

Besteht non a) die gegebene Involution von Strahlen aus un- 
gleichliegenden Gebilden, so suche man deren Uauptstrahlen g, h, 
welche die A in g, ^ schneiden mögend verbinde einen dieser Punkt« 
g, bl tc. B. g, mit a durch eine Gerade, welche iS in d schneide 
suche zu d, «, g den vierten harmonischen, dem g zugeordnetei 
Punkt g, und construire einen Kegelschnitt J(. welcher g und A ii 
g und p berührt und durch g, geht; so ist der gesuchte, uni 
zwar A' harmonische Polare von » für $(. 

Besteht aber b) jene Involution aus gleichliegenden Gebilden 
so suche man, wenn «, der Durchschnitt von und N ist, zwc 
Punkte B, B^, welche sowohl mit «, «, als mit q, a harmonisc 
sind, und verbinde einen jeden derselben mit den Punktenpaare' 
a, U, ; b, b, . . . . durch die Strahlen a', a" und a',, a ", ; A', o' un 
A',, A", ...., so gehören die Punkte ß, und die Üurchsclinitt 
je zweier Strahlen a’ und a", ; a" und n', ; A' und A", ; A" uq 
A', .... dem ümfange des gesuchten Kegelschnittes an. Lie^e 
«,«, abwechselnd zu q, a, so existiren keine Punkte ß, ß^ un 
kein Kegelschnitt 31. 

Beweis, a) Da S( die g, A in g, b berührt, so ist A harmc 
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eiicbe Polare von «, nnd da g, h die Hauptstrahlen der g’egebe- 
DtD InvoIutioD sind, so ist diese eine Involution sogeordneter har- 
Bonisclier Polaren Tür St. Ferner ist, weil tq ein zugeordne- 
tei Puar dieser Involution, P die harmonische Polare von p, also 
(Bcb p, q zugeordnete harmonische Pole von 8. Da ferner d, a 
nit g, g, harmonisch, so geht die harmonische Polare von i dnrch 
u; durch denselben Punkt geht aber auch die harmonische Polare 
roD Pi also ist a der harmonische Pol von 8, Demnach gebt auch ^ 
die harmonische Polare von a' durch a, zugleich aber auch durch 
d(D harmonischen Pol a, von a, welcher im Durchschnitte von 
und A' liegen muss, fällt also mit «, zusammen. Nun sind zwei 
lagenrdnete Punktenpaare p, q und o'. a, der gegebenen Involutioti 
mgeordnete harmonische Pule von 8 für St; also gilt dasselbe 
TOD allen solchen Paaren. 

b) Giebt es unter den jetzigen Bedingungen einen Kegelschnitt 
9 , so gebt die harmonische Polare von p durch q, aber nach durch 
dcD harmonischen Pol von tp^ welcher auf »q liegt, fällt also mit 
P tusammen. Ferner gebt die barmonmche Polare von a' durch 
a,, aber auch durch den harmonischen Pul von 0, welcher im 
Durchschnitte von 0, und N liegt, — denn die barmoniselie Po* 
lare von « gebt durch t und p — fällt also mit 0, zusammen. 
Folglich ist a der harmonische Pol von 8. und da nun a, q und 
/, s, zugeordnete harmonische Pole von /* sind, und die Gerade/* 
len Kegelschnitt durcbschneiden muss, weil die gegebene Invulu- 
tioD von Strahlen aus gleicbliegenden Gebilden besteht, folglich » 
iouerhalb 31 liegt, so giebt es nnthweodig zwei Punkte 
Giebt es also keine Punkte^fi, / 7 , , so giebt es auch keinen Ke- 
celschnitt S(. Doch sieht man in diesem Falle, wo «, *, mit q, a 
•kivechselii, dass dies nicht stattfindeo würde, wenn man nur den 
Paukt t auf die andere Seite von 8 verlegte. 

Da nun ß(a', b\ c', d .... 0”, ä", c", <S(a, h, C. h ... . 

tph,, C|, b, ....) ^(0,, h,,c,,b, .... 0, h, c. b....)sÄi(0^i, 

P,, , rf", . . . . a’y,b\,c\,d ), so ist B(a\ V, e\ d . . . . 0", 

P, d, d' ) = Ä , (0", , Ä", , e '\ , rf", .... 0 c ,, «T, .. ..), also 

lieeen die Dnrcbsrbnitte vou 0', 0" und B, B, auf einem Ke> 

lelsehiritte, und da auch p, g zu 0 , 0 ,; h, h, .... gehören, so sind 
Bp, B tP Tangenten desselben, und P harmonische Polare von p. 
Otber geht die harmonische Polare von * durch p und, weil #, «, 
nit B, ß t harmonisch, auch durch fällt also mit N zusammen. 
Ebenso gebt die hurmonisobe Polare von a durch p und, weil q,ft- 
nit B, B, harmonisch, durch q, fällt also mit 8 zusammen. ' Und 
ta nun BB^ durch den harmonischen Pol von 8 geht, so schnei- 
den je zwei Strahlen 0', 0",; Vy l>" , .... die 8 in zugeordneten 



iarmonischen Polen. 

Die harmonische Polare von o' geht also durch «, und auch 
dnrch den harmonischen Pol a von 8, fällt also mit 0, zusammen; 
sie gebt aber auch durch den harmonischen Pul von 0, der auf N 
liegt; also ist a, dieser Pol, und 0, zugeordnete harmonische Po- 
lare von 0. Ks haben also die gegebene Involution von Strahlen 
and die der zugeordneten harmonischen Polaren von * zwei zuge- 
srdnete Paare 0, 0, uod *p, *q gemein, sind also identisch; w- 
i. b. w. 

Hnn denke sich nun die Involntionen anf 8 und um * mittels 
eines beliebigen Kegelschnittes gegeben, den Punkt t aber verän- 





• P 
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derlieli, ind «war j«d«8mal sowohl nit q als nit p verbnndeo, ss 
äberzeagt man sich gaoa streng von lolgeitden Satze: 

2. Ist ein Kegelschnitt, eine Gerade und ein Punkt 
beliebig gegeben, so giebt es allemal nnzählige Kegel- 
schnitte, welche mit ersterem jene Gerade als Sekante 
und diesen Pnnkt als Tangentendurchscbnitt gemeio 
haben; es bilden aber diese Kegelschnitte zwei neson- 
dere Gruppen, welche sieb dadurch von einander unter- 
scheiden, dass die harmonischen Polaren des gemein- 
schaftlichen Tangentendnrchscbnittes in Bezog auf die 
Kegelschnitte der einenGruppe in einem und demselbea 
Punkte der gemeinschaftlichen Sekante, und die harmo- 
nischen Polaren desselben Punktes in Bezug auf die der 
anderen Gruppe in einem anderen Punkte dieser Sekante 
convergiren, und dass zu gleicher Zeit die harmoni- 
schen Pole der gemeinschaftlichen Sekante in Bezug 
auf die der ersten oder zweiten Gruppe-swei verschie- 
denen Geraden angehören, welche den geineinachaftli- 
ehen TangenteDdurchsclinitt bezieblich mit dem zwei- 
ten oder ersten jener Punkte verbindeo. 

Denkt man sich zur Construetion dieser Kegelschnitte S, S. 
S, S . . . ■ immer dasselbe Stralilenpaar <r, o, gebraucht, so bleibea 
ausser dem Punkte p auch noch die Punkte a' und o, unveräodert, j 
und es erscheint ur, als der perspektivische Durchschnitt zweier 
StruhlbÜBchel, deren einer von den linruionischen Polaren ji, B, C, , 
D.... des Punktes s, der andere von den harmonischen Pulareu 
c,, r/, . . . . des Punktes a' für 31, 18, S, S . . . . gebildet wird. 
Nuu aber gebeu <z,, c,, durch die harmonisebeo Pole s. 

ß,y,d..,. von S, und diese liegen in einer Geraden /*; also lässt 
sich behaupten : 

3. Hat eine Schaar von Kegelschnitten eine Sekante 
und einen ihr zugeordneten Taogentendurchschnitt ge- 
mein, so bilden in Bezug auf alle diese Kegelschaittc 
die harmonischen Polarcu dieses Punktes nad die bar- 
moniaehen Pole jener Geraden zwei proj ektiv i sc h e Ge- 
bilde, in welchen allemal zwei demselben Kegelschnitte 
zugehörige Elemente sich entsprechen, und insbeson- 
dere entspricht der gemei nsch aft I i ch eu Se k an t e ein auf 
ihr selbst enthaltener Punkt, und dem gemeinschaftli- 
eheu TangentendurcbBchnitt ein nach ihm selbst ge- 
richteter Strahl. 

Eine beliebige Gerade A werde von der gemelnachaftlicheu 
Sekante S von S8, d, Z).. ■ . im Punkte d und von den harmo- 
nischen Polaren 6', c\ d .... ihres gemeinschaftlichen Taagen- 
teadurcbschaittes * in den Punkten a, h, C, b.... geschnitten, wobei 
vorausgesetzt wird, dass o', V, d .... durch einerlei Punkt p ge- 
ben; es seien a,b, c, d. ... die harmonischen Polaren der Punkte 
a, b, C, b . . . . für S, SS, d, S...., welche also sämmtlich durch s 
gehen müssen; und a,, 6,, c,, d, .... seien die Strahlen, weiche 
von « nach a, b, C, b . . . . gehen ; endlich seien a", V. e", ff . ... «lic 
barmooiseben Polaren des Punktes 6 für Sl, S8, S, Z)---., welche 
also sämmtlich durch einerlei Punkt B" von jf und einzeln durch 
die barmonisebea Pole a, fi, y, d ... . von S für 9, S3, 6, S) . ■ . . ge- 
ben müssen. Dicss vorausgesetzt, so schneiden sieh je zwei Strmh- 
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]«D «, e,cf-, d, (f .... in liarnivDischeii Pole Voo A fUr 

Sl, S 3 £, j> . . . «ber die Strahleo a, 6, c, ti.... bilden einen Strahl- 
kiitehel « oder iff, welcher mit dem, von «>»1 Cii <^i gebil- 
deten Bl involntoriaeh i«t — denn je zwei Strahlen a, <r, .... sind 
zugeordnete harmoniache Polaren von * — , der letztere wieder ist 
mit dem von a', l>\ c\d! .... gebildeten p oder B' imrspekliriacb, 
und dieser dem vorigen Satze zufolge mit dem von 
gebildeten B" projektivitch; also ist auch B(a, h, e, </...,) = 
B\a/’, 6", c", d" ....). Bedenkt man nun, dass in den Strablbii- 
Bcheln B, Bi, B', B'" der Reihe nach sich die Strahlen »B". *S, 
S, S und wieder sq (oder /*), sp, sp, .entsprechen, so erhält 
man links,, und ähnlicher Weise rechts, den Satz: 

4. Hat eine Schaar vou Kegelschnitten eine reelle 
ader ideale Sekante und einen reellen oder idealen 
Faagentendurchschnitt gemein, 



90 liegen die harmonischen 
Pole einer beliebigen Ge- 
raden ihrer Ebene in Bezug 
>uf alle diese Kegelschnitte 
luf zwei Kegelschnitten, 
leren- jeder die gemein- 
ichaftlicbe Sekante in dem- 
enigen -Punkte berührt, 
lessen harmonische Pola- 
■en auf jener Geraden con- 
i'ergiren, und denen jeder 
oBgemeinschaftlichenTon- 
(entenilurchschnitte dieje- 
lige Gerade berührt, wel- 
;be die harmonischen Pole 
ler gemeinschaftlichen Se- 
lante für die betreffende 
iruppe von Kegelschnitten 
enthält; so dass also säinmt- 
ich e K egelsch nitte, welche 
len verschiedenen Geraden: 
er Ebene entsprechen, die 
emei nschaftliche Sekante 
er ersten Schaar paarweise 
II einem und -demselben 
onkte, und ausserdem im 
emeinschaftlicben Tan- 
entendurc'hscb nitte, in 
wei besondere Gruppen 
etrennt, zwei besondere 
eraden berühren. 



so umhüllen die harmoni- 
schen Polaren eines belie- 
bigen Punktes ihrer Ebene 
in Bezu^ auf alle diese Ke- 
gelschnitte zwei Kegel- 
schnitte, deren jeder imge- 
m ei n sc haft I ic he a Tongen- 
teiidurchscbnitte diejenige 
Gerade berührt, deren har- 
monische Pole mit jenem 
Punkte in gerader Linie 
liegen, und deren jeder die 
gemeinschaftliche Sekante 
in demjenigen Punkte be- 
rührt, welcher die harmo- 
nische nPolareo des gern ei n- 
schafiliohen Tangenten- 
durchschnittes für die ber 
treffende Gruppe von Ke- 
gelschnitten vereinigt; so 
dass also säuimtliche Ke- 
gelschnitte, welche den 
verschiedenen Punkten der 
Ebene entsprechen, im ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
te ndurchsch nitte, paarweise 
einerlei Gerade, und ausser- 
dem die gemeinschaftliche 
Sekante, >n zwei besondere 
Gruppen getrennt, in zwei 
besonderen Punkten berüh- 
ren. 



Rückt man die Gerade A (links) und den Punkt (rechts) ins 
nendliche hinaus, so erhält man die besonderen 'tlussagen: 

5. Hat eine Schaar von Kegelschnitten eine reelle 
der ideale Sekante und einen reellen oder ideaienTan- 
entendurebsefanitt gemein, , 
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so’silid die Mittelpankte 
alter dieser Regelaeliiiitte 
auf die ümfänge zweier Ke- 
gelsch Ditte vertbeil t, deren 
jeder die gemeingchnftliehe 
Sekante im Mitteipnnkte 
ihrer Involution zugeord- 
neter harmonischer Pole, 
und ausserdem im gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durcbschnitte diejenige Ge- 
rade berührt, welche die 
harmonischen Pole der ge- 
meinschaftlichen Sekante 
für die betreffende Gruppe 
von Kegelschnitten ent- 
hält*). 



so umhüllen die Durchmes- 
ser aller dieser Kegel- 
schnitte, deren zngeordoete 
einander parallel sind, zwei 
Kegelschnitte, deren jeder 
im gern ei n s chaft I ichen Tan- 
gentendurchscbnitte dieje- 
nige Gerade berührt, deren 
harmonische Pole in einer 
mit jenen Durchmessern pa- 
rallelen Geraden liegen, 
und ausserdem die gemein- 
schaftliche Sek ante in dem- 
jenigen Punkte, welcher 
die harmonischen Polaren 
des gemeinschaftlichen 
Tangenten durch Schnittes 
für die betreffende Gruppe 
von Kegelschnitten verei- 
nigt. 



Es seien S, S^ zwei zngeordnete gemeinschaftliche Sekanten 
zweier Kegelschnitte 3(, 93, und « ein denselben zugeordneter ge- 
meinscbaftlicher Tangentendurcliscbnitt; ferner seien a, b die hur- 
manischen Polaren von » für 9t, 93; durch * gehe ein beliebigei 
Strahl, welcher 91 in a, a,, S in b, b, schneide; endlich seien a’ 
<v'i ; f>'\ die Tangenten in a, a,; b, b,, deren erstere sich in «, 

letztere in ß, schneiden; so sind die Geraden a,b mit S,S^ har 
monisch (§. 5. 5. e.), und die auf a, b liegenden Punkte w,, ß 
gehören einerlei Strahle von * an, nämlich der zugeordneten harmo 
niseben Polare von «a für 9t und 93 zugleich. Es werde nun ein 
beliebige von jenen vier Tangenten, z. B. a’, von 8, in d, ö, 
von V, b\ in tr, ff, und von £ in /¥, geschnitten, so sind 1) di 
Punkte d, d, mit a,, harmonisch, weil 8, 8, mit <z, b barma 
niscb, und 2) wenn o, derjenige Punkt ist, in welchem die bai 
raonische Po'are von a für 93 die Tangente a schneidet, so aia 
a, a, Wechselpunkte für 9t, 93, also die Punkte d, d, auch mit t 
a, harmonisch (Corollar zu §. 5. 12.). Ebenso aber ouch sind d 
Punkte ff, ff, 1) mit den Punkten a,,|9, harmonisch, weil die G< 
raden b\ b\ mit «j$,, b es sind, und 2) auch mit den Punkten a, a 
weil die harmonische Polare von a für ^ durch ß,, den barmot 
sehen Pol von tb für 93, und durch a, geht, also die Gerad« 
b', l/, mit ß,a, ß,Of harmonisch sind. Hieraus folgt, dass die Pu n 
tenpanre d, d, und ff, ff, identisch sind, d. b. dass die Tangent 
a' und V auf 8, und die anderen a' und b\ auf <¥, convergire 
n. s. w. V 



6. Legt man durch einen 
reellen oder idealen ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchsebnitt zweier be- 



6. Zieht man von ir|^ei 
einem Punkte einer ree l|i 
oder idealen gemeioschaf 
lieben Sekante zweier b 



*) Hiernach sind die im Sten Theil des Archivs S. 232. und 235. steh 
den Sätze tu verallgemeinern und noch ferner zu berichtigen. 
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iebiger Kegelmchnitte ir* liebiger Kegelschnitte an 
'eod eine Gerade, welche dieselben awei Paar Tan- 
eden derselben in awei genten, so bilden derenBe- 
’uakten schneidet, so bil- rührungspunkte ein voll, 
en die Tangenten in die- ständiges Viereck, von des- 
en Punkten ein vollständi- sen Gegenseiten das eine 
es V'ierseit, dessen eine Paar im ÜVecbselpunkte je- 
•iagonale mit dem Wech- nes Punktes, die beiden ao- 
elstrahle jener Geraden, deren in den jener Sekante 
ie beiden anderen mit den zugeord neten gemeinscfaaft- 
enem Tangentendurch- lieben Tan^entendurch- 
chnitte zugeordneten ge- schnitten beider Kegel- 
leinscbaftlichen Sekanten schnitte convergiren. 
eider Kegelschnitte zu- 
smmenfallen. 

7. Hat eine Schaar von Kegelschnitten eine reelle 
der ideale Sekante und einen ihr zugeordneten reellen 
der idealen Tangentendnrefasebnitt gemein, 

0 bilden die Tangenten al- so bilden die Berührnngs- 
er dieser Kegelschnitte, punkte derTangenten, wcl- 
eren Berührungspunkte, che von einem beliebigen 
lit dem gemeinschaftlichen Punkte der gemeinschaftli- 
Tangentendurchschnitte eben Sekante an alle diese 
D gerader Linie liegen, Kegelschnitte gelegt wer- 
wei Strab Ibüscb el , deren den, zwei Gerade, welche 
littelpunkte auf der ge- nach dem gemeinschaftlichen 
leinscbaftlicheo Sekante Tangentendurchsefanitte 
legen. gerichtet sind. 

Da nun von allen diesen Tangenten (links) je zwei demselben 
iegelschnitte apgehörige sich auf dem Wechselstrable der Geraden, 
'eu;he ihre Berührungspunkte enthält, schneiden, und allemal die ' 
ine dem einen, die andere dem anderen der erwähnten zwei Strahl- 
üschel angehört, so folgt zunächst; 

8. In jedem Strahle des| 8. Jeder. Punkt der ge- 
emeinschaftlichen Tan- meinschaftlichen Sekante 
entendurebsebnittes der der genannten Schaar von 
rwähnten Schaar von Ke- Kegelschnitten ist derlMit- 
elschnitten fallen zwei telpunkt zwei-er - projekti- 
rojektivische Gerade zu- vischen Strahlbuschel, de- 
smmen, deren entspre- ren entsprechende Strah- 
bende P.nnktenpaare alle- lenpaare allemal zwei Tan- 
tal einerlei Kegelschnitte genten eines und desselben 
of bestimmte Weise aoge- Kegelschnittes sind; und 
Kren, und zwar sind so- zwar sind sowohl auf der 
ohl im gemei nschaftli- gemeinschaftlichen Se- 
hen Tangentendurch- kante als im gemeinschaft- 

ehnitte als auf der ge- liehen , Tangentendurch - 
einschaftlichen Sekante schnitte entsprechende 
ntsprechende Punkte ver- Strahlen vereinigt, 
inigt. 

Thetl V. ' 17 



4 ' , • 
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üod da ans den cnletzt Bemerkten lugleich folgt, dass ein j« 
der der beiden Strahlbüscliel (links) mit dem von den hnrmonischei 
Polaren des gemeinschaftlicben Tangentendurchschnitfes gebildelei 
perspektivisch ist, und da dasselbe von allen anderen dergleichei 
.Stralilbüscheln gilt; da diese also alle mit einem und demselbei 
Strahl liüscbel p, also auch unter einander projektivisch , und swai 
weil ira gemeinschaftlichen Strahle entsprechende sich vereinigen 
perspektivisch sind, so folgt weiter: 

9. Je zweiPunkte derge 
meinschaft liehen Sekant 
sind die Mittelpunkte vo 
Strahlbiisch ein, welche aa 
vierfache Weise in Anse 
hung der an die genannte 
Kegelschnitte gehende 
Tangenten perspektivisc 
sind, und zwar gehen ihr 
vier perspektivische 

Durchschnitte durch de 
gemein scbaftli dien Tan 
gen tendurch schnitt. 



Hieran würden sich nnn noch eine grosse Menge von Sätze 
über Systeme von Kegelschnitten mit einer gemeinsrhaftKchc 
Sekante oder mit einem gemeinschaftlichen Tangcntcndurchsclinitl 
und Uber die dieselben berührenden Kegelschnitte, über Osculatio 
und doppelte Berührung, durch welche letztere erst die bisjicr en 
wickelten Kigenschurten in ihrer grössten Allgemeinheit und in ihre 
eigentlichen Wesen sich dnrstellen, endlich Constructionen der K< 
gelschnitte mittels sogenannter imaginärer Bedingungselcmente - 
anschliesscn. Indessen das hier Mitgetheilte scheint dem im Kii 
gange angegebenen Zwecke zu genügen. Der berühmte Entdeck' 
der Gesetze, welche hier angewandt worden, hat dieselben die i i 
nere Natur der Sache genannt; dass sic dieses sind, d. h. da 
sie in Einem zugleich Princip, Methode und Gegenstan 
der fortschreitenden Betrachtung sind, dafür dürften die Eigenscht 
ten der invulutorischen Gebilde, so unvollkommen sie hier au< 
immer dargestellt worden, als ein Belag mehr erscheinen. 



0. Alle Strahlen des ge 
meinschaftlichen Tangen* 
tendurchsebnittes sind auf 
vierfache Weise in Anse- 
hung der Punkte, in wel- 
chen sie die genannten Ke- 
gelschnitte schnejden, per- 
spektivisch, und zwar lie- 
gen bei je zwei Strahlen die 
vier Projektionspunkte auf 
der gemeinschaftlichen Se- 
kante. 




1 
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XEL 

Beiträge zur systematischen Darstellung der 
allgemeinen Arithmetik. 

Von 

Herrn L. Ballauff, 

Lehrer der Mathematik an der Bürgerscbole tu Varel. 



A. GröaBen and einfache Bebandlongsseichen. 

1 

1. Die in der Arithmetik voransgesetzten Crnedbegtiffe 

lad: 

1) Der Begriff der Gröaae. 

2) Der Begriff der Gleichheit zweier GrSgsen. 

3) Der Begriff des Addirens einer Grösse za, und des Snhtra- 
irens einer Grösse von einer andern. 

Als Postulat wird verlangt: 

1) Die Gleichheit zweier Grössen erkennen zu können. 

2) Eine Grösse zu einer andern addiren und von derselben 
ubtruliiren zu können, wenn beides möglich ist. 

Zwei Grössen heissen gleichartig, wenn sich die eine zu 
er andern addiren nnd von derselben subtrahireo löset. Es kann 
nr zwischen gleichartigen Grössen von Gleichheit oder Cngleich- 
«it die Rede sein. 

§. 2. Die in §. 1. angegebenen Grundbegriffe sind keiner 
igentlichen DeBnitien fähig. Es muss aber durch Grundsätze so 
iel von ihnen _ ansgesagt werden , dass der Cmfang derselben 
ollkommen festgestellt ist. Die Gesammtheit dieser Grundsätze er* 
etzt also eine Definition der obigen Begriffe; sie kann aber nicht 
Is eine eigentliche Definition betrachtet werden , da ihr die Form 
iner solchen fehlt und da keine Auflösung der §. 1. angegebenen 
'ostulate ous ihr bergeleitet werden kann. 

Die znr Feststellung der obigen Grundbegriffe dienenden Grund* 
itze sind aber ebenso willkübriicb, wie jede eigentliche Definition 
er Arithmetik. Mau rechnet eben nur solche IMnge zu des Grös* 
in, man nennt nur solche Verknüpfungen zwischen Grössen Addi* 
on nnd Subtraktion, die diesen Grundsätzen genügen. No wie 
ier die allgemeinen Sätze der Arithmetik auf eine besondere Art 
>n Grössen angewandt werden boIIcd, muss erst «achgewiesen 
erden, dass auch jenen Grundsätzen durch die betreffenden Defini* 
anen genügt sei. 

Vorläufig sollen hier folgende Sätze als Grundsätze aufgestelit 
erden: 

17 * 
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I) SiDd B, C gleichartig, so ist auch A-:^ Bz^C mit A 
B lind C gleichartig, 

II) Aus den GleicbuDgen A:= B, B C folgt die Gleichunj 

A = C. ‘ 

III) Es ist A-\-B— C-A~C+B=B-\-A—C^it. 

IV) Aus A = A, B = B’, C=C folgt A±B±C= A 
AiB’±C'. 

\) Es ist A — B-\-B^A, afso auch A B — B ■= A. 
VI) Es ist -I- (Ä ± C± D) = 1 A + B zi=. C D. 

Aus diesen Sätzen folgt der Lehrsatz: 

VII) A — (B±C±D)=iA— BzrpCzpD. 



Alle diese Sätze gelten aber nur unter der Voraussetzung, dass di 
einzelnen \orkonimenden Summen und Differenzen möglich sind. 

Dass diese Grundsätze keinen Widcrsprucli in sieb selbst ent 
hallen (die einzige ISedingung, die die willkiibrliclie Autstelluui 
derselben beschränkt), folgt daraus, dass sie z. B. für Längei 
gelten. 

§. 3. Ein Bebanillungszelchen ist ein Zeichen, welches vor 
schreibt, dass mit einer Grösse gewisse Veränderungen TOrgenum 
men werden sollen, durch welche eine mit der behandelten gleich 
artige Grösse entsteht. 

Die kleinen Buchstaben sollen in dem Folgenden Behandlungs 
Zeichen, die grossen Grössenzeicben sein. Für beide gilt die be 
kannte Beschränkung, dass in einer Untersuchung ein und derselb 
Buchstabe eine und dieselbe Grösse oder eine und dieselbe Bebanc 
lung einer Grösse bezeichnet. 

Das Produkt X . a oder aX bezeichnet eine Grösse, welch 
entsteht, wenn man X nach der Vorschrift von a behandelt. 



Der Quotient X : a oder — bezeichnet eine Grösse, dere 

Produkt in <z ~ X ist, so dass man also bat: X:rs.a= X. 

Es muss besonders hervorgehoben werden, dass der IMultipii 
kand oder die Einheit des Produktes, so wie der Dividend des 4^uc 
tienten immer ein Grössenzeicben; der Multiplikator oder Div 
sor immer ein Behandlungszeicheo ist. Das Produkt oder der Que 
tient bezeichnet eine mit dem Multiplikanden oder Dividende 
gleichartige Grösse. 

Die Gleichung zwischen zwei Behandlungszeiclien : o = A h< 
zeichnet, dass die Produkte X.a und X . gleiche Grössen sin 
(bezeichnen), welche Grösse auch X bezeichnet. Bezeichnet i 
eine bestimmte Grösse, so darf man aus der Gleichheit von 
und E . b noch nicht die Gleichheit von o und b folgern. Kn 
dann ist dieser Schluss erlaubt, wenn man für jede Grösse setze 
kann, ohne dass die Gleichung E . a z=z E . b aufhört richtig^ z 
sein. 



Aus den Gleichungen a = b, b = c folgt a — c. Denn at 

der Gleichung a=b folgt X .0 = X.d>; aus der Gleichung b 

folgt X . b X . c. Daher ist auch X .a = X.c; also, d-a 1 
jede Grösse bezeichnen kann, auch a = e. 

§. i. Die einfachsten Behandlungszeiclien sind die ganzen at 
soluten Zahlen, die eine Vervielfachung der Einheit anzeigen un 
die durch die Gleichungen 
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X.l=3c, X.i=X-hX, X.3=X.2+X=X+X4-X, etc. 
leGoirt werden. Bezeichnen p und g ranze absolute Zahlen, so 
igelten folgende Sätze, die hier aufgefBhrt werden, um eine Biu- 
heilung der Behandlungszeichen überhaupt darauf zu begründen. 

I) Aus X — Y folgt X.p= y.p, und alle Grössen, die durch 
las Zeichen X.p, wo X und p gegeben sind, bezeichnet werden 
liirfen, sind gleich. Das Produkt einer gegebenen Grösse in eine 
;egebcne ganze Zahl ist also vollkommen bestimmt. 

II) Es ist (Xdbyzfr Z).p=X.pdbY.p^Z.p. 

III) Ks ist X . p . g = X ,g .p. 

IV) Es ist, wie leicht zu beweisen., ji — A'^^B — B. Die 
lilTerenz zweier gleichen Grössen bezeichnet man mit O und jede 
■rosse, die nicht = O ist. soll in dem Folgenden eine aogebbare 
■rosse heissen. Es kann alsdann als Grundsatz vorausgesetzt wer- 
len, dass das Produkt einer angebharen Grösse in eine ganze ab- 
ulute Grösse wieder eine angebbare Grösse bezeichnet. 

§. 5. tiind jetzt p und g Bebandlungszeichen in der allge- 
leinstrn Bedeutung des Wortes, so können folgende Untersebei- 
UDgen gemacht werden. ' ' 

I) Ist X eine gegebene Grosse, so sind entweder alle Grössen, 
reiche durch X.p bezeichnet werden dürfen, einander gleich und 
US X= y folgt mit Nothwendigkeit X.p= y./r, d. h. die durch 

bezeichnete Grösse ist vollkommen bestimmt, oder die Behand- 
jng der Einheit, welche p vorschreibt, genügt diesen Bediugungen 
icht. Iin ersten Falle soll das Behandlungszeichen p eindeutig, 
n zweiten Falle vieldeutig oder unbestimmt genannt werden. 

Die gewöhnlichen ganzen Zahlen uud Brüche sind bekanntlich 
indeutige Behandlungszeichen; dagegen ist S + ein zweideu- 
ges Bebandlungszeichen, indem X.(3-|-W^A) sowohl dem Stachen, 
Is auch dem 7fuchen von X gleich sein kann. In dem Folgen- 
en sollen die einfachen Buchstaben eindeutige Behandlnugszeichen 
sin. 

II) Es ist entweder (X± ydbZ).;r=:X.p± y./»± Z.p 
der diese Gleichung findet nicht statt. Ist diese Gleichung rich- 
g, welche Grössen auch X, y, Z sein mögeu, so ^soll p eine 
lahl heissen. 

Es ist leicht zu ersehen, dass hier der Begriff der Zahl weiter 
efasst ist, als es gewöhnlich geschieht. So sind hier namentlich 
iejenigen Behandlungszeichen mit zu den Zahlen gerechnet, mit 
eichen sogenannte symbolische Rechnungen vorgenommen werden 
öonen. Fällt z. B. die zu behandelnde Grösse unter die Form 
f. 5 P(^), wo 5p(.r) eine beliebige Function von x bezeichnet, so 

^ rw 

cbör«D die ZeiclieD ^ . ( ) mit za deo Zahlen, wäh- 

a 

md sin, cos, lug nicht dazu gerechnet werden dürfen. 

III) Ist für jedes X X.p.g.= X.g.p, so sollen p und g 
leichartige Bebandlungszeichen heissen; ist dagegen diese 
leiefanng nicht allgemein richtig, so sollen p und un^eichartig 
üssen. 

Gleichartige Zahlen sind also z. B. alle rationalen und irratio- 
»len Zahlen unter sich; ^ und ^ und jede von x unabhän- 
ige rationale oder irrationale Zahl. Es muss noch bemerkt wer* 
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den, dsia aus der Gleiebartigkeit von jt und q, und von q nidr 
keineswegs die Gleichartigkeit von p and r folgt. So ist z. B. ^ 

. ' . . d . 

gleichartig mit at; a gleichartig mit je, aber nicht ^ mit x. 

IV) Bezeichnet das Produkt einer jeden angebbaren Gröiieii 
p wieder eine angebbare Grösse, so soll p ein aogebbares Bebagl- 
lungszeichen genannt werden, p soll aber nicht mehr aogebbv 
heissen, wenn das Produkt auch nur einer einzigen angebbirti 
Grösse p = 0 ist. 

So ist ^ nicht angebbar, indem -j^{aE) — 0 ist, obgleich lE 
angebbar sein kann. 

§. 6 . Aus den in dem Vorigen aufgestellten Begriffen ergebo 
sich mit Leichtigkeit folgende Lehrsätze: 

I ) Aus X= Y, a ~6 folgt X.a= Y.f», wenn a und b m- 
dentig sind. Denn da a eindeutig ist, so folgt aus Jk = V A'.< 
= Y.ai aus a = 6 folgt Y.a= Y ,b. Daher ist Ac.o=f.i 

II) Wenn a eine Zahl ist, so ist (X =!z Z) . a = X.t 

y.odbZ.^. Folgt unmittelbar aus %. 5 . II. 

III) Sind a und b angebbare, eindeutige Zahlen, so folgt iii 
X . 0 = Y b und a = b auch X = F. 

Aus a ■= b folgt y. 0 = y. b\ daher ist X . 0 = Y . a, al» 
ö = . 0 — y . 0 = ( X — y ) . 0 , da 0 eine Zahl. Wäre a«i 

X — y angebbar, so müsste, da a angebbar ist, auch (X — I).' 
angebbar sein. Da dieses nicht der Fall ist, so muss X — 
also X= y+ 0 = Y-i-(A — A)= Y+A — Az= X seio. 

IV) Aus X= y und 0 = Ä folgt X:0= Y-.b, wenn s »d 
b angebbar sind. Denn es ist X:0.0=X, Y‘.b.b=Jiri’* 
X:0.0 = Y\b.b\ mitbiuj da a und b angebbar und gleich säi, 
X-.a=Y-.b. (III) 

V) Es ist (X± y±Z).-0= X:0± y;0±Z:0, wecM 
eine angebbare Zahl ist. Denn 

(X:0± y:0± Z:0).0 = X:0,0± Y'.a.a-Az Z:a.t 

= x±y±z = (x±y±z): 0 . 0 ; 



daher, weil a angebbar: 



X:0d=y:0±Z:0 = (Xdz y±Z):0. 

VI) Sind 0 und b gleichartige Zahlen, so ist; X.a.b=l 
.b.a, X ,a\ b ■=. X'. b . a, X : 0 : ^ = X : d ; 0, wenn alle »orkos 
menden Divisoren angebbar sind. Der erste Satz folgt aus derb-j 
klärulig gleichartiger Zahlen. Für den zweiten bat man X-.b.t}\ 
= X : b . b . a = X.0 = X . a\b.b\ also, wenn b angtbbif, 
X : . 0 = X . a \ b, Aehnlich ist der Beweis für den drill» 

Satz. 

Ist 0 eine angebbare Zahl , so ist X . 0 : 0 = X : 0 . 0 = ^ 
Man darf aber nicht unbedingt setzen: ( A^) : ^ = = 






dx' 
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B. Rationale Ausdrücke ans einfachen 
Bebandlungsseicben. 

i- 7. Sind o, 6 , c einfache Behandinngszeicben, so ist adtzb 
ein Behandinngszeicben, welches vorscbreibt, dass die Einheit 
mit 0, mit h und mit c multiplicirt und dass die entstehenden Pro* 
dakte addirt oder subtrabirt werden sollen. a.b\c schreibt vor, 
dass die Einheit mit a multiplicirt, das Ergebniss mit b multiplicirt, 
und das jetzige Ergebniss durch c dividirt werden soll. Die Defi- 
nition dieser Zeicbeu ist daher enthalten in den Gleichungen: 

X.(m±b±ic)z=:X.a±X.b±X.e, X .(a . b-.e)=X .a .b-.« 

oder auch 

X.{} a . bi c)= Xi a .b'.c. , 

Aus diesem ergiebt sich leicht die Bedeutung zusammengesetz- 
terer rationaler Ausdrücke ans einfachen Behandinngszeicben. Fer> 
ner lässt sich leicht zeigen, dass 0db^±c und 0 . ^ : c eindeutige 
Bebandlungszeichen sind, wenn in den letztem nur angebbare Di- 
visoren Vorkommen. 

8. Lehrsätze: 

I) Aus 0 = 0', b=ib', c = e folgt 0±Ä=t «== 0' ±Ä'r!r«'. 

II) Es ist a-+-b — c = 0 — c-t-b=b-t-a-^c etc. 

III) 0-1- Ä — b=^a, 0 — b-\-b=sa. 

IV) 0-l-(.r-l-y — ») = 0-l-jr-i-y — *. 

V) 0 — (ar + y — x) = a — a: — y-f-s. 

Die Beweise dieser Sätze sind einander ganz ähnlich. So ist 
I. B. für II.: 

X.(a + b — c) = X.a-hX.b — X.ei 
- X.(0 — cH-Ä)=zX.0— X.c-hX.Ä. 

Von ist 

X.a-h'x.b—X.c=X.a—X.c-i-X.bi 

laher auch X.(0-l-d — c)=X.(,a — c-\-b). Da hier aber of- 
fenbar X jede Grösse bezeichnen kann, so folgt ans der Erklämng 
Jer Gleichung zwischen Behandlnngszeichen 0-1-^ — c = 0 — C-+- 0 ., 

VI) a + b — c ist eine Zahl^ wenn 0, b, c Zahlen sind und 
ist mit jeder Zahl gleichartig, welche mit 0, b, c gleichartig ist. 
Beweis. Es ist 

:x±y).(0-t-Ä-c)=(x±y).0-*-(X±r),Ä-(x=!=y).c 
= X.0± Y.a-h X.bdz Y.b — X.cq= Y.t 
= X.(0-t-Ä — c)± r.(0-l-Ä — c); 

mithin ist 0 -i- & — e nach 5. II. eine Zahl. 

ist sa eine mit 0, b, e gleichartige. Zahl, so ist 
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' X , m — c)=X.»».«+X.«i.Ä — X. m . c 

= X.a.m-i-X.l>,M — X .c.m 
= ( X . a -+- X .l> — X . c) . *» 

• =X.(a-t-Ä — c).ot; 

daher ist auch a-i -6 — c mit m gleichartig (§. 5. 

0 ist ein BebandlungszeicheD , deQairt durch die Gleichung 
X.0= 0, wo X jede Grösse sein kauu. Es ergieht sich hieraus, 
dass 0 = der Differenz zweier gleichen Zahlen, also auch eine Zahl 
und mit allen andern Zahlen gleichartig sei. 

9. Lehrsätze: 

\) a . tf •• c ist eine Zahl, wenn a, c Zahlen sind, und ist 
mit jeder Zahl gleichartig, welche mit a, l>, c gleichartig ist, ror- 
ausgesetzt, dass alle in diesem Ausdrucke vorkommenden Divisor» 
angehhar sind. ' 

Beweis. Es ist, wenn a, ü, c Zahlen und c angehhar: (X. 
-i-Y).{a.ö:c) = (X=*=Y).a. 6 :c = {X.a±:Y.a). 6 :c 
= (X.o.Adb Y . a . 6 ) : c = X . a , 6 : c Y . a , 6 : c = X 
. (<» . A : c) db y. (« . A : c); also a .b \ c eine Zahl (§. 5. II.). 

Ist ferner tn mit a, A, c gleichartig, so ist X . {a . b :c).s 

X . a . b i c . m = X . m . a . b \ c = X . m ..{a . b : c); als» 
a . b ; e mit m gleichartig (§. 5. III.), 

II) Sind a, A, c gleichartige Und nngehhare Behandluogszel- 
chen, so ist X : (a .b : c) z=X : a : b . c. Denn Xiaib.c.i 
. b : c = X = X '■ {a . b : c) . a , b : c, woraus sich leicht der Lehr- 
satz ergieht. 

III) Aus a = a', A = A', c = c' folgt, wenn die Divisoren aa 
gehbar sind, a . b : c ■= ei . b’ \ c' . 

IV) Sind a, b, c gleichartige Behandlungszeichen und c an- 
gehhnr, so ist a . b •. c ■= a c . b c . b . a etc. 

V) »1 . (<z . A : c) = »> . 0 . A : c, wenn die Divisoren angehhar. 

VI) m : (a . b : c) = m •. a •. b . c, wenn die Divisoren angehhar 
und 0, A, c gleichartig sind. 

VII) (0 ± A) . «1 = 0 . z» ± A . an, wenn m eine Zahl. 

VIII) (0=b:A):z» = 0:za=bA:>n, wenn m eine angebbart 
Zahl. 

IX) m . (0 zt A) =: m . 0 zfc: m . A. 

Die Beweise der Sätze III. — IV. sind einander ganz ähnlich. 
So ist für 111. X . (0. A : c) = X . 0 . A : c, X . (0:c. A) = X.a-.cX 
Unter den Voraussetzungen des Lehrsatzes ist aber X.0.A:c 
==X.0:c.A; daher auch X . (0 . A : c) = X . (0 : c . A). Da oin 
sich hier für X jede Grösse gesetzt denken kann, so ist nach der 
Erklärung der Gleichheit 0.A:c=0:c.A. 

.Aus den Sätzen der beiden letzten Paragraphen ergieht sich, 
dass jeder rationale Ausdruck aus ganzen absoluten ZaLlen gleich 

einem Ausd ruck von der Form ” ■ _ J ist, wo 0, A, c, d ganze Zah 

len sind , vorausgesetzt dass in dem Ausdrucke nur angebbare Di- 
visoren Vorkommen. Es wird dabei angeoommen, dass man die 
Summe und die Differenz zweier ganzen Zahlen als eine ganze Zihi 
berechnen könne. Bezeichnet (+0) die Summe O + 0 und ( — si 
ie Differenz 0 — 0, so ist also jeder rationale Ausdruck aus ganiu 
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Zahlen ==i=— , also' gleich einer reellen, rationalen Zahl. Hier- 
aus folgt dann wieder, dass auch jeder rationale Ausdruck aus reel- 
len, rationalen Zahlen = einer rationale«, reellen Zahl ist, immer 
unter der Voraussetsung, dass nur angebbare Divisoren Vorkommen. 

C. Ungleichheit von Grössen und Zahlen; absolute, 
positive und negative Zahlen und Grössen. 

4 . 10. Zwei Grössen heissen einstimmig, wenn sie in allen 
ihren in Betracht kommenden Bigenschaften übereinstimmeu und 
sich nur durch ihre etwa verschiedene Grösse von einander unter- 
scheiden. Sind und B zwei einstimmige Grössen, und ist..d — B 
eine mit A und B einstimmige angebbare Grösse, so heisst A dem 
absoluten Werthe nach grösser als B (val. abs. .^>>-val. abs. B). 

Zur nähern Bestimmung dieser Begriffe dienen folgende Grund- 
sätze, die also zu den in §. 2. aogeruLrten noch binzukommen. 

I) Die Summe mehrerer einstimmigen Grössen ist mit den ein- 
zelnen Tbeilen einstimmig und angebbar, wenn nur einer der Tbeile 
angebbar ist. 

II) Zwei einstimmige Grössen sind entweder einander gleich 
oder die eine ist grösser als die andere. 

III) Von jeder angebbaren Grösse lässt sieb ein Vielfaches an- 
gebeii, welches grösser ist als jede mit ihr einstimmige Grösse. 

Der io f. 4. IV. angenommene Grundsatz ist eine unmittelbare 
Folge BUS I., braucht also als Grundsatz nicht weiter berücksichtigt 
zu werden. 

Aus den eben angegebenen Sätzen lassen sieb die verschiedenen 
Lehrsätze über die Ungleichheit einstimmiger Grössen mit Leichtig- 
keit herleiten. 

%. 11, Ist die durch X . m bezeiebnete Grösse immer mit X 
einslimmig, so heisst das Behandlungszeicben m ein absolutes. Ein 
Bebaodlungszeicben von der Form 0 -+- »» heisst alsdann ein positi- 
ves, eins von der Form 0 — m ein negatives Bebaodlungszeicben. 
a heisst grösser als b oder kleiner als b, jenachdem 0 — b einem 
positiven «der einem negativen angebbaren Bebundlungszeicben 
gleich ist,, 

Die aus diesen Definitionen sich ergebenden Lehrsätze über die 
CTogleicbbeit verschiedener Bebandluogszeichen sind bekannt. Nur 
suf einen Umstand muss hier nuch aufmerksam geraaclit werden. 
Aus der Ungleichheit von 0 und b darf man nämlich nicht ohne 
VVeiteres 'schliessen , dass a'^ b oder a b ist. Wenn 0 und b 
tnagiiiäre Zahlen sind, so ist dies bekannt. Aber auch die Zahlen 

^ sind ungleich, ohne dass die eine von beiden gp'össer ist, 

isdem ihre Differenz ^'keine angebbare Zahl ist. Ist E.a'^E.b 

ind gilt diese Beziehung nur für die eine Grösse^, so kann man 
luraus nuch nicht schliessen, dass auch a~^b sei. 

§. 12. Es ist = Ä, wenn A — B und B — A kleiner ist 
I Is jede mit A und B einstimmige angebbare Grösse, wenn A und 
9 einstimmig sind. Denn wäre A nicht = B, so wäre A~^ B 
»der B~^ A^ also eine der Differenzen A — B oder B — A eine 
xüt.B und A einstimmige, angebbare Grösse. 
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Das absolate Bebandluagsseicben • ist gleich wenn towohi 
a — 6, als auch 6 — <»■<—, wo « jede noch so grosse absolul» 
gaose Zahl bezeichnen kann. Denn ist X eine beliebige Gföiie, 
so ist X . (a — i) oder X . (A — ^ X . — ; also auch X.« 

— X.Ä oder X,6 — X.a dem absoluten, Wertbe nach ^ 

Da aber X. kleiner sein kann als jede mit X einstimnsige ss- 

gebbare Grösse, so ist X.a=X.6, und da dieses für jede GrösM 
X gilt, SU ist a = l>. 

13. ln dem Vorigen war schon von solchen Differenzen sb 
sohiter Zahlen die' Rede, in denen der Minuend kleiner war sii 
der Subtrahend. Es müssen nun zunfichst diejenigen Grössen näher 
betrachtet werden , deren Produkte in solche negative Zahlen eine 
wirkliche Bedeutung bähen. 

Betrachtet man eine Grösse X, insofern sie zn einer andern 
Grösse ^ addirt dieselbe vergrössert oder verkleinert, so nennt nu 
X eine algebraische Grösse; und zwar soll X eine positive Giöim 
genannt werden, wenn A-\- X'^ A\ eine negative, wenn A + 1 
<Z A ist. Eine Grösse, welche nicht in einer solchen Beziebntfi 
zu einer andern gedacht wird, und namentlich auch A selbst, soll 
eine absolate Grösse heissen. 

Die algebraische Grösse X muss offenbar mit A gleicharti: 
genannt werden, indem sie zu A addirt werden kann ($. 1.); oii 
ist aber nicht mehr mit A einstimmig, da sie sonst bei ihrer .4dti- 
tion keine Verkleinerungen von A hervorbringen könnte ($. 10). 
Das passendste Beispiel für diese Verhältnisse gieht das bekanstc. 
aber etwas modifizirte Beispiel von Vermögen und Schulden. Siek 
man das Vermögen einer Person als die absolnte Grösse an, m 
sind die Einnahmen dieser Person positive, die Ausgaben negatir« 
Grössen. Siebt man den Schuldenstand dieser Person als abWole 
Grösse an, so verhält es sich umgekehrt. 

In dem Folgenden soll A diejenige absolute Grösse sein, derts 
Vergrösserong oder Verkleinerung betrachtet wird; X, Y, Z etc. 
sollen algebraische Grössen bezeichnen. Es gelten alsdann falgeado 
Definitionen: 

1) Es ist X = F, wenn A -i- X — A •+■ Y. 

■ II) Der Ausdruck X + F — Z wird definirt durch die Glei- 
chung A -f- (X -H F — Z) = A -+• X + F — Z. Diese Defisi- 
tionen sind aber nicht mehr rein willkübrlich; es muss im Gegen- 
tbeil gezeigt werden, dass sie den in 2. aufgestellten Gmad- 
sätzen genügen, was ohne Schwierigkeit angeht. So ist z. B. 
X -4- ( F— Z) = X + F— Z; denn 

A+ \ x-H F-Z)]=^H-X-|-( Y-Z)=zA+X+ y-z i ^ , 

A^{X+ Y-Z)=A^X-^ Y- Z r - 

daher 

^-HX-t-(F-Z)] = ^+[X-l- F— Z]; 

also 

X-1-(F- Z)=X-1- Y—Z.... (Def.l.). 

Es ergiebt sich aus diesen Erklärungen nnmittelbar, dass zwei 
gleiche angebbare Grössen entweder beide positiv oder l^ide negs- 
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tiv lind. Bringt die Addition von X xu ^ keine Veränderung von 
berv'or, so ist X=0, was unmittelbar ans der Relation JT-^-X 
= A = Ä-\- O folgt. 

14. Man erhält also den Begriff einer positiven Grösse, 
weoB man sieb eine absolute Grösst X mit der Bigensebaft behaf- 
tet denkt, bei ihrer Addition zu A um die Grösse X zu verg^ssern, 
uod ebenso erkält man eine negative Grösse, wenn man sich die 
Grösse X mit der Eigenschaft behaftet denkt, um X zu verklei- 
nern. Die auf diese Weise aus der absoluten Grösse X entstehende 
positive Grösse soll mit X+, die entstehende negative mit X~ be- 
zeichnet werden und X soll der absolute Werth von X^ heissen. 
Es ist dann A X"*" = A-+- X, A X~ :=A — X, Eia ergeben 
eich ferner leicht folgende Lehrsätze: 

I) X;^--4- r+ = (X-l- F)+; denn A-h(X++Y+)=:A-hX 
-l-y, A + (Xa- Y)+ = A-i- X-h Y-, daher ^ + (X+-t- 1+) 
=:^-l-(X-l- F)+ oder X+4- y+ = (XH- y)+. 

II) X- + y- = (X y)-. 

III) X+ -H y- = (X — y)+ oder =(y— -X)-, jenaebdem 
JC> y oder y> X ist. 

IV) X— y±=X-l- Ff. 

§. 15. Sind X uod Y zwei einstimmige Grössen und bezieht 
sich das Hinzufügen der Zeichen oder ~ auf die Vergrösseruog 
oder Verkleinerung derselben absoluten Grösse, so sind X+ und 

nicht mehr einstimmig, indem sie sich noch durch etwas Ande- 
res als ihre verschiedene Grösse unterscheiden. Dagegen dürfen 
JX'*' und y~F, so wie X~ und y~ noch als einstimmige Grössen 
betrachtet werden. Dm die Zulässigkeit hievon oachzuweisen, muss 
gezeigt werden, dass diese Grössen den in §. 10. uufgestellten 
Grundsätzen genügen. Es ist aber: 

I) (X++ y+)=(x-+- y)+, (X 7 -+- y-)=(X 7 i-y)-; also 

in beiden Fällen die Summe einstimmig mit den Theilen und an- 
irebbar, wenn einer der Tbeile angebbar ist 

II) Es ist X> y oder X = y oder X< Y, also X= y-f-F 
oder X = y oder X= Y— V, wenn F eine mit X und Y ein- 
stimmige angebbare Grösse bezeichnet. Daraus folgt aber, dass 
XC'F = X'F -f. oder = F+ oder = F*- — F+, so wie dass 
Xr~ = y"“ ■+■ V~ oder = Y— oder = Y— — F~ ist, d. h. dass 
dem absoluten Wertbe nach X"*" entweder > oder = oder <; y-*- 
und X~ entweder > oder = oder •< Y~^ ist 

III) Es giebt ein Vielfaches von X, welches grösser als y, so 

dass also »X= Y-+- V ist, wo F eine mit X und Y einstimmige 
Grösse bezeichnet. Daraus folgt aber »X-f = I'F _j_ **X~ 

= y— -H F", so dass es ein Vielfaches von X* giebt, welches 
dem absoluten Wertbe nach grösser als Y^ ist *- 

Jede negative Grösse ist gleich einer Differenz zweier positiven 
Grösseu, in welcher der Subtrahend dem absoluten Wertbe nach 
grrösser als der Minuend ist und ein ähnlicher Satz lässt sich auch 
liir positive Grössen aussprechen. So ist X~= y"F — (X-t- F)"*". 
Laässt man bei der Bezeichnung der positiven Grössen den Accent 
— f- weg, so ist X-*- = O -i- X oder abgekürzt = (-1- X), X~ 
= O — X = ( — X). Ist a eine beliebige Zahl, so ist 

I) />.« = (X— X).«=X.«— X.w= Ö. 

II) X±.(Hh«)=(OdbX).(0-|-«) = (±«X). 

III) X*.(— «) = (ödbX),(0 — «>=<=|:«X) etc. 
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womit zDgIcich nacbgewieien iat, dasi das Produkt eiaer alg«krsi> 
sehen Gross« in eine negotire Zahl, d. b. in eine Differenz zweier 
absoluten Zahlen, deren Minuend kleiner ist als der Subtrabend, 
«ine wirkliche Bedentnng habe. Die Sätze Uber die Produkte und 
Qnotienten positiver und negativer Zahlen lassen sich aus der 
oben gegebenen Erklärung der positiven uud negativen Zahlen nit 
Leichtigkeit berleiten. 



D. Transcendente und irrationale Behandlungazeichei. 

17. Eine Grösse oder ein Behandlungszeicben heisst dartii 
gewisse Bedingungen bestimmt, wenn alle Grössen oder Beband- 
lungszeicben, welche diesen Bedingungen genügen, einander gleich 
sind. Eine Grösse oder ein Beliaiidlungszeichen heisst gegebes, 
' wenn sie entweder unmittelbar vorliegen, oder wenn man doch ver- 
mittelst der gegebenen Bedingungen eine Grösse oder ein Behand- 
lungszeichen berleiten kann, welches dem in Rede stehenden gleich 
^ ist. ln dem Folgenden soll aber eine Grösse schon als gegebeo 
ungesehen werden, wenn man eine Grösse darstellen kann, dereo 
Unterschied vun der eigentlich zu bestimmenden dem absolatco 
Werthe nach kleiner ist als jede noch so kleine, gegebene, angeh- 
bare Grösse. Unter ähnlichen Verhältnissen soll auch ein Behänd- 
lungszeichen als gegeben angesehen werden. 

Ist Al, A^ .... An ID inf. eine unendliche Reihe von Gri»- 
aen, so heisst diese Reibe eine unendlich klein werdende, weno 
sich in dieser Reihe ein Glied angeben lässt, von welchem an alle 
folgende Glieder dem absoluten Werthe nach kleiner sind als jede 
gegebene noch so kleine angebbare Grösse. Die Grösse heisst 
die Gränze der Reihe A„, A,,A^ tin in inf., oder es ist S = 

lim An, wenn die Reihe Sl — A^, 8 — A,, Sl — A^ ... — An ’n 

inf. eine nnendlich klein werdende Reihe ist. Bekanntlich besiirt 
aber nicht jede unendliche Reihe eine Gränze, sondern die Reihe 
kann ancb unendlich gross werdend sein, oder die Glieder kennes 
zipischen gewissen Grössen immer hin und her geben; 

Wie diese Begriffe sich auf Behandlungszeichen ausdehnen las- 
sen , ist leicht zu ersehen ; es tritt alsdann an die Stelle der belie- 
big kleinen angebbaren Grösse eine beliebig kleine, gegebene, ao- 
gehbare absolute Zahl. 

Für die unendlich klein werdenden Reihen und für die Reibes, 
welche Gränzen besitzen, lassen sich leicht die in den folgendes 
Formeln ausgedrUckten Sätze beweisen: 

I) Ist lim ./f» = O, Um ßn = O, so ist auch lim ( An 

= 0 . 

II) Ist limar„ = 0, lim£„ = 0, so ist auch lim(oa:^£«) = 0, 
lim(<Zii . An) = 0, lim (An • t>n) = 0; wenn nicht lim Am = ao. 

III) lim {An ± ßn) — lim An lim ßn (denn lim (.31 — A,) 
= a. lim (39 — ßn) — 0, also lim ((» ± S3) — {An ± Ä,)) = O). 

IV) lim (An . <Zx) = lim An • lim trni lim (a„ db ^m) = lim a. 
lim in, lim(<ZK . bn) = lim an . lim bn. 

V) jim(.,fM : b„) =lim A„ : Um bn, lim (or : ^n) = lim : lim b„ 

wenn nicht lim^R = 0 ist. ' 

Ist von einer Grösse ausgesagt, dass sie die Gränze einer na- 
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endlichen Reibet,, ....Jln in inf. sei, so ist diese Grösie voll' 
kommen bestimmt, voruusffesetzt , dass diese Reihe wirklich eine 
Gränze besitzt. Denn sind die beiden Grössen 31 und 93 Gränzen 
dieser Reihe, so ist lim (31 — = O, lim(93 — = O, also 
nach III) lim (31 -93) = lim [(31-^«) — (33 — ^«)J = 0, was 
offenbar nur möglich ist, wenn % = 93- Ist eine Methode gegeben, 
nach welcher man sämmtliche Glieder der unendlichen Reihe finden 
kann , so ist die Grätize der Reihe auch als gegeben anzusehen. 
Auf ganz ähnliche Weise kann auch ein Bebandlnngszeichen als 
Gränze einer Reihe von Behandluogszeichen bestimmt und gegeben 
werden. 

Endlich verdient noch bemerkt zu werden , dass zwei Reihen 
gleiche Gränzen buben, wenn ihre Differenz eine unendlich klein 
werdende Reibe ist, voransgesetzt, dass die Reihen Gränten be- 
sitz.;u. Denn ist lim (an — ^a) == 0, so ist lim a„ — lim 6„ = 
limfarn — £n) = 0 oder lim <Zn = lim 

§. 18. Ein Behandluogszeichen ist nach dem Frühem ein Zei- 
chen , welches anzeigt, dass mit einer Grösse eine beliebige Ver- 
änderung vorgenommen werden soll. Diese mit einer Grösse vor- 
zunehmende Behandlung kann aber wieder aus einer Reibefolge von 
einzelnen Operationen zusammengesetzt sein und diese Reihe der 
mit der Grösse vorzuoehmenden Operationen kann auch als ohne 
Ende fortgehend gedacht werden. In dem letzten Falle soll das 
Bebandlungszeicbeu ein transcendentes oder eine Transcendente 
genannt werden; die Bedeutung einer solchen Transcendenten muss 
aber zunächst näher aus einander gesetzt werden. 

Schreibt ein Behandluogszeichen * vor, dass mit einer Grösse 
eine unendliche Reihe von Operationen vorgenommen werden soll, 
so soll das Produkt einer Einheit in » die Gränze derjenigen un- 
endlichen Reihe von Grössen sein, deren Glieder man erhält, wenn 
man mit der Einheit zuerst die erste, dann die erste und zweite, 
dann die erste, zweite und dritte etc. etc. der durch * vorgeschrie- 
benen Operationen vorniinint. Bedeutet also g die aus einer unend- 
lichen Anzahl von Theilen bestehende Summe «„-{-a, -H <r, 

-I- in inf., so bedeutet X.« die Gränze der unendlichen Reihe: 

X.a„i X.(«oH~«i)i X.(«o + *i“I~«a)"" 

X.(«o-|-», + «») in inf. 

Bedeutet « das Produkt aus unendlich vielen Faktoren a^.a, ,a, 

. (g a„ in inf., so bezeichnet X.« die Summe der unendlicheo 

Reihe: 

X.«oi X.«o.«,, X. Wb.«,.«, ininf. 

Es ist einleuchtend, dass das Produkt einer Grösse in eine Tran- 
scendente nach Umständen etwas. Mögliches oder Unmögliches sein 
kann, dass aber im ersten Falle das Produkt X.« bestimmt und 
gegeben ist, wenn es die Glieder der entstehenden Reibe sind. 

In manchen Fällen ist eine Transcendente bekanntlich einem 
»ndlicbeo Ausdruck aus einfachen Bchandlungszeichen gleich. Ist 
c. B. der endliche Ausdruck g=l+a;+a:*-i-a:'-+....a^ 
-I— . . . . in inf., wo sc eine absolute Zahl sein soll, so ist zuerst s 
■benfalls ein absolutes Bebandlungszeicben. Aus der Erklärung des 
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ZekbfDa t ergiebt aioh ab^ SBiaittelbar a=: 1 Diese GUi- 

cbuDg entbält aber offenbar einen Widerspruch , wenn jr ^ 1 , da 

dann 1 + a: . a a. In diesem Falle kann also die unendlicbe 
Seihe keinem endlichen Ausdruck gleich sein, lat aber ^<^1, i» 

erhält man unmittelbar a = . 

Bben so gut wie in der Aufgabe die Reihe 1 ar* + in 
inf. zu snmmiren, ein Widerspruch liegt, wenn ist, könnte 

auch in dieser Aufgabe noch ein Widerspruch liegen, wenn o:'<l 
ist, welcher uns nur bei unserer Untersuchung entgangen wäre. 
Es. ist daher durchaus nothwendig, die Richtigkeit des oben aof 
analytischem Wege gefundenen Resultates auch noch synthetiscli 
nacbzuweisen. Im vorliegenden Falle gebt dieses freilich leicht an. 
Es ist nämlich: , 

= l+ .ar-|-:r*-l- 

also: 

^ = A . [l -i- a; -i- a:* + j;»-*) A . 

Da dieses welche ganze Zahl n ist, ao kann man auf beides 
Seiten die Gränzen für m=:oo nehmen, und erhält: 

A . — =: lim A . CI -i- a: -t- X* -ir .... 4:*“') + lim 7— — • 

• • 

lat aber so ist lim - = 0 , daher 

A . ^ ^ lim [A . (1 -4* X -4“ x* -4- .... -4- 4r"~t) 

= ^ . (1 + 4: -4- 4:’ -4- . . . . -4- . . . . in inf.) 

oder, da A jede Grösse bezeichnen kann: 

^ = l+ 4:-4-4r»-4-j'*-4- -H4r"4- in inf. 

Ich kann hier die Bemerkung nicht unterdrücken, dass streng 
genommen jede Auflösung einer Aufgabe, welche auf analytischen 
Wege, z. B. durch die Auriösung von Gleichungen gewonnen ist, 
noch eines synthetischen Beweises bedarf. Ich glauhe, dass in die- 
ser Hinsicht die Analogie zwischen noserm jetzigen aealytiscbes 
Verfahren uod der Analyse der Alten grösser ist,, als man es ge> 
wölinlich anzunehnien scheint. Wird z. B. eine Gerade gesucht, 
welche gewissen Bedingungen genügen soll, so nimmt man bei der 
Annlyse der Alten bekanntlich an, man kennte diese Gerade sclion. 
Aus den gegebenen Bedingungen der Aufgabe sucht man alsdans 
andere Bedingungen berzudeiten, denen man durch Konstruktios 
leichter genügen kann. Aus zwei Ursachen kann nun die auf die- 
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'sem Wege gefundene Anflösung fehlerhaft sein; es kann nämlich 
einmal den Bedingungen dei* Anfgpibe vielleicht gar nicht durch 
eine Gerade genügt werden, so .dass schon in der ersten Annahme 
ein Fehler liegt; oder es ktiimen bei der Cmformung der Bedin-* 
gungen gewisse Bedingungen verloren gegangen sein, so dass zwar 
die konstruirte Gerade den abgeleiteten, aber nicht mehr den ur- 
sprünglichen Bedingungen der Aufgabe genUgt. Bei dem jetzigen 
analytischen Verfahren liegt Schon darin, dass man das Gesuchte 
durch ein einfaches oder zusammengesetztes Zeichen bezeichnet, 
eine selten a priori begründete Voraussetzung, die den Bedingungen 
der Aufgabe widersprechen kann, und dass dieser Widerspruch im 
Verlauf der Untersuchung sich nicht immer zu zeigen braucht, bat 
die Theorie der uneodlichen Reihen genugsam gelehrt. Was den 
zweiten Paukt anbetrifft, so bat mau immer festzuhalten, dass die 
durch die Analyse abgeleiteten Bedingungen zwar eine nothwen- 
dige Folgerung aus den Ursprünglichen der Aufgabe, aber nicht 
umgekehrt letztere aus ersteren sind. Das Gesuchte muss den ge- 
folgerten Bedingungen genügen, aber nicht alles, was den gefol- 

f erten Bedingungen genügt, genügt auch sämmtliclien Bedingungen 
er Aufgabe. Hat man Mer keine unstatthaften Voraussetzungen 
über die Natur des Gesuchten gemacht und kann man den gefol- 
gerten Bedingungen nur durch eine einzige Grösse genügen, so 
niiss diese auch sämmtliclien Bedingungen der Aufgabe geuOgeo. 
Giebt es aber mehrere Grössen, die den gefolgerten Bedingungen 
genügen, so ist es immer noch zweifelhaft, ob auch alle gefunde- 
nea Grössen sämmtlichen Bedingungen der Aufgabe entsprechen. 
Hat man endlich über die Natur des Gesuchten eine unstatthafte 
Annahme gemacht, so können durch diese gewisse Bedingungen der 
Aufgabe ersetzt sein, so dass auch dann die Bestimmtheit der Auf- 
lösung keinen Beweis für die Richtigkeit des Gefundenen abgiehr. 
Liegt z. B. die Aufgabe vor; einen Ausdruck /'(■r) zu finden, wel- 
cher = frT ist, so muss dieser der Bedingung 

genügen. Macht man nun .iber die unerlnnlite Annahme, dass /(je) 
=: 1 -f- sei, so erhält man die ideolisclie Bedingungsgleichung 
1 -f- iaa: = 1 -f- je*, welcher durch a = 0 genUgt wird, 

nnd man erhielte /'(a:) = l, welches ganz bestimmte Resultat aber 
offenbar nicht mehr der ursprünglichen Aufgabe genUgt. 

§. 19. Bin Behandlungszeiclien a heisst durch Annäherung ge- 
geben, wenn eine Methode gegeben ist, mittelst welelier man eine 
nationale Zahl o' finden kann, so dass der absolute Werth von a — a 

deiner ist nlo~, wie gross auch die ganze Zahl n angenommen 

pnrd. Ein durch Annäherung gegebenes Belmndlnngszeielieii soll 
Mn irrationales genannt werden, obgleich es auch einer rationalen 
Zahl gleich sein kann. Für irrationale Beliandlungszeichen gelten 
ilsdonn folgende Lehrsätze. 

I) Jedes irrationale Bebandlungszeichen a ist eindeutig. 
Beweis. Es ist zu zeigen, dass ans X:=F folgt X.a=Y,a 
$. 4. I.). Es sei a’ ein bis anf ^ angeoäherter Werth von a und 
'War, nm die Begriffe festznstellen , ■^a und X positiv, so ist 

>'<a<a' 4-i also X . X.«^ X.w'^- X.-^, Y.a’ 
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- 4 - F. — ^ 1 '.«^ y. Da nun el und — alt rationale Zillti 

fl ft 

eindeutig aind, ao ist X . o' = F. X . — = F . aU« - 
X.— !^X.«— F.«!$X.-^, d. b. ral. aba. (X.«— F«) 
^ X . — . Da nun X. — dem abaoluten Wertbe nach kleinerteii 

fl It 

kann ala jede angebbare Gröaae, ao iat X.«= X.a. 

II) Jedes irrationale Behandlungszeichen ist eine Zahl. 
Beweis. Ks ist, wenn man die Bezeichnung des rori»D 

Satzes beibebält, zu zeigen^ dass (X± F).<r=: X.^dbr. s 

($. 4 . II.). Nun iat (X + F) . (X + Y) . a ^ (X + )l 
. ( » - 4 - -^) .... ( 1 ). Ferner X . -^) ^ X . ^ X . a, 

y . («* -I- -^) ^ F . o ^ F . ; also, da ot und a' Zahlen 

sind, (X+ F).(o’-|--i)^X.«-|- F.«^(X+ F) . a'....( 2 ) 
Ana ( 1 ) und ( 2 ) folgt aber — (X -+- F) • ^ ^ (X -I- F) •« 

— (X.«+ F.«)^(X-+- F)*~; mithin, da (X+ 

ner sein kann, als jede angebbare Grösse, (X + F) . 0 == X .s 
F. 0. 

Ferner ist X— Y+ F= X, also (X — F-t- F) . 0 = X.», 
daher nach dem eben bewiesenen Satze (X — F) . 0 + F.s 
= X.0; also (X— F).0=X.0— Y.a. 

III) Eine irrationale Zahl ist mit jeder Zahl n$ gleichartig, 
welche mit allen rationalen Zahlen gleichartig ist; also auch »it 
allen rationalen Zahlen selbst und demzufolge wieder mit allen ir- 
rationalen Zahlen, 

Beweis. Es ist zu zeigen, dass X. so . 0 = X .0. m (§. 4 . 111 ). 
Nun ist, wenn man der Einfachheit wegen m als positiv annisint. 

X . (0' + -^) .*o^X.0.«*^ X.0'.«o, X .m. a ^ X.o».a 

^ X . t» . (0' + -^). Den Voraussetzungen des Lehrsatzes zu Folge 

ist aber X.0'.*o = X,*».o', X. — .*o = X.«o. . Daher 

’ » n 

X. m . — X .0. m — X.*o,0_ — X . *». — , also X.a.n 

fl — = n ' 

= X.m.a. 

IVI Eine jede irrationale Zahl ist entweder angebbsr oder (L 
Es giebt also keine irrationale Zahl, deren Produkt in eine angeh 
bare Grösse =0 ist, während eine andere Grösse mit ihr multipli- 
cirt ein angebbares Produkt giebt. 

Beweis. Ist E eine bestimmte angebbare, X eine willknbr- 

Grösse und ist.£.0= 0 , so ist, wenn 0' ein auf angenäberter 
Werth von 0 ist und E als positiv betrachtet wird , 0 — 
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— , also — E. — ‘»^E,{a’ — a) = E.a — E.O‘<.E.~\ 

miiLio auch — E. — ^E.a<C,E . — . Da a' eine rationale Zabl 

n H 

ist, so kann man a' = ±-^ setzen, wo p und 7 absolute ganze 
Zahlen sind. Dann ist — E . — ± E . p : q E . also ' 

E.p:q <^E . — oder E ,p ,H-<^qE. Da p . » und q ganze Zah- 
len sind und E angebbar ist, so ist dieses nur möglicb, wenn 
f.n<Zq, also p‘.q<C. — ist. Es ist daher auch 

' n n fl 

also — X . X.er'^ X Aus einer frühem Bedingung 

f..let aber — X . X . er — X . o' ^ X . — , daher — X.-^ 

^ ■<' 2 ... • . 

Y . a X ■ — , was, da » beliebig gross sein kann, nur mög- 
lich ist, wenn X.a=0 ist. Ist also a nicht angebbar, gicbt also 
eine anfi^ebbare Grösse E in sie multiplicirt ein Product = 0, 

10 ist das Product jeder Grösse in sie = O, also a = 0, 

§. 20. Es ist leicht zu beweisen, dass die Summe, die Diße- 
renz, das Product und der Quotient zweier Irrationalen wieder 
einer irrationalen Zahl gleich sind, deren angenäherte Wertbe man 
erhält, wenn man die anitenäberten , Wertbe der gegebenen Zahlen 
iddirt, subtrahirt, multiplicirt oder dividirt, und dass man auf diese 
Weise die Annäherung beliebig weit treiben kann, ausser wenn der 
Divisor des Quotienten =0 ist. .Man kann also auch jeden ratio- 
nalen Ausdruck aus rationalen oder irrationalen Zahlen, in wel- 
chem alle Divisoren von 0 verschieden sind, einer rationalen oder 
irrationalen Zabl gleich setzen, und im letztem Falle beliebig ge- 
ua in rationalen Zahlen berechnen. 

Im Allgemeinen folgt die Gleichheit zweier Beliandlungszeicben 
rrit dann, wenn man nachgewiesen bat, dass jede Grösse in sie 
mnltiplicirt gleiche Producte giebt. Rationale oder irrationale Zab- '' 

ien sind aber schon gleich, wenn nur eine angeb bare Grösse in 
lie multiplicirt gleiche Producte gicbt Sind nämlich a und b die 
beiden Zahlen, E eine angebbare Grösse, nnd ist E .a — E . b, 
in Kt E . a — E . b=. E . {a — b)= O. a — ä ist aber ebenfalls 
einer rationalen oder irrationalen Zabl gleich und, da es nicht on- 
eebbar ist, nach 19. 1\. =0; also <sr = Z. 

Es ist ferner leicht zu zeigen, dass irrationale Zahlen gleich 
and, wenn ihre angenäherten Wertbe gleich sind. 

5. 21. Ist s = aTo-|-«, -1-0, -|-....<r„-t-.... in inf., wo o,» 

a,, <r, on.... in inf. rationale oder irrationale Zahlen sind. Ist 

ferner Ar = «r -1- «r-n -H — in inf. und lässt sich endlich nach- 
e=» 1 1 

weisen, dass lim = 0, dass also Ar < "57 ““'J > — 

kann, so ist es leicht zu beweisen, dass * einer irrationalen Zabl gleich 

ist, deren angenäberte Wertbe o,, «,-|-<»,-l-«, tn inf. 

md. Umgekehrt lässt sieb jede irrationale Zahl in eine Summe ans 
■nendlicb vielen Theilen verwandeln. Sind nämlich .... 

«■ in inf. die angenäherten Wertbe von *, so ist «=ag-|-(0, — 0,) 

n«n ▼. 18 

I 
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. -H («ii+i — •*<•) in iof. oiet 

... in inf. 



+ («. — »i) ■+- («.—«») 

auch 8=ao*-z^ • z~* ZT •••• 

00 0| 0y 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass, wenn = a^ + t, 
+ «, + ...k in inf., y= ä, -f- -f-Ä, + .... in inf. ist, uodwtDD 

X und y irrationalen Zahlen gleich sind (die Reihen conrergiren). 
auch arzfcy = («o=tÄa) + («, ±Ä,) + (», ±ä,) + .... Id iif., 
a? . «I = «o •*»•+■ <*i •«» H- «1 • in iof. , ^ : 01 = «, ; a 

+ a, : 01 + 17, : 01 .... in inf. ist, wenn m eine Zahl und im leb. 
ten Falle angebbar ist. 

%. 22. Ist B eine angebbare Grösse und A mit B einstimaift, 
so lässt sich immer eine rationale oder irrationale Zahl finden, all 
welcher B multiplicirt ein Product = A giebt. Man kann be- 
kanntlich eine dieser Bedingung genügende rationale Zahl findei. 
wenn A und B ein gemeinschaftliches Maass besitzen. Ist dieses niebt 
der Fall, so giebt es ein Vielfaches von jff, welches grösser in 
als A.n. Da kein Vielfaches von BzxA.m sein kann, so nosi 
A.n zwischen zwei auf einander folgenden Vielfachen von B, des 
rfachen und (r + l)fachen liegen. Man bat dann : 



B.r-<,A.n<,B.{r+\) oder A<.B B A^B.^ 

Es ist dann erlaubt A = B . — + ^ zu setzen, wo ^ 
ist. Ebenso kann man setzen: 

f* JS 

A = wo r, < 11 , Al ist 

f* ß 

Ai=Ä-^ + A». wo r, <«, ist 

f* B 

A» = ^-^ + Ai. wo r, <»», A.<^ 

in inf. 

_ und erhält dann 




r, ry \ B 



also 



^=Ä.lim(^+^H-^+....^)=/?.(^+^+^+...ii.iil) 

I 

Bezeichnet man die letzte Summe ans unendlich vielen Tbeilen aitt 
und die grösste der Zahlen r,, r„ r,, io inf. mit q, so ist s 

in inf.) = ^+ ^P — . ft 

hier q höchstens n — 1 sein kann, so ist # und a — — ^ 

• • • 1 

mithin — ein bis auf — angenäherter Werth von a. Da man skl 
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beliebig gross aDnelimen ksDO, so ist « eine Irrotionalzahl. Wie 
ieser Satz auf positire und negative Grössen ausgedehnt werden 
ann, ist klar. 

Sind «r und b zwei rationale oder irrationale, absolute Zahlen, 
) ist, wenn a nicht gleich ä, eine von beiden Zahlen grösser als 
e andere. Denn bezeichnet E eine bestimmte positive Grösse, so 
nd auch E.a und E.b solche Grössen. Beide Grössen sind also 
itweder gleich oder eine von beiden ist grösser als die andere. 
t E . a = E . b, so ist auch a=.b, es muss also eine von bei- 
in grösser als die andere sein, ist x. E . a~^ E ,b, so ist 
i'.a — E.b — E.(a — ^) = einer angebbaren positiven Grösse, 
an kann also nach dem vorigen Satze £.(0 — b)z=:E.d setzen, 
o 6 eine absolnte. angebbare rationale oder irrationale Zahl ist. 
ann ist aber nach %. 20. a — b = d, also a'^b. 



E. Begriff der Potenz. 

23 . Ist 0 irgend ein Bebandlungszeichen , und.» eine ab- 
ilute ganze Zahl, so bezeichnet 0’* bekanntlich ein Product aus 
Factoren, welche sämmtlich =0 sind. 0” ist also ein Behand- 
iDgszeichen, welches anzeigt, dass mit einer Grösse « mal hinter 
inander die durch 0 angezeigte Behandlung vorgenommen werden 
)ll. 

Ist 0 ein angebbares Behandlnng^zeicben und x+y — x einer 
bsoluten Zahl gleich, so ist o'-t-y— * = »^ . »y : 0*. Für den Fall, 
ass 0T + y — » Null oder einer negativen Zahl gleich ist, soll 
ese Gleichung als Definition der Potenz dienen, so dass also, 
arläufig wenn x, y, x beliebige ganze Zahlen sind, = 0' 

aV : a* ist. 

Es lässt sich leicht nachweisen, dass aus m—b, ±0;dby±z 
= ± 0/ ± y' ± »' folgt 0±*±y±* = ^ ±*'±y‘±*'j wenn 0 angeb- 
tr ist. 

f . 24 . Ist 0 eine absolute, rationale oder irrationale Zahl und 
eine ganze Zahl, so giebt es eine absolute^ rationale oder irra- 
»nale Zahl w, welche der Bedingung genügt. 

Beweis. Es sei » eine beliebige ganze Zahl; man bestimme 
e ganzen Zahlen x, x, .... in inf. so, dass sie den Bedin- 
ingen: 

, ^ + 1)' 



0 ' 






— + — P 



«» 

- 1 - -I. i-p 



in inf. 



niig'en, so ist offenbar 
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(.+V-*-? +?)'<<*+ 



Setzt mon 



so ist 



in inf. 



. »I _i_»i . ii Im 



«’« = « < (“’« •+■ 



Hieraus folgt 



« - < («’»• 



1 . 

—T~ 

{Wm H ) — Wm 

V * n 



• H- (w« + . w’» + . .. . 












Da » ^ 1, so folgt hieraus: 



ms:» 

Um (a — «I ') = 0 , 

' m' 

oder 

mssao ITRSOD 

« = lim (s£ij) = (lim «%,)»■ = «»5,. ' 

Um also die Richtigkeit des oben ansgesagten Satzes nachzuwe 
sen, braucht nur noch gezeigt zu werden, dass u>^ =: einer rati< 
nalen oder irrationalen Zahl sein muss. Es ist aber; 
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= *-♦- 



ii 

n 



> 



n 




< 









+ ... . in inf. 



n — 1 





n— I 



+ in inf. 



(da also höchstens = /> — 1) 

1 




n 



Iso » -+- ^ ein his auf angenäherter Werth von u>. Da nun » 

ioe beliebig grosse Zahl sein kann, so ist to^ eine irrationale und 
ffesbar aucn eine absolute Zahl. 

Der z. B, von Ohm in seinem „Geist der Analysis” gegebene 
ieweis dieses Satzes scheint mir bei der hier eingeschlagenen 
letracbtungsweise nicht vollkommen streng zu sein. Er stützt sich 

r 

ämlich auf den Satz, dass wenn vorausgesetzt 

r 

US a und {/A absolute Zahlen sind. Bei dem Beweise dieses 

r • 

altes muss man aber voraussetzen, dass \/b entweder oder = 
der a ist, was hier nicht ohne Weiteres geschehen durfte, 
'b glaubte deshalb obigem, freilich weitläuftigern Beweis den Vor- 
t{^ geben zu müssen. 

Bezeichnet a eine rationale oder irrationale absolute Zahl, so 

r ^ ' 

>11 \/a eine ähnliche Zahl bezeichnen, bestimmt durch die Be> 

r 

iogung (\/eiY-=a. Ein anderes Behandlungszeichen als eine ratio* 
ile oder irrationale absolute Zahl, welches dieser Bedingung ge- 

r 

igt, soll durch bezeichnet werden. Ist dann die rationale 

r r 

ler irrationale absolute Zahl a = £, so ist auch \/a^=.\/A. 

r r 

Denn da und \/b rationale oder irrationale absolute Zah- 

r r r 

a sind, so ist nach §. 22., wenn \/a nicht z=\/b ist, 

• \/b. Daraus würde aber folgen (l/«)’’ .<(1/^)'’ oder b, gegen 
e Voraussetzung. 

r 

Es ist also \/a ein eindeutiges 'Behandlungszeichen. Die übri- 
in Eigeuscbaften dieses Zeichens ergeben sich aus der Eigenschaft 
»selben eine rationale oder irrationale absolute Zahl zu sein. 

Ist a ein anderes Behandlungszeichen als eine absolute, ra- 

r 

>nale oder irrationale Zahl, so soll \/ a ein Bebondlnngszeichen 

r r 

in, welches der Bedingung {{/ay = a genügt. \/a zeigt also 
se solche Behandlung der Grösse X. an, durch deren rmalige 
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Wiederholung die Gröue X . a eotstebt Giebt es mebrere Behsii 

r 

langen, seelche dieser Bedingung genügen, so soll \/a nur ein 

r 

dieser Behandlungen bezeichnen, so dass \/a immer eia eindenti- 
ges Behandlungszeichen ist. 

§. 25. Ist o: . y : st = einer ganzen Zahl,' so ist 
% 

= {a^)y. Für den Fall, dass x .•§•.% keiner ganzen Zahl, soi- 

dem einem Bruch gipich ist, soll diese Gleichung zur Dehnilioi 
der Potenz mit gebrochenen Exponenten dienen. Ist a eine rstio- 
nale oder irrationale, absolute Zahl, so ist einer ähnlicln 

gleich. Unter derselben Voraussetzung, nod wenn man die obn 
gegebene Bedeutung des Zeichens X/' festhSIt, ergiebt sich tsci. 
dass '* = Äsr“ wenn = £, x .y.% = x' \v. 

Dass überhaupt die - gewöhnlichen Sätze über Potenzen für soicbt 
Potenzen ganz allgemein gelten, leuchtet leicht ein. 

§. 2ß. Ist X eine irrationale Zahl, so kann nach dem Frfiben 
X = -X- titf -i- + — mn + .... in inf. gesetzt, werden, ln 

alsdann x auch einer rationalen Zahl gleich, so ist 

= . o**» . «t®*» . «*”« .... <**”" .... in inf. 

= lim (o*"o . .... o*®«) 

wenn a eine absolute, rationale oder irrationale Zahl ist. 

Der Beweis kann hier übergangen werden, da später noch n 
Beweis vorkommt, der dem Beweise dieses Satzes ganz ähnlich at 
Für den Fall, dass x keiner rationalen Zahl gleim ist, null obip 
Gleichung als die Definition der Potenz gelten. I 

lat a eine absolute, rationale oder irrationale, angebbare Ztil. 
so ist auch eine absolute, rationale oder irrationale Zahl. 

Beweis. Es sei »lo -l- t>», + «w, -|- so„ = Xn, a*»+i 

-+- in inf. = und um einen bestimmten Fall r«! 

sich zu haben, sei o>l; dann ist ar*=ar^“.a^, also — <r*' 
= — 1). Da Xn ein angenäberter Werth von x und x—x, 

= A« so kann man n so gross nehmen, dass val. abs. A«'*^7' 

.wo r eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Dann ist — 

<»'■ 

11 . 1 • 

Da a'’ ist, so kann man ä’’ = \ + d setzen, wo l 
eine positive Zahl bezeichnet. Es ist dann = 

alsod-<; ^^ . Nimmt man also r gross genug, so kann dkleiorr 
sein, als jede angebbare absolute Zahl. Ferner ist 

= 1 — =1 — wo die positive Zahl ä' ebenfalls kleiiif! 

sein kann, als jede angebbare positive Zahl. Es ist dann also 1— 
< «A» 1 ..p. oder — d" < — 1 < -h d; mithin val. »ii 

— «r®'“) < «**d. Hieraus geht hervor, dass «*» ein belieb^ 
nah angenäberter Werth von sein kann, und da man 4 t** be- 
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Kebig nahe io einer ralionalen Zabl auadrücken kann, so ^lt das- 
selbe für o*. ^ 

Ist o < 1 , so ist > 1 und o* = 1 ; . Da nun (~)* 

eine irrationale Zahl ist, so gilt dasselbe für 1 ; oder für a*. 

Ist die irrationale Zabl je = j/, oder sind je und y verschie- 
lene Reihenentwickelungen einer und derselben irrationalen Zahl 
ind ist die angebbare, absolute, rationale oder irrationale Zabl 
» = 6, so ist a*'=h*. 

Beweis. Sind jc», y» zwei bis auf angenäberte Werthe 
ron X und y and zwar z. B. kleiner als diese, so ist x„ ■< x 
<.aen + ^, V»<.y<.yn-h-^, also, da y=x, Xn—yn—^<.0, 

Vh — y» ~f* 0; mithin val. abs. (xn — y«)f Ferner ist 

fXn — 0 y« = <sy»( 0 ^» — y« — l). Da nun Xn — dem absoluten 
iVertbe nach kleiner sein kann als jede angebbare Zahl, so lässt 
lieh auf ähnliche Weise wie in dem vorigen ' Beweise zeigen, dass 
lasselbe von «*’«“y» — 1 , also auch von a'*’“ — «y* gilt. Man 
lann also setzen, da efi" 

lad ebenso: 

— — «*" C + 

.Iso 

_A<^-Äy<+|-, 

voraus unmittelbar die Gleicbbeit von a* und l/i folgt. 

Oie bekannten Sätze über Potenzen lassen sich dann auch 
sicht auf Potenzen mit irrationalen Exponenten ausdehnen. Ist 
. ß. X = «»o ~1" ®*i "I” *»i -4- .... in inf, = - 4 - », -f- m, -4- .... 

1 inf., so ist , 

«» . «y = a*’o . . «"> -4- .... in inf. «"• . «"■ . «*• .... in inf. 

— a»io+»o+«i,+»«,-Hn,-Hi, .... in Inf. 

= o*+y, 

(«^)v = -■ t“ <»f.= («»)»« . (a*)». . (a*)"i . in inf.^ 

— .... In Inf.) . y 

etc. etc. 

nd es ist einleuchtend, dass diese Sätze streng allgemein gellen, 

> lange man das oben Uber die Bedeutung dieser Potenzen Ge- 
igte genau festhält. 
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F. Imaginäre GrÖsgen und Zahlen. 

§. 27. In dem Frühem wurde keine hesondere Art von Grös- 
sen betrachtet, sondern die Untersncliungen gelten für alle Dinge, 
welche den früher angegebenen Grundsätzen genügten. Sn bald 
aber von einer solchen Uehaodlung der Einheit die Rede ist, die 
nur auf eine besondere Art von Grössen Anwendung findet oder 
bis jetzt gefunden hat, wird es auch erlaubt sein, die Betrachtung 
auf diese Art von Grössen einzuschränken. Dieses ist aber bei der 
durch imaginäre Zahlen vorgeschriebenen Behandlung der Einheit 
der Fall, die nur bei einer besondern Art von räumlichen Grössen 
ausführbar ist. 

§. 28. Soll die Lage eines Punktes A auf einer unbegräUzt 
gedachten, geraden oder krummen Linie bestimmt werden, so dass 
man den Punkt A mit Bestimmtheit yon allen andern Puukten die- 
ser Linie unterscheiden kann, so muss man die Lage eines nnderii 
Punktes O dieser Linie als bekannt voraussetzen. Ist dann die 
geradlinige oder krummlinige Entfernung OA gegeben, so kann die 
Lage des Punktes A im Allgemeinen noch eine zweifache sein. 
Um diese Zweideutigkeit aufzuheben, denke man sieb noch einen 
zweiten Punkt Af der Linie gegeben, der eine grössere Entfernung 
von 0 als A hat. Dm nun den Punkt A zu erhalten^ muss man 
von O aus die Entfernung OA entweder so abtragen, dass sie die 
Enttarnung MO vergrössert oder dass sie dieselbe verkleinert. Ini 
eretcii Falle kann man alsdann die Entfernung als eine positive, 
iiu zweiten als eine negative Grösse betrachten. Bekannilicli nennt 
man diese, positiv oder negativ gedachte Entfernung die Courdi- 
nate des Punktes A. Eine Linie, deren Punkte man sich durch 
Cuordinaten bestimmt denkt, heisst eine Coordinaten- Achse und 
mau unterscheidet in ihr die positive und die negative Halbachse. 

Sind X, X' die Coordinaten der Punkte A nnd A', so ist ganz 
allgemein MAz=MO-\-X, MA' z=z MO X'; daher AA 
ubs. (MA — A/y^')r= val. ahs. (X — X'). 

Es seien O und 0' zwei Anfangspunkte der Cuordinaten auf 
derselben Achse, X und X' die Coordinaten von A in Bezug auf 
O und 0', und es sei X„ die Coordinate von (y in Bezug auf den 
Anfangspunkt O. Setzt man voraus, dass in beiden Systemen das 
Zeichen der Coordinaten mit Hülfe desselben Punktes M bestimmt 
sei, der also nicht zwischen den Punkten O, 0'\A liegen darf, so 
ist streng allgemein MAz=zMO+ X, MA-^MO" X'= MO 
H- Xo + X'; also X = X„ -+■ X'. 

Um die Lage eines Punktes A in einer Ebene zu bestimmen, 
setzt man bekanntlich die Lage zweier sich in demselben Anfaogs- 
punkte O rechtwinklig schueidenden Cuordinatenachsen als bekanui 
voraus. Denkt man sich alsdann durch A zwei Parallelen zu dcu 
beiden Achsen gezogen, so ist die Lage derselben, also auch die 
Lage ihres Durchschnittspunktes A vollkommen gegeben und be- 
stimmt, wenn man die Coordinaten der Durchschnitte dieser Paral- 
lelen mit den beiden Achsen kennt. Diese beiden Coordinaten X 
und y nennt man bekanntlich auch die rechtwinkligen Coordinaten 
des Punktes A. 

Es seien X, F; (X), (F); X', F' die Coordinaten eines Punk- 
tes in Bezug auf drei Coordinatensysteme mit parallelen und gleich 
gerichteten Halbachsen, deren Anfangspunkte 0,(0), O' aiud. 
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( O) Here auf der Achse der X nud seine Coordinate in Bezog auf 
O sei Xo; (f liege auf der Achse der (Y) and seine Cuordioate 
in Bezuß auf (0.) sei Yo, so sind Xo> aie Coordinateo von 0' 
in Bezug auf Ü. Es ist dann 



^ X=X. + (X), (X)=X' 

y=(F) (F)=r.-t-F' 

daher 

x=Xo + X', y =y,+ y'. 

§. 29. Begränzte Gerade, die man sich von einem und dem- 
selben Aofsn^siinnkte aus in derselben Rhene nach verschiedenen 
Richtungen gezogen denkt, sollen Strahlen genannt werden. Ver- 
scliiedene Strahlen können sich durch ihre verschiedene ahsoluie 
Länge uud auch durch ihre verschiedene Richtung unterscheiden. 
Sieht man den Anfangspunkt der Strahlen auch als Anfangspunkt 
der Courdinaten an, so ist der Strahl vollkommen bestimmt und 
gegeben, wenn die (Koordinaten seines Endpunktes gegeben sind. 

Sind die Coordinateo des Endpunktes eines Strahls in Bezug 
auf den Anfangspunkt A und B, zieht man durch einen Punkt Af, 
dessen Coordinateo X„, Y„ sind, eine Geratle A/iV, welche mit 
dem gegebenen Strahl gleiche Richtung und Länge hat, so sind 
die Coordinateo des Punktes X in Bezug auf ein durch Af geleg- 
tes , deiq anfänglichen paralleles Achsensystem ebenfalls A und B. 
In Bezug auf das anfängliche Achsensystein selbst sind daher ilie 
Coordinateo des Punktes X Xo A, B. ‘ 

Für solche Strahlen sollen folgende Detinitionen gelten: 

I) Zwei Strahlen sind gleich, wenn sie gleiche Längen haben 
uud von demselben Anfangspunkt nach derselben Richtung laufen, 
wenn sie also i feotiscb sind. 

II) Es seien OA^ und OA^ zwei Strahlen. Zieht man von 
eine Gerade A,A,, welche mit dem Strahl OA^ gleiche Rich- 

tuag und Länge hat, so nennt man den Strahl OA^ die Summe ^ 
der Strahlen ÖA, und 0^^, (Str. 0.if, =Str. 0..A, -I-Str. OA^). 
Zieht man von.<^, eine Gerade welche mit dem Strahl OA, 
p-leiche l^änge, aber die entgegengesetzte Richtung hat, so nennt 
inan den Strahl OA^ die Uifterenz der Strahleu OA^ und OA^ 
(Str. 0.<f4 = .Str. OAy — Str. OA^). 

Um die Summe zweier Strahlen zu ronstruiren braucht man 
daher nur aus diesen beiden Strahlen das Parallelogramm zo con- 
struiren; die durch 0 gehende Diagonale desselben ist die Summe. 
(Jm die Differenz zu finden, muss man ein Parallelogramm aus«0.<f, 
und dem Entgegengesetzten von OA^ construiren; die 'durch 0 
{gehende Diagonale desselben ist afsdann die Differenz. < 

Es muss nun noch gezeigt werden, dass Strahlen den in $. 2. 
anfgestellten Grundsätzen genügen, dass sie also als Grössen be- 
trachtet werden dürfen. Die Richtigkeit von l| und II ) ergiebt 
sich unmittelbar und die Beweise der übrigen Sätze sind einander 
{ganz ähnlich. Dm z. B. zu zeigen, dass 

St. 0.<f,-f-(Str.04f,dbStr,04f,)=Str.0^,-(-Str.0^,±Str.0^„ 
bezeichne man die Coordinateo von A,, A^, A, mit X,,y, ; X,, 
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y,; X,, y,. Die CoordiDBteo des Eodpanktes des dem Strahle 
OA^ eafgegengeseutee Strshles sind dann — X,, — Y^'. Ans der 
KrklaruDg der Summe und DiSereuz zweier Strahlen in VeriHodung 
mit dem iro Anfänge dieses Paragraphen bewiesenen Satze folgt 
dann, dass der Endpunkt von 

Sfr. 0^. +(Str. 0^,±Str. 

Str. OA,-i~ Str. 0..4, ±Str. OA^ 
respective 

die Coordinaten X, (X, ± X,), X, - 4 -(y, ± y,) 
die Coordinaten X, -4- X, dtX,, y, + y, ± X, 

hat. Die Endpunkte der, durch die beiden in Rede stehenden Asi- 
drücke bezeichneten Strahlen haben also gleiche Coordinaten oder 
fallen zusammen; die Strahlen selbst sind also gleich. 

Strahlen , welche verschiedene Richtung baMn , können nstär- 
lich nicht mehr als einstimmige Grössen betrachtet werden (§. 10.). 
Strahlen, welche dieselbe Richtung haben, genügen indessen, wie 
leicbt zu ersehen, den in fi. 10. aufgestellteu Grundsätzen und dür- 
fen daher als einstimmige Grössen b^etrachtet werden. 

30.> Wird ein Strahl mit einem absoluten Bebandlungssd* 
eben multiplicirt, so ist das Product ein Strahl, welcher mit des 
Multiplicanden dieselbe Richtung bat. Dieses findet also nameat- 
lieh statt, wenn der Multiplicator eine absolute rationale oder eise 
irrationale Zahl ist, deren angenäherte Werthe absolute Zahlen sind. 
Wird ein Strahl mit einer negativen Zahl multiplicirt, so ist, wie 
leicbt zu ersehen , das Product ein Strahl in der entgegeug-esetzteo 
Richtung des Multiplicanden. Es muss nun zunächst der Begrif 
solcher Behandlungszeichen entwickelt werden, mit welchen multi- 
plicirt der Strahl eine andere Richtnng erhält. 

Man denke sich um den Anfangspunkt der Strahlen mit einen 
beliebigen Halbmesser einen Kreis beschrieben, dessen Umfang vsu 
der Richtung eines Strahls Jt in einem bestimmten Punkt A, ge- 
schnitten wird. Den Punkt Ao kann man als den Anfangspunkt 
der Bogencoordinaten auf dem Umfange des Kreises aaseben usd 
willkührlich feststellen, nach welcher Seite die positiven Coordins- 
ten genommen werden sollen. Wird aber durch 0 zugleich eis 
rechtwinkliges Aebsens^stem gelegt, so sollen die positiven Bogen- 
coordinaten nach der Seite liegen , nach welcher man die positive 
Halbachse der X drehen muss, um auf dem kürzesten Wege nacli 
der positiven Halbachse der Y zu gelangen. 

Die Richtung eines andern Strahls ist alsdann vollkommen be- 
stimmt, wenn man die Bogencoordinate des Punktes A kennt, in 
welchem der in Rede stehende Kreisumfang von der Richtung des 
Strahls geschnitten wird. Die Coordinate des Punktes A in Beziur 
auf Aa ist aber gleich dem Producte des Halbmessers in eine ps- 
sitive oder negative, rationale oder irrationale Zahl 9 . Diese Zahl 
9 > soll in dem Folgenden der beschriebene Winkel der Richtung 
OA in Bezug au^ OA^ genannt werden. Es ist klar, dass der 
beschriebene Winkel einer Richtung in Bezug auf eine andere nu- 
endlicb viele von einander verschiedene Wertne haben kann. 

Das Bebandlnngszeichen e soll anzeigen, dass ein Strahl bei 
unveränderter Länge nach der positiven Seite der Bogencoordi- 
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naten um einen Winkel gedreht werden soll, dessen Bogen dem 
Ualbmesser gleich ist Bezeichnet It einen heliebigen Strahl, 
so bezeichnet R.t einen Strabl von gleicher Länge, welcher mit 
Jt den beschriebenen Winkel 1 bildet. Ist » eine absolute 
ganze Zahl, so schreibt nach der Erklärung der Potenz r" eine 
«malige Wiederholung der durch s angezeigten BelianUlung, 
also eine Drehung des Strahls um den beschriebenen Winkel 

.1. r 

+ «vor. f schreibt eine Behandlung der Einheit vor, 

durch deren rmalige Wiederholung eine Drehung des Strahls um 
den Winkel + 1 entsteht Dieser Bedingung genügt unter andern 

die Drehung des Strahls um den beschriebenen Winkel ~ »»il 

r i 

da einer frühem Bemerkung zu Folge das Zeichen \/t oder er 
immer eine bestimmte Bedeutung haben soll, so soll gerade diese 

Drehung des Strahls um den beschriebenen Winkel + durch das 

t r 

Zeichen c oder (/'s angezeigt werden. Nach der Definition der 

JL r 

Potenz schreibt alsdann f=. eine Drehung des Strahls um 

den bescbriebenen Winkel -|- — vor. ist ^ eine irrationale positive 

Zahl und 9> = 9>« + ^, -I- y>, -I- .... in inf., so ist nach einer frühem 
Definition tt = . ftt . ttx -f- in inf. t'f scbreikt also eine Dre- 

hung des Strahls um den Winkel 9o + 9>i +9>, -|-.... in inf. 
vor. Das Zeichen V', wo 9 und 9 rationale oder irrationale 
positive Zahlen sind und 9 — 9 positiv, 0 oder negativ sein kann, 
muss alsdann eine Drehung des Strahls um den beschriebenen Win- 
kel 9 — 9 anzeigen. Denn bezeichnet :t eine solche Drehung um 
9 — 9, so ist offenbar also, da cVt* angehhar, 

— — 

Ist also eine beliebige positive oder negative, rationale oder 
irrationale Zahl, so. ist ein Bebandlungszeichen, welches eine 
Drehung eines Strahls um den beschriebenen Winkel ar vorschreibt. 

Aus der Lehre von den Potenzen, oder auch unmittelbar aus 
dem eben bergeleiteten Satze ergiebt sieb dann leicht die Richtig- 
keit folgender Sätze: 

1 ) = II) = III) (s*)y = **•». 

§. 31 . In Bezug auf die §. 5 . angegebene Eintheilnng der 
Bebandlungszeichen ergeben sich für t* folgende Bestimmungen. 

I) ist ein eindeutiges Behandlungszeicben. 

Denn ist der Strahl = fallen aipo beide Strahlen zu- 
sammen, so fallen diese Strahlen auch noch zusammen, wenn man 
beide um den Winkel a: dreht. Die durch R.t^ und .s* dar- 
g^eatellten Strahlen fallen also zusammen oder sind gleich. 

II) ist eine Zahl. 

Jt-+-R, ist die Diagonale des aus den Strahlen R und R^ 
conatruirten Parallelogramms. (/Z erhält man, wenn 
man diese Diagonale um den Winkel ar dreht. Denkt man sich das 
glanze Parallelogramm mitgedreht, so erscheint (/{ -t- /{,) . als 
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Diagonale eines Parallelogramms, dessen Seitenidnrch 
dargeslellt werden können. Man bat also offenbar 
= /t . Jtj . t*, worans sieb dann auch leiebt (Ä — Ä,) 

= Ä . «* — R , . £* ergiebt. 

III) ist mit ulten positiven oder negativen, rationalen oder 
irrationalen Zahlen und auch mit ty gleicbartig. 

Ist H irgend ein Strahl und a eine positive, rationale oder ir- 
rationale Zahl , so haben R . a . e* nnd R . t* . a gleiche Länge. 
Sie haben aber auch dieselbe Richtung, da die Richtung beider au 
der von R durch Drehung um den Winkel x entsteht. Es ist ab» 
R.a .t^= R,t* .a. 

R . t* . ( — a) und R . ( — a] . f* sind die entgegengesetztes 
Strahlen von R.t^.a und Da letztere gleich sind, so 

müssen auch erstere gleich sein. 

R.t^ . ty = R . e-r+y, R.tv . R.ty+^. Da nun .ar + y 

= y-\-x ist, so ist auch Ä. e* . *» r= Ä . ey . **. 

IV) ist immer angebhar. 

Denn jeder angebbiire Strahl bleibt angebhar, wenn er ancli 
um einen gewissen Winkel gedreht wird. ' 

32. Bezeichnet n eine positive oder eine negative ganze 
Zahl, so \s,t R . = R= R also, da dieses für jeden Wertli 

von R gilt, £*"” = 1. Ferner ist . fx D* 

R.e*’=R . — 1 ist, so ist auch t" = — 1, also auch et*"-*-»-’» 

= = — 1. Bezeichnet man e*, d. h. die Drehung um eines 



rechten Winkel nach der positiven Seite mit s, so ist auch 
= £* =s und * ' 2= — *. Endlich ist >* = E 2 .*2 






+J« 






in sn 

= — l ,'{— »)*=*2 .£2 = t»n = — 1 . 

Bezeichnet A einen beliebigen Strahl , so kann man jeden an- 
dern von demselben Anfiingspunkie ausgehenden Strahl durch eia 
Product von der Form bezeichnen, wo r eine absolnte, 

rationale oder irrationale Zahl und g> ein positiver oder negativer 
beschriebener Winkel ist. Die Zahlen r . i'f und r' . e’t' sind iat- 
mer, aber auch nur dann einander gleich, wenn r = r' und tp — <f 
= 2»7t ist, wo st eine |iositive oder negative ganze Zahl oder 0 
bezeichnet. Denn immer, aber auch nur unter dieser Voraussetzung, 
haben die durch . r . s?“ uoA A , r' . tf bezeichneten Strahlen glei- 
che absolute Länge (A.r und A.r) und gleiche Richtung. Eine 
Zahl von der Form r.tf heisst eine imaginäre Zahl, sie wird eine 
reelle, wenn wo « eine ganze Zahl oder 0 ist. r heisst 

bekanntlich der Mudiilns von r.t'K 

§. 33. Da r und £?' gleichartige Zahlen und eine Potenz 
ist, so kann man mit imaginären Schien gerade so rechnen, wie 
mit audern Ausdrücken von ähnlicher Gestalt. Man bat daher 



r . £» X r-' . X r" .fT" ....= rr'r " .... . . . . , 

: (rtV') = . ft—f , . 



wenn r' angebhar etc. etc. 

Die bekannten Sätze über die vielformigen Wurzeln lasses 
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«ch mit Leichtigkeit ans den aufgestellten Begriffen entwickeln. 

n ' 

bezeichnet bekanntlich irgend eine der reellen oder 
imaginären Zahlen, bestimmt durch die Gleichung z” = r . ef. 
Da X eine reelle oder imaginäre Zahl sein kann, so muss z=^.c^ 
sein. Es wird dann ans obiger Gleichung = Diese 

Gleichung kann nur bestehen, wenn Q" = r, nifi — q>z=2v7t ist, 

" itni + * ' 

woraas q =: \/r, ff> = — ~ — folgt. Hieraus ergiebt sich \i^{reV) 

„ • 

=z\^r,t ” , welcher Ausdmck, da rahn für v jede positive oder 

negative ganze Zahl, so wie auch 0 setzen kann, bekanntlich n 
von einander verschiedene Wertbe haben kann. 

f. 34. Die imaginären Zahlen lassen sich noch unter einer 
andern, bemerkenswertben Form darstellen. Es sei yi derjenige 
Strahl, welcher als Einheit aller andern von demselben Anfangs- 
punkte ausgdhendeD betrachtet werden soll. Man lasse die positive 
Halbachse der X mit der Richtung dieses Strahls zusammenfallen 
und bestimme die Richtung der positiven Halbachse der Y nach der 
in $. 30. gemachten Beraerknng. Ist non H = A.r^ irgend ein 
anderer Strahl, so kann man die Coordinaten des Endpunktes des- 
selben oder die Projectionen desselben anf die Achse der X und Y 
durch A und A.y bezeichnen, wo a; und y positive oder ne- 

f ative, rationale oder irrationale Zahlen sind. Diese Projectionen 
ann man aber ebenfalls als Strahlen betrachten und als Producte 
von A in imaginäre Zahlen darstellen. Es ist einleuchtend, dass 
ganz allgemein die Projection anf die Achse der \-= A . an die 

n 

auf die Achse der Y = A . y . =:A.y.i sein muss. Da aber 

Jt die Summe seiner als Strahlen gedachten Projectionen sein muss, 
so ist A . rtf = A . jc A . yi = A . {a; y . »). 

Ist nun A angefabar, so folgt hieraus ■= a: y . i. Denn 

da als Summe zweier imaginären Zahlen, wie leicht zu 

beweisen, wieder eine imaginäre Zahl r'.^' sein muss, so kann 
man obige Gleichung ancb schreiben A .rt'f' A .r’tf'. Dieses ist 
aber nur dann möglich, wenn A,r=A.r, also r = r' und 9 — 9 ' 
= 2 rw oder if = t'f’\ daher rt'f = r'tf" ist. 

Da dem Frühem gemäss f* = — 1 ist, so kann man auch 
t = 1/ — l setzen, wenn man bestimmt, dass V ' — 1 gerade die 
ü —2. *2. 

Zahl « = «3 und nicht —i=e bedeuten soll. 

Bekanntlich sind diejenigen positiven und negativen, ratio- 
nalen oder irrationalen Zahlen, mit denen man die absolute Länge 
eines Strahls mnitipliciren muss, um seine Projectionen auf die 
Achse der X und Y zu. erhalten, unabhängig von der Länge des 
Strahls und allein abhängig von seinem beschriebenen Winkel 9 . 
Alan bezeichnet sie deshalb mit Cos 9 nnd Sin 9 . Man bat also 

A.a; = (fa}. abs. /(j.Cos 9 A .y = (val. abs. .A).Sin 9 
= A.r. Cos 9 =A.r Sin 9 



oder 



ar = r. Cos 9 



y=r . Sin 9 . 
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Ea iat dahir 

= r(Co8 9 -I- » Sin y). 

Mit diesen Ausdrücken kann man, wie aus dem Friibern erhel- 
let, ebenso rechnen, als wenn i irgend eine reelle Zahl wäre, nur 
muss man der Bedentnog von i gemäss ä* = — 1 setzen. 

Aus der Gleichung ;r + «. y == ar' -f- ». y* folgt, wenn ^ irgesd 
einen Strahl bezeichnet, ^ . (;r + « . y) = ^ i. y'). Die 
durch diese Ausdrücke bezeichneten Strahlen sind aber nur dass 
gleich, wenn die Coordinaten ihrer Endpunkte gleich sind, d. k 
wenn ji . ar= A . at', A .y=:A .y' oder y=y' ist Ei 

ist hierbei vorausgesetzt, dass a:, y, y' reelle Zablea sind, indea 
sonst nicht A.of, A.ai', A.y, A ,t/ die Bedeutung von Coordi- 
naten haben könnten. Es iat also nameatlicb, wenn (or-4-y.t) 
=:r.(Co8 y-H* Sin y), auch a:=ir Cos y, y=r Sin yj. 

35. Von den vielfachen Anwendungen der obigen Betrach- 
tungen möge hier ,nur die allgemeine Herleitung der Formeln für 
Cos(y + «) und Sin(y + yO eine Stelle finden. Es seien /i, ff 
drei Strahlen von gleicher absoluter Länge; der beschriebene Wis- 
kel von R in Bezug auf A sei y, der von R' io Bezug auf R sti 
y' und der von R' in Bezug auf A sei y. Es ist dann nach der 
in 28. hergeleiteten Formel y = y -f- y'. Aus den früher ent- 
wickelten Begriffen ergiebt sich aber 



also 



oder 



R = A.tf, R' = A.t'f, R’=R.tr = A.^.t<f^, 
A.fy' = A.$V,^ 



*V'=*y.*y. 

Nun ist aber 

«V* = Cos y -+- f Sin y 
tV = Cos y + d Sin y 
t’f' = Cos y' -f- i Sin y'. 

Daher 



Cos y + s Sin y = (Cos y -f- d Sin y) . (Cos y' + d Sin y') 

= Cosy.Cosy' — Siny.Siny'+d.(SinyCo8y'-^Siny'Cosy) 

also 

Cos y = Cos(y-|-y')r=:Cos y . Cos y' — Sin y .Sin y' 

Sin y = Sin (y y') = Sin y . Cos y' + Sin y' . Cos y. 
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XX. 



lieber gewisse merkwürdige Reihen. 



Von dem 

Herrn Professor Dr. Hessel 

in Marburg. 



V 1. 

Es Art von Reiben, welche die merkwürdige Eigen- 

«ebaft faaben, die folgende Zuaammengtelluog veranacbaulicbt: 

I) Berücksichtigte Reibe B, C, D, E, F 

II) Reibe der ersten Differenzen *) a, b, c, d, e 

III) Reibe der zweiten Differenzen *°) .... B, C, D, E .... 

IV) Reihe der dritten Differenzen b, c, d 

u. s. w. n. s. w. 

d. h. es stimmen die Reihen I, Ui, V, VII (2/* — 1) hin- 

ticbtlicb ihrer sämmtlichen Glieder./^, B, C, D, E.... mit einan- 
der überein, während eine ebensolche Uebereinstimmung stattiin- 

det bei den Reiben II, IV, VI (2/*) hinsichtlich der sämmt- 

lieben Glieder a, b, c, d....\ indem, wenn man allgemein die Dif- 
ferenz zwischen dem zweiten und ersten Gliede der (jften Reibe als 
erstes Glied der (d2+l)ten Reibe ansieht, das nte Glied der Qten 
Reihe dem (a-l-l)ten Gliede der (Q — 2)ten Reihe gleich ist, so, 
dass in obiger Darstellung einerseits die gleichen Glieder der Rei- 
ben 1 , III, V....(27* — 1) und andererseits ebenso die gleichen 
Glieder der Reihen II, IV, VI . . . . (27’) lothrecht unter einan- 
der stehen. 



§. 2 . 

Bezeichnet man das iste Glied der Isten Reihe mit 

(U 



ebenso das «te Glied der Ilten Reihe mit 



der Qten Reihe mit 



(?)■ 



u (.), 






und 

und das »te Glied 



und die Summe der Glieder der Isten Reihe 



*) B — A = a, C — Bsssb, D — Csse u. s. w. 
”) b — a = B, c — b=sC, d — e = D u. s. w. 
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vom Isleo bis zum «t'en Gliede eioscliliesslich mit 






und ebenso 



die Summe der Glieder der Ilten' Reibe vom Islen bis zum «teo 
einschliesslicb mit 

M“)-(ü=0 

0 - 0=0 

(?V(?)=(L) 

' / /// A // 

4) 4* + I « — «I = « . 

Sucht man aus 2) die Grösse ^ und setzt ihren Werth io Ij, 



so hat man 



aiso 



/ / // / 

a — a =tt — a, 
n n — 1 m n 



0 / / 

= 2 « — « 

n n- 



1 



und da aus 1), wenn man statt n setzt M+1, gefunden wird; 



II ß i 

a = u — o, 

n n+] n 



so ist, wenn dieser Wertb in 5) gesetzt wird; 



so dass 



oder 



oder 



I I I I 

2a — a = a — a, 

H n — 1 M+1 n 



III 

3a = a +01 

n «+1 n— I 



/ ^I I 

®) « = t( « + « ) 

n V«— 1 «t+IX 



III I I t 

a = 3u — a und a = 3a — a , 

n — 1 n n+1 , «-I-1 ' n 
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h. 



! i I / / / 

7) a=3a — a und 8) a = 3a — o. 

■ «-H m-8 n '»—1 »—2 



> Sucht man ebenso aus 1) die Grösse 
2), so hat man; 

... Hu u 'i 

u — a =: o -f- a 

n n—1 u— I «—1 




/. II II 

9) a = a — 2a, 



© 



und setzt den Werth 



id da aus 2), -wenn man statt n setzt » — 1, gefunden wird: 



/ // // 



a = a — o, 

fl — 1 fl — 1 II— 2 



» I *.’ » I .. • . I • • 

I ist, wenn dieser Werth in 9) gesetzt wird: 

// // // // 

a — a = a — 2a, 

fl— 4 ft— 2 H II— 1 

BO ^ 

II II II* * 

10) a = 3a — a 

n fl — 1 M — 2 

>d , • • •• . 

, II U U II II '// 

a =3a — a oder 11) a = 3a — a 

«—8 «—1 n a it-H a+8 

d . 

' ' II ' W/ II < ■ ■ // W/ II -v 

a =.){ a-f-a ) oder 12) a = .|^r a -|-a ). 

»— 1 V« n—iy - n V«+l n—\y 



Es ist sonach, gemäss 6) und 12), sowohl für I. als II. jedes 
led einer derartigen Reihe der dritte Tbeii der Summe aus dem 
cbstvorhergehen^n und dem nächstfolgenden GHede: 

a = |/a -I- a 

n Vfi— 1 fi-l-l/ . ;* * .** 

$r man findet, gemäss 7) und 8) oder 10) und 11), für jede solche 
ibe, jedes beliebige Glied aus den beiden ihm vorhergehenden 
ir aus den beiden ihm folgenden Gliedern dadurch, 'dass man 
I dem 3fachen des näheren dieser beiden Glieder das ferner He- 
ide subtrahirt , d. h, man mag in einer solchen Reihe die Glie- 
! vorwärts oder rückwärts zählen, so ist 

I « = 3a — a =3a — a. 
und in 11. I n R— 1 R— 3 R-i-i r-i-3 

rkcii T. 19 



I 



I 
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§• 3 . ' 

' Wenn also in irgend einer der Reihen I. oder II. xwei saiii- 
telbar nach einander folgende Glieder gegeben sind, so findet nai 
das nächste hähere Glied dodnrch, dass man von dem Dreificbai 
des grösseren gegebenen Gliedes das kleinere gegebene Glied ib- 
zieht, während man das nächste niedrigere Glied findet, wenn naa 
von dem Dreifachen des kleineren gegebenen Gliedes das grösiett 
gegebene Glied subtrahirt. 

Man kann also sehr leicht die Glieder jeder solchen Reihe de 
Ordnung nach bilden , sowohl wenn man vorwärts', als wenn an 
rückwärts in der Reibe fortschreiten will. 



i 4. 

Noch beonemer ober ist e«, die Glieder der zosamnengehöritti 
Reiben 1. una II. abwechselnd zu entwickeln, indem man die Gl«’ 

X . l ‘ 

chungen 1) und 2) abwechselnd benutzt. Sind also z. B. a und < 

I t 

gegeben, so ist: 



77 / 7 

aus 1) a = a — a l 

I 3 1 1 

II II 7 
aus 2) a = a + « ' 

3 1 3 I 


1 

1 


h 

daraus bat man 




I I II 

ans 1) a = a-|-a 

S 3 3 


II II I 

aus 2) a = v-\~a 
S 3 s 


' 


, /"s 




I I II 

ans 1) o = a-|-o 

4 1 t 


II II I 

aus 2) az=a-|-a 
4 3 4 

n. 8. w. 


u. s. w. 
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Ebenso hat man allgemein 



// // / 

o =a +a 

s — 1 H — Z w— “1 




' 


t t ii 

a = a + a 
n Ä— 1 n— I 


// // / 

« =« + « 
« »— t n 






/ I /I 

a =a + a 

a-M n n 


// // / 
o =a-|-a 

Ü-f*! M 


' • 


U, 8. W. 


u. s. w. 



i. 5. 

Als Beispiel möge folgende Zusammenstellung von Reihen I., 
II., III. dienen, wobei ro I. und II. jedem Glied« uates die ihm ge- 
bührende OrdnungHah) « beigelUgt ist, die der getroffenen Vl^hl 
des ersten Gliedes in I. entspricht. 



1. 


22 


9 5 '^ 




13 33 86 


225 


589 




— « 


-1 0 


\> 


3 8 4 


6 


6 




11. 


— 


-13 —4 


1 \ 


7 20 53 


139 


364 


953 ... . 






_2 _j 


0 ' 


^1 8 3 


4 


s 


6 


111. 


22 


9 5 


6 


\l3 33 86 


225 


589 


.... 



Hier ist 

nach Gleichung 

1 

2 . .... 
3 



4 . 



589 — 225 = 364 
953 — 364 = 589 



6 -b- {7 20 53 -M39 -f- 364| = 589 

t wenn 22= (0 gesetzt wird, bat man ebensoj 

22H-{— 13 — 4-+-l-b-7-4-26J = 33 j 
[6 -b- 13 -f- 33 -f 86 -i- 225] — 6 -I- 7 = 364 



wenn 9 = 0 gesetzt wird, hat man ebenso ] 

[9-1-5+6-4-13-4- 83-b-86>-9+(-4)=139 

19* 
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6 . 

Was die alliremeine Form solcher Reiben wie I. und II. an- 

/■•'S > 

langt, so hat man, wenn der Kürze wegen la) = ui und Ta j 

= a gesetzt und jedem Gliede die Ordnungszahl (») unten beige- 
fügt wird, folgende Zusammenstellung: 



1 % 



(2A-i-3a) ( 5 ^ + 8 «) ( 1 3 .^- 1 - 21a) .. 

3 4 5 



II. 



a 

1 



M-l-2a) 

2 



(3^ -4- 5«) 
3 



(8.^-1- 13a) .... 
4 



Bei der Verlängerung noch rückwärts erhält man ebenso: 

....(3kA — i\a) (13^ — 8a) (3A — 3a) (^A - a)\ A..., I. 
—3 —2 —1 ® V 

.... (13a — 21^) (5a — 8^) (2a — ZA) (o—aK a.... II. 

— 3 —2 —1 0 \l 



, 7. 

Setzt man in dieser allgemeinen Form f « ) oder A = 1 nnd 
1 oder a = 0, so bat man 

' Reihe 1 5 2\ 1 1 2 5 13 34 89 

Ordnungszahl — 1 0 \l 2 3 4 5 6 7 

Reibe 11. —3— l\o 1 3- 8 21 55 

Ordnungszahl — 1 0 \1 2 3 4 5 6 

und es bietet die Reihe I. die Coefficienten für A in §. 6. I. und die 
Reibe II. jene für a in 6. I. dar. 



$.8. 

Umgekehrt, wenn man in $.6. A=zü und a = l setzt, so 
hat man: 

I 

I I....— 8 —3 — 1\ 0 1 3 8 21 55.... 

■ ■ I — S — l 0 3 s 4 S 6 

II .... 5 2 1 \l 2 5 13 34 .... 

-3 —1 0 \l 3 3 4 S 

und es bietet die Reihe I. die Coefücienten dar für A in §. 6. II., 
und die Reihe 11. ist jene der CoefScienten für a in §. 6. 11. 
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i-9. - • , 

Setzt man ^ = 1 und a — 3, so bat man nach §. 6. folgende 
wichtige Reiben, von welchen wir später Gebrauch machen werden. 



1. 


....—11 _4 — 1\ 1 4 11 29 76 199 521.... 

— 1 0\isn45 6 7 


II. 1 


7 3 2 \ 3 7 18 47 123 322 ... . 

— a -1 0 \l 2 3 4 S 6 



10 . 

Obgleich in §. 2., §. 3. und §. 4. die Bildung der Glieder einer 
solchen Reibe der Ordnung nach gezeigt wurde, so ist es doch nü- 
thig, einen Aasdruck für das allgemeine (nte) Glied einer sulchen 
üeibe zu haben. Dieser ist gefunden, sobald man für die in §. 7. 
(and §. 8.) dargestellten Reiben der Coefticicnten für I. und II. in 
f. 6. die Ausdrücke für das nte Glied gefunden hat. Die Reihen 
f. 7. (und §. 8.) stimmen aber überein mit Reiben^ die man in fol- 
gender Art findet. 



11 . 

Es ist bekannt, dass die für die Lehre vom regelmässigen 
Fünfeck und für die davon abhängenden Körperformen wichtige 

Crosse — ^ 1 Reihe von Potenzen darbietet : 



Ordnungszahl 


12 3 4 


Potenz 1 

Ordnnngszabl | 


Hl/5-1), i(3-V/5), 4(2v/5-4), 4(7-31/5), 
1 5 6 7 8 


Potenz 


4(5\/5-ll),4(18-84/5),i(13V/5-29),4(47-21l/5), 



Ordnungszahl 



9 , 



10 



Potenz 



i(34(/5 — 56), 4(123 — 55\/5); 



ud dass, wenn man diese Reibe von Potenzen nach rückwärts, 
aber die erste hinaus, furtsetzt, man folgende Glieder erhält: 



Ordnungszahl 0 



— 1 



— 2 



— 3 



Pitens 



|4(2±0\/5), 4(1/5+ 1), 4(3+»/5), 4(21/5 + 4), 
Ordnnngszabl I — 4 



Potenz 



4(7+31/5); 
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j)0 dass alle Potenzen von — 1), welche ungerade Exponen- 
ten haben , die Form — v)> »nd alle, welche* gperade Expo- 

nenten haben, die Form ^(t* — *>v^) darbieten. 

Betrachten wir die Reihen der Werthe von x und 0, weldiei 
die Coefficienten von V^5 in vorstehender Entwickelung siud, 10 
finden wir; 



Werthe 
von a; 



.... 34 13 5 2 1 



Exponent 
der Potenz 



—11 —7— 5— 3—1 



1 2 5 13 34 8d.... I. 
1 3 5 7 9 11 .... 



Werthe 
von V 



j.... —8 —6 —4 —2' 0 



Exponent 
der Potenz 



.... —21 —8 —3 — l 0 



1 3 8 21 55.... II 

2 4 6 8 10 



Ebenso findet man für y und fiir u folgende Reihen: 



Werthe 
von y 

ÄS.I ■■■■ -5-ä-i 



.... —29 —11 —4 — 



1 4 11 29 56 199 
1 3 5 7 9 11 



... I 



Werthe 
von V 

Exponent 
der Potenz 



j.... 18 7 8 2 

j.... — 6 —4 —2 0 



8 7 18 47 123 .... II 
2 4 6 8 10 ... . 



f. 12. 

Setzen wir 1/^5 = so haben wir, wenn « irgend eine gso» 
Zahl bedeutet und p irgend eine andere ganze Zahl ist, die ivi- 
sehen 1 und n liegt:* 






f*»-* \.y~ 



(2*-l)p*-= 



, I (2n-l)(2n-2)(2n-3) 



1.2 

(2w-n..,(2ii— 4) 



I.. 






1.2.S 
(2/»— 1)....(2ct-S) 



1...3 









(2»»-l)..42».-(^l)) 



(2*-l)....(2n— (2«— 2 )) I _ ( 2 w- 1)....(2*»— (2w— D) 

l...(2«_2) ^ I l.„.(2«-l) 
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Es wird also, W«im nsan borScluichtigt, dass 
- öH-D) 5* — C/H-l)j 

und wenn man die Wertbe von«, welche cur 1, 5....(2« — l)ten 

Potens ffeböroa , mit «; .... hecctebnet, der a)%e. 

meine nertb für « gefonden, als: 



13) «, — [S»-i + 

1*4 loe *»4 

^ 1.2. ...2p ^ . 

( 2>i-l)(2i»-2)....(2«i-(2».-2)) g,^„|.2s«-. 



10 dass, wenn man dea Co0fScienten 2^3“^^”»! 



der »ten Poteos eines Binominms durcds deo Ausdruck 
xeicbnet, die Gleicbnng gilt: 

14) 6«-» 




i 



j»»— I aN— 1 2»f— 1 

C , 5»-»..+ C . 5*-(P+i). .-»- C . 5»-"l : 2*»-*. 

4 Sip « 1 .- 1 ) 



Zugleich ergiebt sieb: 

*»— 1 *11—1 s»-i 

15) y, = (C'. 5»-»-|-C. 5—*-t-C. 5—«.... 

ISS 

*»— 1 »*-i 

' . . , C , 5« -^C . 5»-»l ; 2*>»-*. 

.y , . Sp-M *«— 1 



$. 13. 



Andererseits ist 
’q — 1)*" = 7®" — 2» . y®"— * . q 



2 m( 2 »»— 1 ) 

1.2 



y»- 



2 »( 2 >i— 1 )( 2 »— 2 ) 



1.2. S 



yS»- 4 .y 



^ 1 . 2 . 3. 4 1 . 21:775 ™ •» 
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2w(2«-1)~..(2ct— (2p— D) 

1.2. ...2p 



2«(a»-l).~(2w-{») 






, 2*e(2f»— 1)..42«— (2«— 3)) ^ i»(2*— D— (2*— (a*— 2)).„^ . 

■< 1;2.:;.(2/;-2) — ^ ^ ’ i.8....(2,i-i) — 



2w(2w — l)....(2w— (2n — I)) .. 

■ 1 A It V * 



1 . 2 .... 2 » 

Bezeichnet also Vn den Werth von r, welcher zur 2»ten Potni 
von \/5 — 1 gehört, so ist ' ' 

16) », = [?. 5»-i-h^. 5»-*.... 

iss 

-HC. 5»-0h-i),... + C . 5^J :2»-i. 

^ *p-l-l 2«— 

Während, wenn Wn den Werth von »'bezeichnet, der zur Satei 
Potenz gehört, dieser Werth gefunden wird als 

i 

17) », = [5«-HC'. 5—1-HC’. 5»-*-HC. 5-^.... - 

2 4 6 - 

9 n 2» 

■ -H C . 5«-P . . . . H- C . 5»-«l : 2«^'. 

, 2p ‘ 2 m 



§. 14. 

Sollen nun wirklich die Reihen der Werthe von j: und ven r 
(in §. 11.) den Reihen der Coefficienten von jä und von a in f.6. 
entsprechen und nicht etwa bioss zufälKg innerhalb gewisser Gran- 
zen damit übereinstimmen, so muss allgemein nach 1) otih-i — 
= Vn und nach 2) v„+\ — Va — ^n sein. (Vergleiche oben in $.1 
die Gleichungen 1. und 2.). 

Es ist aber, wenn 

(^'2^)*^* = U^»q — y») ' 

• U *■ ' 

ist, auch 

= + jy» -+- v*»)y — (iy*y« 

so dass 



^«+1 — "f" 4" zy» — ^y* 

= V^M H- ii/ny 
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wubslb 



ii»-. . .. • - 



■+■ yy») ~ *t“ Jf«), 



\\ 



d. b. 



S»— 1 S«— 1 

5»-»+C . . 5— 3 

3 4 

• 2>t— I . 2«— 1 

■ .• <7, . 

/_J_y • 3p . 2_3 

— 3 • \nßn—2/ \ 2»— 1 2«— 1 2<«— 1 

H- €? . 5»-» + <7 . üo-i+C . 5—*.... 

112 






2»-l 2 k— I 

- -i-C . 5»-C»rt-i) -i-C . 5»-» 

SJM-I 2«— 1 



10 dass aus der ' allgemein bekannten' Eigenschaft der Binomial* 

3i»— I 2>»— 1 3n . 

'oefficienteo, gemäss welcher C C = C ist, folgt; 

Sip 9^-t-l 2p+l 



Vh+1 — ir» 3= i ^ ^ ^ • 



5»-3 



2s 2n 

-f- C . 5"— + C . 5"~"|, 
... , 2«— 1 



ind es ist hiernach bewiesen, dass allgemein 

I ^ 

it. Ebenso .lässt sieb der Beweis fuhren, dass allgemeia gültig 



Vn+i — e« = d?» 



It. 



.... 

Da nun, wenn wir für die Coefficienten von A nnd a die Zäh- 
ingsweise der Glieder von §. 6. und 7. heibehalten, 

I I '' 1 

/ . / 

18) jT» = o (in 7.) also a = «»-i 

"*♦•1 , " 

id 

" . 

19) Vn = ot (in §. 7.) also a = v^—i, 

^ s+l n 

. . »• ‘ 

- !' I 

ist das Mte Glied in der Reihe §. 6. I., welches N heissen 
jge: , . 

20) N = Xn-\ . A + twi‘. a, ■ 
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wfibrrnd ebenso das nte Glied in der Reibe f . 6. II., vrclcbet 4arti 
N bezeichnet «erden «öge: 

/ ■ 

n 

, 21) N =Vn- \ • -A Xn • «, 

ist; mithin 

k 

‘ / itt—* , *»— s 

22) A = ^5— 5— 

3 4 

*«— S *»— S 

•-+-<?- .... H- C . 5»-»J : 2»^ 

.• ip I 

«»— 1) *(?-U 

-I- <r(C . C . 5«-» + C . 5»-^ . . . . 

1 S 5 

«»- 1 ) _ 
-H C ^ 5»-<>+a) . . . . -I- C . 5»-*l ; 

ip-h\ in—» 



n *(>•— I ) *(<•-» «*— 1 ) I 

23) A'=^1C . 5«-»-4- C . 5«-*-»- C . 5"-t.... 

, 1 3 S 

««-1) Kn-ii 

-f- c . 5»-<P+«) . . . . -I- C . 5«-"] : S*»"’ 

tp+l Sn—t 

2«— 1 *»— 1 

-4- «[5—1 -4- C . 5—» -+■ C . 5— < .... 

3 t 

2 u — 1 * 11—1 

4- C . 5«— <i^i) . . . . -I- C . 5—"] : 2*^’ 

*/)' ' Su-l 

Es sind sonach die aflgemeinen Glieder in der geueinsebsftli* 
cbdn Form ($. 6.) der fragrichen Reiben I. und II. gefoddeo. 



♦. 16. 

Aus den Gleichungen 4) und 3)^ folgt: 




IM I t 



n m-H 1 

II I 

SO dass, wenn a = a ist, sich ergiebt: 

I I ' 

I II II I I 

' 24,1) 2 = a und 25,1) 2—a—a, 

M * * IH*I 1 

- I 

oder wenn der Werth a = 0 ist: 

I ■ 



Dflilized by Googla 




299 



/ II II // / 

24,2) ^ = u — tt und 25,2) I? = o. 

M n 1 A ff-4-1 

So ist z. B. für die Beihen 

I) 1 2 5 13 34 

II) 1 3 8 21 

nach 

24.1) H-2 + 5-1-13 =21 

nach 

23.1) 1+3 + 8 + 21 =34-1=33 
uod bei deu Reihen 

I) 0 1 3 8 21 55 144 

II) 1 2 3 13 34 89 

ist nach 

24.2) 0+1+3 + 8 + 21 + 55 = 89—1 

uad nach 

25.2) 1+2 + 5 + 13 + 34 + 89=144.:, 

%. 17. ' 

Nach der Gleichung' 3) ist : , ' 



////• 
a = <s + .2 

M 1 A”1 ^ j *• 




I j n 




a = « + 2 




s— I 1 »—2 


4 


II n 




a = « + 2 
n— 2 1 «— » 


■ 


. 


• * * 




• |0 • 


. • t • * I t ' 


I I II 




a a ^ 




j| — («— 1 •• — (a— 1) f 




/ / 
0 ssa 

A— (»— 1) 1 





. III / / 

Hieraus folirt durch Addition, da a + o + «.,.i.a = 2 ist, fiir 

/ ® II n—t «—2 ■— (»— IJ « 

S der folgende Werth: 

H 

/ / 

26 ) . 2 =».« + 
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nnd auf ähnlictie Weise erhält man darcb Anwendung der Glei- 
chung 4) den Werth 

, // /// /\ ri IM /-i 

27) + 



18. 



/ // /M t\ 

Aus 26) folgt, wenn man gemäss 4) setzt S = a — 

I» n \1 1/ 

] 



oder 



7/ 


MI 1 t 


vH 


II 


a — 


«= (» — 1)“+ 1 


12 + 2+ 


M 


1 1 1 


L 1 


3 


7/ 


// / rn 


77 


77 



II 

■2 

«— 1. 



a —a » . ct -f- I 2 JS . 



II- 

. y 



n+l 1 






II / / 

und ebenso folgt aus 27), wenn man gemäss 4) setzt .^z=o— c 

it iH-1 1 



/ / /// A r ^ 

29)' a — os=«la — a| -4- I 2 
»+1 1 \i 1/ Li 



II l-i 

2 + 2^2. ... + 2l 

3 mJ 



Es gilt daher x. B. für die in $. 8. dargestellten Reihen , für sei- 
che a = 0 nnd a= \ ist, die merkwürdige Eigenscbaftr 
1 



1 

II rii // II ii-% 

« +2 I 

<1+1 Li 3 I II J 

/ rl ' I, I /-| 

« — H “4- I 2 -f- 2 -4“ 2 ,,, , -4" ^ I 

n+l L I 3 S fl J 



§. 19. 

Aus §. 1. wissen wir, dass, wenn man überhaupt eine Reibe 
von Reihen, deren jede die Reihe der ersten Differenzen für die ibr 

vorhergehende ist, mit I, II, III ,IV Q num'erirt, die wichtigste 

Eigenschaft der bisher betrachteten Reihen von Reiben darin be- 
steht, dass bei ihnen die Gleichung gilt: 




Diese Gleichung ist aber nur ein specieller Fall der sllgemeiDem i 
Gleichung, welche für gewisse Reihen von Reiben gilt nnd die , 
Form bat: 
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md worin ^ eine beliebige coostante Zahl ist, n und Q aber die 
bisherigen Bedeutungen haben. 



20 . 

Ein Beispiel für 'das im vorigen Paragraphen erwähnte all- 
^oeinere Gesetz (31.) bietet folgende Reihe von Reihen, für 

I II . 

welche d=4 und a:=0 und a=l ist, dar. . ' 



© 

n 

© 

o 



+ 

© 

00 

+ 

+ 

+ 

<o 

+ 

+ 

O 



CO 



o 

c* 





, 










MO 


cp 


l 








+ 

oo 

O) 


MO 

•fl* 

+ 


o 

•<? 

CO 


, 






+ 


CD 

00 


+ 






: fc 


$ 


+ 


cO 

s 


+ 


o 

s 


9b 


+ 


s 


+ 


MO 


+ 





Ci 

+ 

MO 

+ 



+ 

«0 

+ 

Ci 

(N 



+ 

Ci 

+ 



+ 

+ 

+ 

e 






© 

+ 

§ 

+ 

•«P 

+ 

+ 

+ 

o 



© I 

T 



+ 

wH 

+ 

O 






I 

3 + 



_L 

2 T 



+ i 

g + 

+ s 
2 + 
+ ® 



+ 

+ 



•<p 
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3U2 







*a 
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ist. Es entsteht also die (2/*-}-l)te Reihe aus der Iten Reihe durch Multiplicalion aller Glieder derselben mit 4^ 
^der allgemeiner mit und ebenso entsteht die (2i*-t-2)te Reihe aus der Ilten Reihe durch Mnltiplication aller 
Glieder mit 4^ (= so dass 
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TL 



a 

QO 



> 

9 

•a 

*9 

flfi 

9 

-9 

a 

9 

bc 



9 

9 



Ci 

W 



+ 

+ 



9 



9 

tm 

9 



je 

*3 

go 

« 



= 8 - 



4) Q M ^ 



9 

tt 



9 

N 

a 

s 



9 

pa 

0 



tc 



+ g r 

» 2+00 
o» * eo - • 

2 + g + I 5 

+ i + i + I 

:? + 2 + I + . 

+ 8 + 3+5 \ 

« + S + ^ + = 

+ "f +2 + 3 ’ 



w + so + g + 

+ - + 2 + ; 

« I S I : 

+ eS + : , 

3 1 : ' • ■ 

+ i 
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O 

QO 



Oi 



+ 

a 

+ 



+ 

r- 

+ 



+ 




s 

+ 



+ 

00 

Ci 

+ 

+ 

C 0 

+ 

c* 

+ 

to 

+ 

CO 

+ 

00 

Ci 

+ 






«J 

CO 



+ 

Ci 



+ 

r» 



+ 






•«r 




5 S; 




C 

•c 



§«• 

a.S 



0 

s 



Q> 
«> 
'5 
■ 0 



«« O 

^ « 
o *"C 
o 

“ i 

0 * 

•5 0 

^ o 

■•► 0 
i. ^ 
‘- 






0 

faß 
O . 

S , 



04 

04 



i-l 

04 



04 



ea p 

OB Im S. 

:S « ^ 

b 60 
« .. 



s 5 

J? 

e 0 
6 -*. ' 
• » 0 
.S V 
•0 0 
0 

0 ^ 
0 M 

S &3 
c o 

O *0 



0 

0 



i.. 



5^ 



S-S 'I 



O — ^ 

•«^0 

0 

. s 



0 

a » 

efi 
o 

— o 

V •- 
h. xt 
0 

H ? 

p» 

0 

0 0 
> 



0 

^ a 



0 ^ 
Je etf 



^ B 
^ 0 



0 ^ 5 .2 

« ^ bO 
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i. 23. 

Die in f.20. und §.2I. sufgeführten Beispiele solclrer Reihen von 
leihen, Tür welche das in der GleUbun^ 31. ausgesprochene allge- 
leinere Gesetz gilt (von welchem das in der Gleichung 30. ausge- 
prochene Gesetz für die von uns specieller betrachteten Reihen 
ur ein besonderer Kall ist), mögen genügen, und es soll hier nnr 
loch an die Aelinlichkeit des Gesetzes 31. mit einem, bei' mehr 
llgemein bekannten anderen Reihen von Reiben geltenden erinnert 
rerden, nach welchen bei diesen anderen Reiben von Reihen, wenn 
lir die im $. 1. angenommene Bezeichnungsweise auch hier beibe> 
alten^ 

'« 

u = D\a j, also auch « = . ( a j, 

litbin 

n ' » 

rt. 

Man erhält solche Reihen von Reihen bekanntlich, wenn man 
nr die Reihe der Potenzen irgend einer constanten Zahl, als 
leibe I., die dazu gehörigen Reiben II., III., IV. n. s. w. Q ihrer 
(ten, 2ten, 3teo u. s. w. tjten Differenzen bildet. 

tio bat man. z. B. für die Potenzen der Zahl 5 folgende Reihe 
on Reihen: < 

I) ....5-» 5-‘ 5-' 5» 5' 5» 5* 5» 5‘.... 

II) .... 4.5-* 4.5-* 4.5-* 4.5« 4.5* 4.5* 4.5» 4.5« .... 

III) .... 4*.5-*4*.5-*4>.5rM».5*4».5‘4».5*4*.5» .... 

IV) 4».5-»4».5-'4»,5-‘4».5®4».5* 4».5* 

u. s. w. 



nd überhaupt für die Potenzen einer beliebigen constanten Zahl 
das Gesetz: 



(a)= (* — l)(o ') = (*-l)*.(a ) u. 8. w., 



«-a> 



9 dass 



^ a ^ = ( * — 1)®—' . ( o ) = (* — 1)®— 1 . a", 



9 dass in den Ausdrücken 

®\ -A®-» 



. (2)=z>(r)und«*=^(r) 



> = » — 1 nnd ^=(x — 1)* ist. 
Tbdl V. 



20 



> 
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Ebenso wie oben die Gleichung 30. jenem speciellen Falle von 
31. entaprach, wo d = l war, so ist auch hier der Fall möglich, 
wo d= I wird. Die Werthe D und d und deren Potenzen haben 
aber hier natärriicb nur dann den Werth = 1, d. b. ea ist nur dann 
jede der ReUien II., III. . . . .' Q der Hauptreihe I. gleich, wenn x 

1 II 

= 2 ist, so dass für die Reihe der Potenzen der Zahl 2 u = a 

n n 

m Q. 

a . . . . = a ist. 

n H 

' I) .... r 2 4 8 16 32 ... . 

II) .... 1 2 4 8 16 ... . 

III) ....1 2 4 8.... 

n. s. w. ' • 



XXI. 



lieber die naturpbilosophiscben Principien der 
Bewegungslehre. 



Von dem 

Herrn Doctor Barfnss 

zu Weimar. 



$. 1 . 

1) Da jeder Körper einen Raum einnimmt, so kann von einei 
bestimmten Gestalt der Bahn, welche er während seiner Bewegun§ 
beschreibt, nicht anders die Rede sein, als wenn wir die Bewegung 
auf bestimmte Punkte desselben beziehen. Der Anfang aller Be 
wegungslehre beginnt also mit der Bewegung von Punkten in ab 
stracto, deren Binnen entweder gerade oder krumme Linien sind. 

2) Durch die Vergleichung des Weges mit der Zeit, in welche 
jener beschrieben wurde, gestaltet sich uns der Begriff von Ge 
schwindigkeit. Wenn der Körper A in derselben Zeit einen weite 
ren Weg gegangen ist, als ein anderer B, so sagen wir, A hab 
sich geschwinder bewegt als B. Doch giebt dieses nur eine durch 
schnittlicbe Vergleichung, aus welcher noch nichts für die Zwi 
schenzeiten geschlossen werden kann. Denken wir uns aber danc 
ben, dass in gleichen Zeiträumen auch gleiche Wege tiaückgpeleg 
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vorles siod, so Loben wir die gleichfärmige Bewegnag und 
renieheD dann unter Geschwindigkeit den in der Zeiteinheit 
dartklaafenen Raum. Ist nun t der in der Zeit t mit der Geschwin* 
ilijtkfit c zuriickgelegle Weg, so ist s — ct. , 

3) Wenn in gleichen Zeiten nicht gleiche Wege surUckgelegt 
werilen, so heisst die Bewegung ungleichförmig oder verän- 
dert. Logisch geiiomincn kann nun die Bewegung nach einem all- 
cemeinen Gesetz stetig veränderlich sein oder die Veränderung kann 
»bne Regel erfolgen. Der zweite Fall ist kein Gegenstand matbe- 
satisclier Betrachtung, im ersten aber muss der zurückgelegte Weg 
I irgend eine Function der Zeit t sein. Ist nun » =/'(t) und wird 

aus t, so wird ^ ^ ^ • • • • J® kleiner nun 

und folglich auch wird , desto mehr nähert sich ^ dem 
und wenn wir uns eine gleichförmige Bewegung denken, für wel- . 
cie die Geschwindigkeit ^ ist, so ist in derselben genau ^ 
it 

=^. Die veränderliche Bewegung lässt sich also mit der gleich- 

rdrnigea, deren Geschwindigkeit ^ ist, um so mehr vergleichen, 

j« kleiner die Zeitiutervalle sind, innerhalb welcher die Vergleichung 
•igeitellt wird. Man nennt daher auch den Differentialquotienten 

h 

^die Geschwindigkeit der veränderten Bewegung und sagt, dass 
iie letztere in ihren Differentialen gleichförmig sei, 

ds 

Setzen wir also die veräoderliclie Geschwindigkeit so 

lird dM=:vdt und s^::/vdt. 

4) Bei der veränderten Bewegung ist nun der einfachste Fall 
der, wo die Aenderungen der Geschwindigkeit der Zeit pfoportio- 
»I lind, also die Geschwindigkeit selbst durch <v + ausgedrfickt 
Verden kann. Hier aennt man die Bewegung eine gleichförmig 
ksckleunigte , wenn b positiv ist nod die Geschwindigkeit daher 
lit der Zeit wächst; die constaote Grösse b aber heisst das Maass 
der Beschleunigung. 

Hier ist also v = a-\-bt, also d» vdt = adt bt dt , und 
Melicli t at -f- \bt'‘- + Gonst. Denken wir uns sowohl a als 
Nch Const. =0, so wird und wir haben dann den ein- 

hdisten Fall der gleichförmig beschleunigten Bewegung, bei wei- 
(d(r die Wege den Quadraten der Zeit preportionaT sind. 

5) Wenn die Aenderungen der Geschwindigkeit nicht der Zeit 
poportionai sind, so heisst die Bewegung ungleichförmig beschleu- 
>gt oder verzögert, je nachdem sie mit immer grösserer oder mit 
ianer geringerer Geschwiodigkeit vor sich geht. Wenn wir hier 
Ucti der Aeuderuung der Geschwindigkeit fragen, so haben wir, 

»eil vzz=y>{t) eine Function von t ist, v-i- 

.Ar . rf’t' At . . , 1 ■ 1 • » 1 • 

«o ^ ^ ^ . Y “F • • • ■ J® kleiner nun hier und mit- 

kio auch wird, desto mehr nähert sich ^ dem ^ und desto 
naaner können wir also auch innerhalb des Zeitinterralics die 

20 * 
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UDgleickformig beschleunigte Bewegung mit einer gleichförmig be- 
schleunigten vergleichen, deren constantes Bescfalennigungsmaasi 

= ^ ist. Darum nennen wir den Difierentialquotienlen ^ eben- 
falls das Maass der Beschleunigung für die Bewegung mit ungleich- 
förmig veränderter Geschwindigkeit. 

Wenn nun gesetzt wird, so \st dv=pdt aoA v=./pdt. 

Weil aber f = ^ ist, so bat man auch p = ^^, oder dd»=p.dP. 

Natürlich ist hierbei das Differential der Zeit constant genommen. 

Hier ist also das Beschleunigungsmaass p ein veränderliches, 
aber der einfachste Fall wäre wieder der, wo die Aenderuog von 
p der Zeit proportional wäre, also p = f/ + ßf gesetzt werden 
könnte. Dann hätte man dv = pdf=: // . dt-i- ße.dt, also »z=z6t 
-I- ^ , wo A eine Constante bedeutet. Ferner d» = vdl 
^,bt.dt-\- \ßt'' .<U-y k.dt, und daher kt -h ißt' -i-k'. 
Nehmen wir aber für den einfachsten Fall b=k = k'=:0. so 
wird « — ißt', welches die einfachste Vergleichung zwischen Zeit 
und Weg hei einer Bewegung mit gleichförmig wachsendem Be- 
schleunigungsmaasse gäbe. 

6) Nun könnten wir aber wieder Jenes ß veränderlich setzen, 
und indem wir eine solche Bewegung mit derjenigen vergleichen, 
bei welcher ß constant ist, würden wir für den Oifferentialquotien 

ten ^ eine Bedeutung gewinnen. .Doch geht unsere Zer 



gliederung der Naturerscheinungen nicht so weit, dass wir für 



dt 



eine physikalische Analogie anzugeben wüssten. 

7) Dieses bezieht sich zunächst nur auf die Bewegung vot 
Punkten. Bewegt sich aber ein Körper, so ist der einfachste Fal 
der, wo alle seine Punkte identische Linien beschreiben, also jede 
dieselben zwei Punkte verbindende Gerade in allen Lagen sieb pa 
rallel bleibt. Diese Bewegung nennen wir die progressive, und e 
wird dieselbe vollständig erkannt, wenn die Bewegung irgend eine 
Punktes am Körper erkannt wird. 



2 . 

1) Jedwede Bewegung eines Punktes A ist relativ, d. b. ai 
wird bezogen und gilt nur in Bezug auf gewisse Punkte, welch 
sich in Rune befinden oder als ruhend gedacht werden. Wenn di 
Bewegung in derselben Ebene geschieht, was wir hier der Binfacl 
heit wegen zuerst voraussetzen wollen, genügen bloss zwei Punkt 
LtM zur Bestimmung der Lage von A, deren einer als Anfang« 
punkt der Abscissen, der andere zur Bestimmung der Lage der AI 
scissenlinie dient. 

Die Punkte LM können sich jedoch, ohne ihre gegenseitig 
Lage zu ändern, selbst wieder bewegen, und man kann me Bewa 
gnng auf die als ruhend gedachten Punkte UM' beziehen, in Ba 
zug auf diese wird die Bewegung von A im Allgemeinen ganz ai 
ders ausfallen, als in Bezug auf LM^d. h. A wird eine ganz ai 
dere Linie beschreiben, wenn man die Bewegung auf bezieh 
als wenn man sie auf UM bezieht. Die Bewegung des Punkt« 
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Ä io Bezug nuf Z/'ytf' neooen wir nun zusnmtneDgcsetzt aus 
seiner Bewegung in Bezug onf die Punkte und aus der, ibm 

10 Folge der Bewegung von LM zukonimenden Bewegung. 

2) Für die Construction der zusammengesetzten Bewegung gilt 

der Grundsatz der gegenseitigen Unabhängigkeit der ein- 
zelnen Bewegungen. .Sucht man den Ort von A in Bezug auf 
LM’ zur Zeit t, so lasse man die Punkte I^M vorerst ruhen und 
bestimme in Bezug auf sie den Ort A' von A narb der Zeit t in 
Folge der Bewegung, welche dem A in Bezug auf L>M zukommt. 
.Alsdann lasse man die Punkte IjM die Zeit t hindurch sich so be- 
wegen, wie es ihnen in Bezug auf zukommt, ohne jedoch die 
Lage von A' gegen LiM zu ändern. Hierdurch kommt A' in die 
Ijige A", welches der richtige Ort von A in Bezug U JU' nach 

der Zeit t sein wird. Alan kann aber auch zuerst LM sich bewe- 
gen und A ruhen, dann aber LM ruhen und A sich bewegen las- 
sen, wenn nur jede Bewegung gleich lange dauert. Dieses ist geo- 
metriscli unmittelbar klar, da einerseits eine bestimmte Lage von 
LM gee^n L'M', anderseits aber auch eine bestimmte Lage von A 
gegen A-M am Kode der Zeit t gefordert wird. 

3) Kinfacher wird die Sache, wenn die Bewegung von LM 
bloss eine progressive ist, so dass die l.inie LM in allen Lagen 
sich |iiirallel bleibt. Dann beschreibt jeder Punkt von. LM und 
auch der gegen LM ruhend gedachte Punkt A dieselbe Linie, wel- 
cher Umstand es unnütz macht, dass man die Linie LM weiter be- 
trachte. Denn die Linie, welche A in Folge seiner auf die Punkte 
LM bezogenen Bewegung beschreibt, erhalten wir eben so, wenn 
wir LM ruhend denken und die Bewegung auf L'M' beziehen. 
Kennen wir nun noch die Linie, welche das gegen LM ruhende 
A in Folge der auf tJ M' bezogenen Beweirung von /.ill/ beschreibt, 
>0 ist der Ort von A zu jeder Zeit vollkommen bestimmt. Sind 
AA' und AA" die Linien, welche A vermöge einer jeden Bewe- 
gung, wenn sie allein statt hätte, in der Zeit t beschreiben würde, 
so ziehe man durch A eine mit AA" parallele und identische Li- 
sie A'A"', oder auch durch A" eine mit AA' parallele nnd identi- 
sche Uinie A"A"', so ist A'" der Ort von A zur Zeit t. Offenbar 
kann man aber auch mit den geraden Linien AA' und AA" und 
ihrem Zwiscbenwinkel AAA'' ein Parallelogramm AA'A"'A" be- 
schreiben , da dann A''' ebenfalls der richtige Ort von A zur Zeit 
t sein wird. 

4) Hier haben wir nun die Vorstellung zweier Bewegungen 
eines and desselben Punktes erhalten, welche ihm beide zu gleicher 
Zeit zukommen. Er bewegt sich nämlich zwiefach so, als ob er 

11 der Linie AA' fortrücke, diese seihst aber wieder eine progres- 
nve Bewegung nach der Linie AA" habe, die also auch dem Punkte 
A znkommt. Dabei nennen wir nun die Linien AA' und AA" die 
Seitenbewegungen oder Fomponenten, nnd die Construction, nach 
welcher der wahre Ort A"' für jede Zeit gefunden wird, heisst das 
Parallelogramm der Bewegungen. 

Das Parallelogramm der Bewegungen w'endcn wir jedoch im- 
mer nur io dem Falle an, wo die Seitenbewegnngen AA' und AA" 
selbst geradlinig sind. Wir können darnach leicht die aus zwei 
eegebeoen Seitenbewegungen entstehende mittlere Pnnkt für Punkt 
Kettimmen, auch umgekehrt jede Bewegung in zwei gerade Seiten- 
bcweguiigen zerlegen, von denen die eine ganz willlkührlicb ist. 
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5) Wenn die SeiteBbewpß;un)i;en und beide gerade 

und einerlei Fuoctiuo der Zeit proporliunal sind, dass also zu je- 
der Zeit und einerlei VerbältDiss buben, so ist das Pa- 

rallelogramm AA'A"A'' nicbt nur die Hülfsconslrurlion, um den 
Ort des Punktes A zur Zeit t su finden, sondern derselbe hat in 
der Zeit t die Di^onale AA’” selbst durchlaufen, also dass die 
zusammengesetzte Bewegung selbst auch eiae gerade ist. 

Ist V die F'unctiun von welcher die »Seitenbewegnngen AA 
und AA" proportional sind, so bat man AA ■=»■=. au, AA" — *' 
= bu, wenn a und b zwei Constanten bedeuten, lat ferner A der 
Winkel, den die Seitenbewegungen mit einander machen, so ist 
die Diagonale AA'" = »" = uV -1- 4- 2«ä cos woraus 

folgt, dass auch die zusammengesetzte Bewegung derselben Function 
von t proportional ist. Die Geschwindigkeiten der Seitcnbe'wegun- 

gen sind ^ und und die der zusammengesetzten Bewegung ist 

=gl/ a» + cos^=\/ g -4- g + 2 . g . ^ cos A 

woraus folgt, dass die Geschwindigkeit der zusammenge- 
setzten Bewegung aus denen der Seitenbewegunger 
ebenfalls nach dem Parallelograinm zusammengesetzt 
ist. 

Aber auch das Beschleuniguiigsmaass der zusnm 
mengesetzten Bewegung ist aus den Beschleunignngs 
maasseu der Sei ten bewegn n ge n nach dem Parallelo 
gramm zusammengesetzt, denn man hat 



— X— ; 

-jp- = 4- dl* 4- lab cos A 






»,3. 

1) ,4lle diese Sätze sind zunächst nur von mutbemntiscber Be 
dentnng; Anwendung auf die Natur erhalten sie zuerst durch da 
Gesetz der Trägheit. Nach diesem kann kein Körper seiue 
Zustand der Ruhe oder der Bewegung von selbst ändern, sonder 
hierzu gehört allemal eine Einwirkung von Aussen her, welche w 
Kraft nennen. Um aber eine bestimmtere Sprache zu haben, wo 
len wir die Ursache, wodurch eine gleichförmige Bewegung erzeuj 
worden ist, einen Eindruck neunen. Diese einmal erhaltene gleici 
förmige Bewegung dauert nach dem Gesetze der Trägheit mit ui 
veränderter Richtung und Geschwindigkeit so lange foi 
bis durch einen neuen Eindruck dieser Zustand geändert wird. D< 
Eindruck haben wir ganz nach der erzeugten Bewegung zu heu 
theilcn; er ist also der Geschwindigkeit proportional und seine Kic 
tuDg ist einerlei mit der Richtung der Bewegung. Er ist nur e 
anderer Ausdruck für die Bewegung selbst, und die veränderlich' 
Zustände des Körpers, aus welchen zuletzt die gleicblÖrmig'e g 
radlinige Bewegung bervorging , kommen hier nicht in Betrac 
tung. 

2) Haben wir nun eine ungleichförmige aber stetige Beweguu 
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die wir tuoäciiat nur ida weradUnig Uunehmeo woi|«D, so iat die* 
selbe nicht anders zu denicen, als durch eine ununterbrochen 
einwirkende Ursache oder Kraft. Denn sobald die Einwirkung auf* 
gehört hat, ist auch der Eindruck vollendet und die Bewegung nna 
gleichförmig. Hieraus folgt aber sogleich, dass bei der un* 

gleichförmigen Bewegung der Ansdruek ^ diejenige 

Gesebwin digke it bezeichnet, mit welcher der Körper 
gleichförmig fortgehen würde, wenn am Ende der Zeit t 
die Einwirkung aufbörte und also der Eindruck vollen- 
det wäre. Denn innerhalb des folgenden Zeittheiles nähert 
sich auch bei fortdauernder Einwirkung die Bewegung um so mehr 

der gleichförmigen mit der Geschwindigkeit je kleiner ist, 
d. h. je mehr wir alle fernere Einwirkung beschränken. Die Ge- 
schwindigkeit ist also der durch die vorbergegangene Einwir- 
kung hervorgebraebte Eindruck, und es dauert dieselbe unverändert 
furt, wenn alle fernere Einwirkung aufhärt. 

Aber wesentlich weiter kann das Gesetz der Trägheit, wie es 
üben ausgesprochen wurde, uns nicht führen, weil es nur sehr un- 
keslimnite Auskunft für den Fall giebt, wo ein Körper mehrere Ein- 
drücke zn gleicher Zeit oder auch nach einander erhält. Daher 
sind für die weitere Entwickelung noch andere Sätze nöthig, wel- 
che baoptsächlich , zu'Folge der Darstellung aller Lehrbücher, anf 
:olgende drei zurUckkommen. 

A) Wenn ein Körper gleichzeitig oder anch nach einander meh- 
rere Eindrücke nach einenei Richtung erhält, deren jeder ihn mit 
einer bestimmten Geschwindigkeit c, r, e" u. s. w. bewegen würde, 
veno er allein vorhanden wäre, so ist das Gesammtresultat aller 
l^indriicke eine Geschwindigkeit nach derselben Ricbtnng, welche 
1er Summe jener gleich ist. 

B) Wenn ein Körper zwei Eindrücke nach entgegengesetzten 
üichtnngen erhält, vermöge deren er sich mit den Gesebwindigkei- 
en c oder c' bewegen würde, jenaebdem der eine oder der andere 
Umdruck allein vorhanden wäre, so erfolgt diW Bewegung nach der 
liebtung desjenigen Eindrucks, welchem die grössere Gesebwindig- 
seit entspricht, und zwar mit einer solchen Geschwindigkeit, welche 
lem Unterschiede jener gleich ist. 

C) Wenn ein Körper zwei Eindrücke nach verschiedenen Rieb- 
sogen erhält, so dass er also nach der einen Richtung mit der 
reschwindigkeit c, oder nach der anderen mit der Geschwindigkeit 
' Bich bewegen würde, je nachdem der eine oder der andere Ein-i 
Iruck allein vorhanden wäre, so erfolgt die Bewegung nach der 
hagonale des ans den Geschwindigkeiten c und & und ihrem Rieh, 
snesunterschiede construirten Parallelogramms, und zwar mit einer 
oicbeo Gescbwindiirkeit, welche durch eben diese Diagonale dar- 
(estellt wird. 



f 4. 

Von den unter A, B, C aufgeführten Sätzen sind nun offenbar 
lia beiden ersten schon im dritten enthalten, und sie müssen folg- 
>eh alle drei das Ergebniss eiues allgemeineren Grundsatzes sein, 
tiesen gianbe ich nun so ausspreeben zu können; 
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Wenn ein Körper gleichzeitig mehrere Eindrücke 
erhält, so erfolgt die Bewegung in der Weise, als ob 
jeder Eindruck mit unveränderter Richtung und Inten- 
sität fortbestände. 

Eigentlich beweisen lässt sich dieser Satz nicht, wohl aber 
kann man ihn mehr erläutern und zunächst nur auf zwei Eindrücke 
beschränken. Gesetzt also, es habe ein Körper A gleichzeitig zwei 
Eindrücke nach den Richtungen AB nnd AD erhalten, so ist da- 
mit gemeint, dass der Körper A gleichförmig in einer bestimmten 
Zeit den Weg AD zurUcklegen würde, wenn der Eindruck nach 
der Richtung AB nicht vorhanden wäre; oder aber es würde der 
Körper in derselben Zeit gleichförmig und geradlinig von A nach 
B geben, wenn er den Eindruck nach der Richtung AD nicht er- 
halten hätte. Da nun nach obigem Grundsätze beide Eindrücke mit 
unveränderter Richtung und Geschwindigkeit forlbestehen, so folgt, 
dass der Körper A eine solche Bewegung machen muss, vermöge 
deren er sich gleichförmig aus der Linie AD nach der Richtung 
AB und ebenfalls gleichförjnig aus der I^inie AB nach der Rich- 
tung AD entfernt, und -daher in der That die Diagonale des aus 
den gleichzeitigen Wegen AB und AD mit ihrem Richtungsunter- 
schiede beschriebeneu Parallelogramms durchläuft. 

Es ist also klar, dass in dem obigen Grundsätze das Parallelo- 
gramm der Eindrücke, gewöhnlich der Kräfte genannt, unmittelhar 
enthalten ist. Dm sich die Bedeutunng des obigen Grundsatzes 
noch auf andere Weise zu erläutern, denke man sich, ein Körper 
habe einbn solchen Eindruck P erhalten, vermöge dessen er sich 
nach der Richtung AB gleichförmig bewegt, und es gehe derselbe 
in einer bestimmten Zeit von A bis ß. In demselben Augenblicke, 
wo er in A ist, erhalte er eineu zweiten Eindruck Q, so wird er 
sich dennoch nur gleichförmig und geradlinig bewegen können, 
weil der Voraussetzung zu Folge alle fernere Einwirkung sogleich 
aufbören soll. Er mag nun in derselben Zeit, in welcher er ohne 
Zutbun des zweiten Eindrucks von A nach B gegangen wäre, 
wirklich von A bis C gelangt sein. Hier kann man sich offenbar 
vorstellen, dass jener erste Eindruck /'mit unveränderter Intensi- 
tät und seiner anfänglichen Richtung beständig parallel fortbestnn- 
den, dass aber ein zweiter ebcnfalhi unveränderlicher und mit BC 
beständig paralleler Eindruck H den Körper aus der Linie AB 
weggerUckt und so durch die Linie AC geführt habe. Dieser Ein- 
druck B war in demselben Augenblicke, als der Eindruck Q t.\x P 
getreten war, also schon io A vorhanden, und die Behauptung 
kommt nun darauf zurück, dass B mit (i identisch sei, oder dass 
der Eindruck B den Körper in der Linie AD, die mit paral- 
lel ist, mit noch eben derselben Geschwindigkeit bewegt buhen 
würde, wenn der Eindruck P nicht vorhanden gewesen wäre. 

Auf diesen Grundsatz des ungestörten Fortbestehens aller Ein- 
drücke nach Intensität und Richtung ist das Parallelogramm der 
Kräfte von mehreren Heroen in den mathematischen Wissenschaften, 
namentlich auch von Mewton gestützt worden, und es folgt daraus 
unmittelbar durch die Zusammensetzung der Bewegungen, wofür 
die Regeln in 2. entwickelt worden sind. Dass wenigstens New- 
tons Meinung auf diesen Grundsatz zurückkomme, scheint mir aus 
seinen Worten unmittelbar hervorzugeben, welche also lauten: 
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Corpus viribus coujunctis diagonalem parallelogrammi eodem 
tempore describere, quo iatera separatis. 

Si Corpus dato tempore, vi aola itf, ferretur ab ^ ad et 
ri sola A, ab ^ ad C, compleatur parallelogrammum AB CD, et 
ri utraque feretur id eodem tempore ab A ad D. Nam quoniam 
vis A agit secuudum liiieam AC ipsi BD parallelam, liaec vis ni- 
bil mntabit velocitatem accedendi ad lineam illam BD a vi altera 
genitam. Accedet igitur corpus eodem tempore ad lineam BD sive 
vis A imprimatur, sive non , atque adeo in fine illius teaiporis re- 
perieiur nlicubi in linea illa Bu. Eodem argumento in üoe lem- 
poris eiusdem reperielur alicubi in linea CD, et idcirco io utriusque 
liaeae coocursu D reperiri neeesse est. 

Die Worte: nam quoniam vis A agit u. s. w. bis genitam spre- 
chen doch offenbar den obigen Grundsatz aus. Denselben könnte 
nan vielleicht dem Gesetz der Trägheit noch zur VervollstSndig^og 
bioznfiigen, wenigstens scheint er mit ihm nabe verwandt zu sein. 
Das Trägheitsgesetz, wie es oben ausgesprochen wurde, ist schon 
io dem allgemeineren der Natornothwendigkeit enthalten; was es 
über die Bewegung lehrt, folgt aus dem letzteren unmittelbar mit 
Hülfe des Satzes vom zureichenden Grunde. Daher kann kein Kör- 
per durch sich selbst in Bewegung kommen, und die einmal ent- 
standene Bewegung kann weder in Hinsicht auf Geschwindigkeit 
Doch auf Richtung von selbst eine .Aenderung erleiden. Weiler 
führt uns das Trägheitsgesetz auch keinen Schritt, wenn wir ihm 
Dicht einen bestimmteren Gehalt geben. Dieses geschieht nun da- 
durch , dass wir es auf das gleichzeitige Zusammenwirken mehrerer 
Eindrücke ausdehiien. Der Körper genügt jedem Eindrücke 
gerade durch ebeu so viel Bewegung, wie wenn dieser 
Eindruck allein vorhanden wäre, und die Regeln für die 
Zusammensetzung der Bewegung geben folglich auch 
die Normen für die Beurtbeilung zusammengesetzter 
Eindrücke. 



§. 5 . 

ln der neneren Zeit ist man jedoch meist von dieser Betrach- 
tongsweise für das Kräfteparallelogramm nbgekommen und hat da- 
für andere Demonstrationen ersonnen, die zum Theil weitläufig und , 
sehr künstlich geordnet sind, leb gluulie nicht, dass mau einen 
wirklichen Vortheil dadurch erreicht habe, um aber die Sache in 
ihr wahres Licht zu setzen , will ich mich beispielsweise auf Pois- 
sons Darstellung beziehen, zumal dieselbe nach einigen hier und 
da vorgekommeiien Aeusserungen nicht richtig verstanden worden 
zn sein scheint, und Poissnn allerdings verdient, gegen ungerechte 
Vorwürfe vertheidigt zu werden. 

Poisson setzt zuerst zwei gleiche Seiteneindrücke P voraus, 
in welrliem Kalle durch den Satz des zureichenden Grundes leicht 
folgt, dass der Körper der Linie folgen muss, welche den Winkel 
der Seiteneindrücke halhirt. Macht also jeder Seiteneindruck mit 
der Resultante R den Winkel x, so kann man setzen R=^{P,x\, 
und die erste Anfgabe ist nun, dass man zeige, es sei tf {^P,x) 

:= Hierfür nimmt Poisson nicht, wie manche seiner Tad- 

ler, etwa bloss die Willknhrliclikeit des Muasscs von P, son- 
dern mit mehr Tiefblick zugleich auch den Umstand in Anspruch, 
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dass in q>(P,a:) keine andere Grösse vorkommt, die mit 
P gleichartig ist. Da nämlich das Vcrbältniss /ttPhei jeder 
Maasseinheit doch dasselbe bleiben muss, so kann P nnr =jfy(x) 
sein. Wenn aber zur Bildung von gi{P,a;) noch eine mit P gleich- 
artige Constaiite a nöthig sein sollte, so wäre auch der ganze 
Schluss verfehlt, und dieser Umstand ist es gerade, der hier als ein 
Axiom hingestellt werden muss; denn daraus, dass ich nicht wüsste, 
woher eine solche Constanle in die Rechnung kommen sollte, kann 
ich doch nicht auf die .Abwesenheit derselben schliessen. So könnte 

p 

z. B. wohl P = P[1 sein, ohne dass das Verhält- 

niss P: H bei verschiedenen Maasseinheiten constant zu sein auf- 
liörte. Daher kommt man auch durch diese Betrachtung nicht we- 
sentlich weiter, als virenn man sogleich die Gleichung P=:P.y>(a:) 
dis ein Axiom annimmt. 

Nun denkt sich Puisson jede Seitenkruft P als Resultante 
zweier gleichen Seiteokräfte Q, welche mit P den Winkel % ma- 
chen und hat dann P= Q(p(%). Von den vier Kräften Q fallen 
zwei zwischen P und R uud machen mit R den Winkel a; — s, 
geben also in der Resultante das Glied — z); die beiden an- 

deren U. machen mit R den Winkel .r-t-z, geben also in R ein 
zweites Glied Qq>(a:-i-s), so dass R = -t- s) -i - — a) 

sein 'muss. Weil aber auch R = Pip{as')= Qq<(s)qi{a:), so folgt 
augenblicklich 



y>(x)(p(ar) = ■+• 5 p(.r — z), 

welche Gleichung nun zur Bestimmung der Form (p dient. 

Hier stossen wir aber auf die oeiden Axiome, welche den 
eigenilichen Nerv des Beweises uusmacbeu. Das erste ist das, wel- 
ches ich oben in §. 3. unter A) aussprach, nach dem anderen 
bringt jedes Kräftepaar in der Resultante ein eben so 
grosses Glied hervor, wie wenn es allein -wirkte. Sind 
denn aber diese Axiome so unmittelbar klar, dass man eine solche 
Demonstration der Newtonseben oder einer anderen ähnlichen vor- 
ziehen könnte? Allerdings muss zugegeben werden, dass der aus 
mehreren Kindrücken hervorgehende Gesammteindruck auf gleiche 
Weise gefunden wird, man mag die Combinationen zu je zwei ma- 
chen, wie man will, aber hieraus ist doch noch nicht klar, dass 
mau die Resultante jedes Paares als unabhängig von allen übrigen 
Kindrücken betrachten darf"). Muss ich aber dieses zugeben, so sehe 
ich nicht ab, wie ich dadurch gegen das Axiom in §. 4. in Vor- 
iheil kommen soll. 

Statt der naturphilosophischen Begründung hat man aber die 
Analysis Poissoiis angegriffen, an welcher ich ganz und gar keinen 
Tadel oufzufinden weiss. Denn wenn auch die Functionen cos or 



°) ln diesen beiden Axiomen liegt auch zugleich der vollständige Grund 
für die Gleichung g (P, x) = P ■ <p(x). Denn wenn der Seiteneindruck 
p ist, so sei die Residtante pk. Erfolgt dann p gleichzeitig nnial, so 
entsteht der Eindruck np‘, aber in der Resultante wird auch der Ein- 
druck gi^,niual erfolgen, und sie wird daher np.k, so dass also i; -von 
' dein Seiteneindrucke unabhängig sein muss. 
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und ^ die syiitaktUclie Eigenschaft, nach welcher 

= 5 p(ä' + ■)-♦- 5P(j» — s) ist, gemein haben, so sehe ich doch nicht 
ein, wie dadurch Poissons Demonstration omgestossen wwrrden soll. 
Derselbe spricht ganz bestimmt die Voraussetzung nus, dass in 
/l=sJ^a;), 9>(4r) ein'erlei Fnnctionsform fdr alle Wertlie von jv 
sei, and wenn man auch für diese Behauptung einen Beweis-ver« 
langen möchte, so muss man doch Poissons Demonstration nur ans 
diesem Gesichtspunkte beurtheilen. Darinteb aber hat Poisson das 
Recht, die Ausdrücke und — x) nach dem Taylorschen 

Ijebrsatze anfzulösen und für die beiden daher entspringenden q>{jp)i 

so wie auch für die beiden u. s. w. 2y(.r), 2.-^^ u. 8, 

zn setzen, und die Gleichung • - ' 

5P (.!c) 5P (x) = 9 (.zr -H ») -H 9 (a: — *) 



giebt ihm daun 



9 (») = 2(1 



^ <f{x) .dx'» ' 1.2 



d* , yto) z* 
<f\x).dx* ' i .2.3.4 



d^f'(x) 



Daraus gehf denn hervor, dass die Quotienten ü 



s. w. 



rf’ . f (x) 



von X gar nicht mehr ahhängen können. Wenn daher — — = 

Ä’9(d 
, <f(x) 

u. 8. w., unu inuiiiu 



— h'tp(a;') gesetzt wird, so folgt sogleich — — = + 6*g>{x), 
d mithin . , 



dx* 



9 (*)=2(1-'^ + 



1.2 



1 .2.3.4' 



Dieses darf nun immerhin =:2cos gesetzt werden, den n es 
bleibt jo die Freiheit, für b auch einen imagmüren Werth — 1 
zn deukeo, so dass also in der Entwickelung von cos b% alle Glie- 

der positiv werden und somit auch die Function ^ berück- 



sichtigt wird. Weil aber für xz=~ die Resultante It und daher 
auch 9(x) = 0 sein muss, so sieht man sogleich, dass 9(0) dareb 
die Function ^ nicht dai gestellt werden kann; denn die Ent- 

wickelung derselben hat für reelle Werthe von x nur positive Glioi 
der und kann daher, weil sie immer coovergirt, für solche Werthe 
die 0 nicht vorstellen. Also muss in der Entwickelung von 9(1) 
der Coefheieut b reell sein. Nach bekanuten aoalvtischen Priuci- 
pien könnte nun £=1, A = 3, b=z& u. s. w. sein, allein wenn 
man i 1 nehmen wollte, so würde man ein Gleichgewicht des 
Kräfte in solchen Fällen erhalten, wo es augenscheinlich nicht staU 
haben kann.. Es ist also 9(z) — 2cosx und daher /t=siPd cos x. 

Herr Ooctor Dippe hat in diesem Archive (ThI. III. S. 329.) den 
Beweis, so geordnet, dass er von der Voraussetzung einer gleichen 
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Fnoctionsforni für alle Wertfae des Winkels, welchen die Seitenkraft 
mit der Resultante macht, frei ist, wodurch seine Demonstration 
allerdings ein Uebergewicht Uber <lie von Puisson bekommt. Kur 
bin ich der Meinung, dass von den 0 Drundsät&en, welche Herr Dr. 
Dippe dem Beweise unterlegt, nur die beiden ersten und der fünfte 
nöthig sind, abgesehen von dem, was ich oben in Hinsicht auf 
Poissons Vortrag hvrvorhoh. ln der Gleichung 

9(dr) jp(«),= g>(ar -h a) -I- SP(^ — ») 

sind bei Herrn Doctor Dippe die Ausdrücke q>(ar), 9 >(a) u. s. w. 
nichts anderes, als eine Art unbestimmter Coeflicienten, für welche 
eben jene Gleichung die Relation uusdrückt. Setzen wir x = . 2 :, 
so findet sich, da 9 >( 0 ) = 2 sein muss, uugenblicklich 

= 1/2 — 9>(22 t ). 

Nun ist aber auch, wenn x = y(2a:) = 0, also 5p(45®)=\/*i 

= 2cos45“, daher dann = ^^21/^1 — cos 45“ =2cos(^^ , 

' ^9 0'\ * /'9 ON * 

und so folgt iillgemein »Ls;;) • Dia Allgemeinheit 

der Gleichung q>[^c) = 2cus a: knnu nun wohl auf eben die Weise 
dargethan werden, wie Herr Doctor Dippe es gezeigt hat. 



«. 6 . 

Streng genommen würde uns nicht einmal das Parallelogramnr 
zweier Eindrücke, auch wenn es noch so streng bewiesen wäre, 
zu einer vollständigen Begründung der Bewegungslehre fuhren, 
denn es giebt ja noch gar keine Ausführung für den Pall, wo mehr 
als zwei Eindrücke Zusammenwirken, wenn man nicht annimmt, 
dass jedes beliebige Paar durch eben den Gesammteiodruck sieb 
ersetzen lasse, wenn es allein vorhanden wäre. Dieser Satz ist 
aber eine nothwendige Folge von dem in §. 4. sufgestellten Axiom, 
so dass also durch dieses die vollständige Entwickelung der Bewe- 
gungslebrc vermittelt wird. 

I)ie meisten Beweise für das Kräfteparallelogramm oder viel- 
mehr alle, die von dom Poissonschen sich nur in der analytischen 
Behandlungsweise unterscheiden, machen jenen ersten Satz zur 
Voraussetzung. Hier meine ich aber diese Darstellungen verzüglicb 
desshalb tadeln zu müssen, dass sie gar keine Auskunft darüber 
geben, wie weit denn jener Grundsatz für die Deinnnstrationeii des 
Kräfteparallegrnmmes ansreirhe, und dass man nicht ins klare 
darüber kommt, ob die zu Hülfe genommenen Axiome auch sämmt- 
lich nothwendig waren. Der aus mehreren Eindrücken bervorge- 
hende Gesammteiodruck muss nach dem Gesetz der Natnrnotliwen 
digkeit vollkommen bestimmt sein, sowohl nach Intensität als auch 
nach der Richtung. Indem ich nun annebme, dass für zwei belie- 
bige Eindrücke derjenige Gesammteindrnck sich setzen lasse, den 
sie hervorbringen müssten, wenn sie allein wirkten, so. genügt al- 
lerdings das Parallelogramm der Bedingung, dass bei je&r Combi - 
nation derselbe Totaleindruck erhalten wird, aber es wäre ja auch 



Digiti’;:i ^OOglc 




317 



vrohf möglich, dass nur daa Parallelogramm dieser Bedingang ge- 
Bsgte, uad hierüber erhält man keine Ansknnft. 

Nun ist aber gleich klar, dass jenes Axiom nicht unmittelbar 
inm Kräfteparallelogramra führen kann, denn es wäre wohl mög- 
lich, dass nicht der Totaleindruck selbst, sondern eine gewisse 
Fonction desselhen aus eben solchen Functionen der einselneo Bin- 
driicke nach dem Parallelogramm sich ableiten Hesse, wie wenn 
aan z. B. die mte Potenz der Resultaote aus den mten Potenzen 
der Componenten durch das Parallelogramm finden müsste. Wenn 
aber der Satz von der Summirung gleich gerichteter Eindrücke noch 
itt Hülfe genommen wird, so ist auch das Kräfteparallelogramm 
vollständig begründet. Man muss nämlich das Princip des §. 4. 
wenigstens für einen besondern Fall buben. Ich ordne nun den 
Bewefs so; 

1) Wenn mehr als zwei Eindrücke auf einen Körper wirken, 
so kann maii, um den Gesammleindruck zu erhalten, für jede be- 
liebige zwei denjenigen Totaleindruck setzen, den sie erzeugen 
wnrden, wenn sie allein wirkten. 

2) Zwei gleiche entgegengesetzte Eindrücke beben sich ver- 
möge des Satzes vom zureichenden Grunde auf^ wenn sie allein 
wirken, also auch nach 1) in der Zusammenwirkung mit beliebigen 
anderen Eindrücken. 

Wenn zwei Eindrücke einen Winkel mit einander machen, so 
folgt der Totaleindruck der Richtung keines von beiden, aber seine 
Richtung fällt immer in die Ebene der Seiteneindrücke. 

Hieraus folgt mit Noihweiidigkeit, da.cs wenn zwei Eindrücke 
anf einen Körper wirken, deren Richtungen io dieselbe Gerade fal- 
len, die Richtung des Gesammteindruckes auch noch in diese Gerade 
fallen muss. Denn wenn die Eindrücke <r, — a und 6 nach dersel- 
ben Geraden wirken, so ist der Gesammteindruck & und fällt in 
dieselbe Gerade, da a und —a sich heben. Verbindet man nun 
erst b mit — a, so sei % der Totaleindruck und es mache derselbe 
mit der ersten Richtung den Winkel 9 ), wenn er mit ihr nicht zn- 
saoimenfallt. Indem man nun wieder % mit a verbindet, entsteht 
oacli'l) der Eindruck b, dessen Richtung mit der von a znsammen- 
fallt. Daher kann auch nach 3) z mit a keinen Winkel machen, 
oder es ist (p = 0. 

4) Wenn zwei gleiche Eindrücke unter einem beliebigen Win- 
kel gegeben werden, so fällt die Richtung der Resultante alle- 
nal in die Linie, welche den Winkel der Componenten halbirt, ent- 
weder nach der einen oder nach der anderen Seite vom Scheitel. 
Dieses ist schon durch den Satz des zureichenden Grundes' klar, 
obtehon sich noch eine Art Beweis geben Hesse. 

9 ) Wenn zwei Eindrücke nach einerlei Richtung gegeben wer- 
den, so ist der Totaleindruck der Summe beider gleich und folgt 
derselben Richtung. 

Daher muss notjiwendig die Resultante zweier Eindrücke, die 
Dach entgegengesetzten Riclitungen gegeben werden, der Differenz 
beider gleich sein und der Richtung d^es Grösseren folgen. Denn 
bat man die Eindrücke 6, a und — 0 , so ist b die Resultante. Ver- 
bindet man aber erst b und 0 , so entsteht A-f- 0 , und wenn noch 
— o dazu kommt, so entsteht wieder b, d. h. (A-t- 0 ) — 0 . 

Nach dieser logischen Spielerei komme ich zur Demonstration 
des Parallelogrammen der Eindrücke. Man habe drei Eindrücke 
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o. Iß, e^'iMd cs sei ^ der Winkel zwischen a und 6, y der twi- 
seben b und c. Welche Grösse und Richtung nun der aus a and t 
unter dem Winkel. entstehende Kindmck r auch haben mag, so 
lässt sich doch beides immer durch die Diagonale eines Parallelo- 
grammes erhalten , wenn man nur die Componeuten a und b gehö- 
rig abäniiert, ohne dass man desshalb anch statt des Winkels x 
einen andern zu setzen genötbigt ist. Gesetzt man müsse ato 
statt a und statt b setzen und es mache r mit b den Winkel 
t, so ist 

r sin l=ma sin x 
r cos/=<»a! cos x-\-mtb. 

Indem wir ferner r und c untdr dem Winkel l-\-y verbinden, un 
den Totaleindrack .A.rdr alle drei Compoaenten zu erhalten, müsse 
man, um nach dem Parallelogramm 'zu rechnen, sn,r statt r nst 
m^c statt c setzen. Macht R mit c den Winkel so hat man 



«) 



R sin g=.m^r sin(/-|-y) 

R cos g— m^r cos(/ y) _f- m^c 

oder wenn man sin(/-f-y) und cos(/-|-y) auflöst und statt rsin/ 
nnd r cos / ihre Werthe aus 6) setzt: 



7) 



I /t sin g=mta^a y) + m,m^b sin y 

}R cos mm^a coa{x •+■ y) + m,m,b cos y-\- m,e. 



Wir ändern nun die Ordnung der Verbindung. Indem c nnd i 
nnterk dem Winkel y verbunden werden, entstehe der Eindruck; 
•ad es mache derselbe mit b den Winkel >U Muss nun /uc und ftji 
statt c nnd b gesetzt werden, um nach dem Parallelogranim lo 
rechnen, so ist 

ip sin X:=f*c sin y 
Jp cosA = )uc cos y-t-fj,,b, 

und indem wir wieder p und a unter dem Winkel verbinden 

nnd, um nach dem Parallelogramm zu rechnen, ju,p und statt 
p and a setzen, erbalten wir, wenn R mit a den Winkel y osacht; 

/{ sin ^ = jo,p sin(X-|-^) < 

R cos;' = /i,p cos(X-|- jc) -|-/u,a, 



woraus mit Hülfe von 8) folgt: 



9 ) 



I R sin y =jUjU,c . sin(a:-{- sin x 
R cos Y = . cos^x y)~\-(!,,(f,^b cos x + y>^a. 



Weil aber y j= -f- y — g-, so findet man aus 9) nach dem bekano- 
ton filiminationsverfabren: 



' 10 ) 



i R sin g = (if^a sin(.r-|-y)-l-/u,/u.,Ä sin y 

R oosgssi(*^m..coa{x~hy) ri-f»,ft^<eoay’^T(titte. 
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Aus 7) und 10) folgen nun die beiden Gleiohnnpfe«, welche die Be- 
dingpDg ausdriicken , dass noch beiden Combinationsfolgen doch 
einerlei GrSsae and Richtung der Resultante herauskommen muss, 
Dämlicb; 

»»»»,flrcos(:r+y)+«i,«»,ÄBiny =/t,«8in(Ä^+y)-|-/a,ja,Äsiny 
+w,c 

Die weiteren Bestioirnnngen aber geben ans der anderen Bedingung 
in Grandsotz 1. hervor, dass nämlich die Grösse und Richtung der 
Resultante zweier Eindrücke von allen noch gegebenen Eindrücken 
nsabbäligig sein soll. Dieser Bedingnng wird nur dadurch gpenngt, 
wenn in den Gleicbnngen 11) die Coefficienten ' gleicher Sinus und 
CosiuuB gleich msd, nämlich wenn M,ssa=/»,ja, und 

m, = /u/a, ist. Om aber dieses zu heweisen , müssen wir noch 
einen vierten Eindruck d zugeben, 'welcher mit e den Winkel % 
machen mag *). Dm für diesen Pall den Totaleindrnek P zu er- 
hallen, hat man R and d unter dem Winkel x-i-g zu verbinden. 
Es mache P mit d den Winkel h und man müsse, um nach dem 
Parallelogramm zu rechnen, m^R statt R und m^d statt d setzen, 
SD bat man 

/* sin h^zzm^R nn {x-y g). 

Löst man hier sin(s + ff) auf und setzt statt R sin g und R cozg 
einmal die Werthe aus 7 ), dann aber auch aus 10), so findet sich: 

Pain ^=W 4 f»j»»,asiD(.a:-|-y-|-») m,«»,«^8in(y-f-a)+as,C8in;s) 

lind 



Psin/ = «,(/«, asiu(/r*l“y-|-*) -|-ju,ja,Äsin(y-+-s) -l-/tt/t,csiD*). 
Darum hat man aber ' 



12 ) 



I 

1 mm^a sin (.r-f- y+ *) + sin (y-l-at) -|- »i,c sin x 

( = sin -f- y -f- x) -t- sin(y + *) + /*ji*,csin » 



ind diese Gleichung gilt für jeden Werth von x. Da aber kein m 
ind /u nach Grundsatz 1. von x abhängt, so müssen die CoefQcien- 
en gleicher Sinus nothwendig gleich sein. Denn wenn man auch 
innebmen wollte, es wäre dem nicht so, so könnte man doch x so 
välilen, dass z. B. 



mm,a sin (jc y-l-a) -+- sin (y-t- ») 
= g,a ün(a:-i-y-i-x)-hg,i*t6 sin(y-f-a) 



*) Es würde fainreichen, die erste der Gleicbnngen 7) mit cos z, die an- 
dere mit sin x zu mnlcipliciren und die Producte zu addiren und das- 
selbe Verfahren auch bei den Gleichungen 10) anzu wenden. Ich wählte 
statt dieses Calculs die obige Darstellung, um zugleich seine Beziehung 
zur Sache nachzuweisen. 
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wQrde; muD braarbte our 

_ _ (mm,~n,)a Kin(x-f-y)-t-(a»,at, — ju,A«»)A sin y 
® (mm, — ft,)a cos(x-j-y) coijf 

lu DehmeD. Aber daan würde doch /u/u, = /u, werden, und da 
der Werth von % auf alle m und u keinen Einfluss hat, so ist die 
Gleichung allgemein. Durum ist nun ^ 

13) = 

und dieses sind die Gleichungen, welche der Grundsatz 1. bedingt. ' 
Ich verlasse aber jetzt die allgemeine Betrachtung, weil es meine 
Absicht nicht ist, diesen Aufsatz mit weitläufigen Recbuungea ti ' 
füllen, leb bringe vielmehr sogleich den Grundsatz 5. in Anwenduir, I 
und setze zu dem Bebufe den Winkel oe=0, um b in die Rieb- 
von a zu bringen. Alsdann ist a-\-b die Resultante von a und 1 
und es ist dessbalb sa = m, =1, so dass die Gleichungen 13) in ^ 
folgende übergehen: 

14) *a, 

Darnach ist — =^. Nehme ich aber noch c = b, so wird intb 

i“ . . 

Grundsatz 4. notbwendig /u, =/s und daher «>, = »>,. Davon ut 
der üinu folgender: Bringt man an den beliebigen Ein- 
drücken m^b und b, die unter dem beliebigen Winkel i 
y wirken, die Pactoren t», und so, an, um die Resultante j 
nach dem yarallelogramm zu berechnen, so ist allesisl 
s», =m,. Darum ist auch /u, io allen Fällen und 
und die Gleichungen 14) liefern folgende: 

, «f, und *»,=/*/*„ 

woraus /u, = «>,=/» = 1 folgt Hiermit ist aber das ParallelO' 
gramm der Eindrücke vollständig bewiesen. 

Ich habe diesen Beweis nicht in der Meinung abgefasst, nm 
damit meinen Vorgängern den Rang abzulaufen; meine Absicht gskt 
vorzUfflich nur auf die Erörterung der Priocipien der Wissenschaft. 
Für uiessmal schliesse ich aber die Betrachtungen, um sie bei der 
nächsten Gelegenheit weiter fortznführen. 
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xxu. 

Lösung einer interessanten geometrischen 
Aufgabe. ' 

Von dem 

Herrn Professor Hessel 



\ in Marbui^. 



Aufgabe. 

Eg ist gegeben ein Winkel A (Taf. IV. Fig. 3.) und ein 
?unktat, der zwischen dessen Schenkeln irgendwo lie^t; 
BSD soll die gerade Linie OTCTM ziehen, welche die klein- 
ite der Linien ist, die durch den Punkt a so gezogen 
rerden können, dass sie ihre Enden', wie m und a, in 
len Schenkeln von A haben. 



Auflösung. 



Es sei, in Taf. IV. Fig. 4., A der gegebene Winkel und a der 
gegebene Punkt, wie in Taf. IV. Fig. 3. Man ziehe zuerst durch 
» die K’aK so, dass AK'a = AKa = ä(= 00® — ^A) ist. 
lierdnrch wird AK' = AK. Man ziehe ferner durch a die iap 
ienkrecbt zu aK und- die la^ senkrecht zu AK’. Der Winkel 
Van, den die gesuchte Linie man mit K'aK macbt, heisse 9), und 
lie Winkel Anm und Amn mögen mit n und sd' bezeichnet wer- 
CD, Es is| dann « = ^ + 9> und m-=.k — 9, und man hat: 

aq gg 

' ««» sin sin — y)’ 

o\ _ "P — gP . 

' sin »< ■ sin 

ilso 



g» 



• g»» = gse g» = + sin (ifc + y)- 

: % 

)as Differenzial von mn, wenn 9 veränderlich ist, wird elso sein 

• V j /ay.cos(^— y) gp.cos(A + y) 

^ ■ \ sinfifc — 9>)* sin(4+y)* 



'etzen wir den Differentialquotieoten 



d.tnn 

d<f 



= 0, so ist 



21 



TkcU V. 




$22 



oder 



5) 



07 . COS m ap ■ cos n 
sin sin n* 



6 ) 



ag 



cot m = 



ap 



. cot w, 



und miin erhält, wenn man statt und statt deren Wer- 

the aus 1. und 2. setzt (während man ohne diesen Kunstgriff zu 
verwickelten Ausdrücken kommt), die äusserst einfache Gleichung: 



oder 



7) am .cot mzsaan. cot n 



8 ) am : an = cot n ; cot m. 

Wird nun senkrecht zu mn angenommen , so ist m* : n» 

=cot «n:cot »; es muss also 



also 



9 ) ms : n* = an: am, 



(m» -|- ng) : ns = {am + an) : amj 



also, da ms -t- ns =z am -|- <ta = mn ist, auch 



mithin auch 



10) am =r ns. 



an=.ns 



sein. Han hat sonach zur Bestimmnng des Punktes mitkin, di 
a gegeben ist, zur Bestimmung der Lage der gesuchten Linii 
msssn, folgende zwei BestimmuugsstUcke: 

I) s liegt so, dass L. *>sA ein rechter Winkel'ist; 

II) s liegt in der durch a gebenden gesuchten Linie man so 
dass ns — am ist. 

Der ersten Bedingung entsprechen die Punkte des Halb 
kreises aspA Uber dem Durchmesser Aa. 

' Der zweiten Bedingung genügen die Punkte der Hyperbe 
a"'as’a"soa' *) , welche Aa und A£' zn Asymptoten hat um 
durch den Punkt a gebt; und diese ist gentäss der Gleichung 
ns’ = am', in welcher n’s' und er»*' die betreffenden Stücke jede 
willkUhrlichen , durch a gelegten , die Byperbel as's in den zwe 
Punkten a und s' schneidenden Linie m'n' bedeuten, sehr leicht zi 
construiren. 

Der Punkt s in der gesuchten Linie masn ist also dei 
Dnrcbschnittspunkt jenes Kreises mit dieser Hyperbel. 

Da opn allgemein für jede durch 0 gebende Libie asW' naci 
den Gleichungen 1. und 2. 




np 

sm {k-h<f'y 



I 
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so ist der rerätaderliche Radius a» der hier erwäbateo Hyperbel 
bestimmt durch die Gleichuog 

11 s g/» gy 

' sin(A + y') sin(lr — y')’ 

KO r' den veränderlichen Winkel bedeutet, den mit der Basis 
Ä'A" des prleichscheuklicben Dreiecks AK'K macht. 



XXIU. 

Zur Tüeorie der Kegelschnitte. 

Von 

Herni C. Adams, 

Lehrer der Mathematik an der Gewerbscbule zu Winterthur. 



Herr Dr. Schlömilch zu Jena beweist im 3ten Bande des Ar- 
ibirs S. 386. einige Sätze von Sechsecken , welche in oder um 
tinea Kegelschnitt beschrieben sind. Seine Beweise stützen sich 
uf die Theorie der projektiviscben Gebilde, auf jene schönen Sätze, 
reiche Steiner in seiner „Abhängigkeit geometrischer Gestal- 
tco” io strenger systematischer Folgerichtigkeit entwickelt bat. — 
El durfte nun für die Leser des Archivs nicht uninteressant sein, 
lor Vergleichung der verschiedenen Methoden in der Beweisfüh- 
tiDg dieselben Sätze auf andere Weise, nämlicb mit Hülfe der 
Transversalen bewiesen zu sehen, sei es auch nnr, um auf die 
^Richtigkeit dieser Lehre von Neuem aufmerksam zu werden. — 
hie Sätze, die ich als bekannt voraussetze, und deren Beweise in 
Carnot, Poncelet, Steiner, Plückers analytisch geometrischen Knt. 
rickelungen oder auch in meiner eigenen ,, Lehre von den Trans- 
’erialen’’ nachgesehen werdea können, sind folgende: 

1) Wenn die .Seiten eines Dreiecks oder auch ihre Verlänge- 
rugen voa einer beliebigen geradlinigen Transversale geschnitten 
*^ 60 , so theilt diese Transversale jede Seite des Dreiecks in 
ivei solche Abschnitte, dass dos Product aus drei nicht an einan* 
^ liegenden Abschnitten gleich ist dem Producte der drei anderen. 

2) Umgekehrt werden auf zwei Seiten eines Dreiecks und der 
Ttrlängernng der dritten Seite oder auch auf den Verlängerungen 
dhr drei Seiten drei Punkte so angenommen , dass das Product 
“i drei nicht an einander liegenden Abschnitten der Seiten gleich 

21 “ 
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ist dem Producte der drei andereo, so liegcu diese Ponkte in gert' 
der Linie. 

'3) Wenn zwei Dreiecke eine solche Lage haben, dass die Va- 
hindungslinien ihrer Kckcn je zwei und zwei in demselben PaotK 
zusammeolaufen , so liegen die UurohschnitU|iunkte ihrer entspre- 
chenden Seiten in gerader Linie. 

4) Umgekehrt, wenn zwei Dreiecke eine solche Lagfc haben, 
dass die Durchsebnittspunkte \on je zwei entsprechenden Seiten ii 
gerader Linie liegen, so schneiden sich die Verhindungslinien ihrer 
entsprechenden Ecken in einem und demsclhen Punkte. 

5) Wenn die Seiten eines Dreiecks von einem beliebigen Ke- 
gelschnitte geschnitten werden, so entstehen auf jeder Seite der 
Ahschnitle, welche eine solche Beziehung zu einander haben, dies 
das Product der einen Hälfte gleich ist dem Producte der anderer 
Hälfte, vorausgesetzt, dass in einem und demselben Pmducte nicli 
solche Abschnitte Vorkommen, welche einen Punkt des Kegelscbnitu 
zum gemeinsamen Endpunkt haben. 

6) Der Durchschnitt zweier Polaren in Bezug auf irgend eiixE 
Kegelschnitt ist der Pol für die Verbindungslinie der Pole jeorr 
Polaren. 

7) liegen mehrere Punkte in gerader Linie, so schneiden siel 
ihre Polaren für irgend einen beliebigen Kegelschnitt in einem iii! 
demselben Punkte, dem Pol jener Geraden. 

8) In jedem einem Kegelschnitte einbeschriebenen Seebserke 
liegen die drei Durchschnittspunkte der gegenüber liegenden Sei- 
ten in gerader Linie. 

9) In jedem einem Kegelschnitte umschriebenen Sechsecke schnei- 
den sich die drei Diagonalen, welche die gegciiUher liegenden Eckei 
verbinden, in einem und demselben Punkte. 

Die Lehrsätze des Herrn Dr. Schlömilch sind nun folgende; 

I) Wenn man in einem dem Kegelschnitte einbeschriebeoei 
Sechsecke ABCDEF die drei Hauptdiagonalen AD, BE, Ct 
zieht , von welchen eine jede das Secnseck in zwei Vierecke tbeill, 
und sodann in diesen Vierecken die der Hauptdiagonale des Seebt- 
ccks gegenüber liegende Seite bis znm Durchschnitt mit dieser Dia- 
gonale verlängert, so erhält man sechs Durchsebnittspunkte AT, 

?*', M", X", P"^ von denen sowohl die drei ersten als die dm 
letzten in gerader Linie liegen. 

Beweis. Taf. IV. Fig. 5. Man betrachte drei nicht an eioas- 
der anstossende .Seiten AB, CD, EP einzeln als Transversalti 
des Dreiecks al/c, so hat man nach Lehrsatz 1.: 

■alW . öA . cB = aB . blU ’ . eA 
aC .bD .cP' aP’ .bC ,cD 
aP . bN' , cE == aE . bP , cX', 

Multiplicirt man diese drei Gleichungen in einander, so erhält man: 

(1) aM'.bX’.cP'.aC-aP.bA.bD.cB.cE 

= aP " . b!U ' . cX'.aB . aE . bC . bP. cA.cD. \ 

1 

Nun ist aber nach Lehrsatz 5.; '' ^ 

(W) aC.aF.bA.bD.cB.cE=zaB.oE.bC.bP.cA.cD. 
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Diviilirt man (I) durcL (II), so erhält man: 

alH' . &X' . cP' = aP' . bM' . cA 

Da nun die Punkte M’, A', /*' einzeln auf den Seilen des 
Dreiecks abc liegen, so sind dieselben nach Lehrsatz 2. in gerader 
Lioie. Ebenso wird bewiesen, dass die Punkte lU", A", P' in ge- 
railer Linie liegen. 

II) Die Gerade iMA, welche nach Lehrsatz 6. die Durchschnitts- 
puDlle der drei Paare gegennber liegender Seiten verbindet, geht 
zotleich durrh den Durchschnitt der ini vorigen Lehrsätze erwähnten 
Dfraden A/'A' und M"A". 

Beweis. Bezeichnet man die Durchschnitte von BE und CF^ 
IP und DE, AB und CD einzeln mit a, d, f, so sind wegen 
lies einbeschriebenen Sechsecks AFCDEB diese Punkte in gcra- 
iler Lioie (Lehrsatz 6.). In denselben drei Punkten a, d, f schnei- 
iei sich zugleich die Seiten der Dreiecke M'M"M und P P'' P\ 
uitliiD gehen nach Lehrsatz 4. die Verbindungslinien ihrer Erken, 
I. h. die Geraden M' P', M"P, MP, durch einen und denselben 
Poskt. Denkt man sich durch die Ecken des Sechsieeks ABCDEF 
TiDj^enlen an den Kegelschnitt gezogen, so erhält man ein um- 
kbriebenes Sechseck, aas mit dem cinheschriebenen im Verliältniss 
br polaren Reciprociiät stpht; die Anwendung der Sätze 6. und 7. 
iif die beiden letzten Sätze führt demnach zu folgendem Satze; 

III) Wenn man in einem dem Kegelschnitte umschriebenen 
iteksreke die gegenüber liegenden Seiten verlängert, bis sie sich 
eazeln in drei Punkten durchschneiden , und man zieht von jedem 
litaer Durchschnittspunkte Gerade nach den beiden übrigen Ecken 
In Sechsecks, so schneiden sich von diesen sechs Geraden drei 
itd drei in einem und demselben Punkte, und diese beiden neuen 
Piakte liegen mit dem Durchschnitte der drei Hauptdiagonalen des 
Stcbjecks (Lehrsatz 9.) in einer und derselben Geraden. 

II) Verlängert man in einem dem Kegelschnitte einbeschriebe- 
hd .Sechsecke diejenigen Diagonalen, welche von demselben ein 
brtleck ahsebneiden, und bestimmt die Durchschnitte Q, B, S je 
ivticr gegenüber liegenden Diagonalen dieser Art , so liegen je 
ivti dieser Durchschnitte mit einem der Durchschnitte M, A, P 
br Gegenseiten des Sechsecks in einer und derselben Geraden. 

Beweis. Da die Durchschnitte g, a, h der Gegenseiten des 
Itcksecks ACFDBE in gerader I,inie liegen, so haben die Drei- 
*^tEFA und BCg die in' Lehrsatz 3. bezcichnete fmge; mitltin 
bpeo nach demselben Satze die Durchschnitte A, B, Q ihrer ent- 
‘P'tcbenden Seiten in gerader Linie. — Eben so wird bewiesen, 
lus die Punkte 

M, U, S 
P, B, S 

tiatels in gerader Linie liegen. 

Die Anwendung der Satze B. und 7. auf IV) führt noch zu fol- 
Roiitin Satze: 

V) Verlängert man in einem dem Kegelschnitte 'umschriebenen 
ktcksecke die erste, dritte und fünfte Seile, bis sie unter sich ein 
llttieck bilden, eben so die zweite, vierte und sechste Seite, bis 
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auch diese ein Dreieck bilden so scbueiden sich die Verhinduogs- 
Huien der gegenüber liegenden Ecken dieser Dreiecke je zwei und 
zwei auf den drei Diagonalen des Sechsecks. 

Der Beweis dieses Satzes kann anch direkt aus dem Brian- 
cbon’schen Satze (Lehrsatz 9.) hergeleitet werden. Siehe meine 
Lehre der Transversalen , Lehrsatz LXXXIII. 



XXIV. 

lieber die Reihen, welche den Cosinus und 
Sinus durch Potenzen des Bogens 
ausdrücken. 

Von 

Herrn Doctor O. Schlö milch, 

Privatdocenten an der Universität zu Jena. 



ln den Supplementen zu Rlügels malbematiscben Wörterbuch 
gründet der Berr Herausgeber des Archivs den Beweis der Reihen 



X* X* 

COS^=l-j^+j-2^. 



sin X •. 



1 1 . 2.3 ' 1 . 2 . 3 . 4. 5 

anf die folgenden rein goniometrischen Sätze: 

COS a© = a, — aj(2sin ^©)*cosJ0+a4(2sini@)‘*cos^0 — .. 

— a,(2sin^0) sin-J0-|-a,(2sin^©)’ sia|0— ,. 

sin a0=: a,(2sin ^0) cos \& — a,(2sin i©)* cos J0 

— «,(2sin ^©)*sin|0 +» 4 ( 2 sin 1©)* sin J0 — .... 



(I 

( 2 ) 



in welchen n eine positive ganze Zahl sein muss und m„, a,, a 
u. s. w. die Binoniiulcoefficieuten des Exponenten n bedeuten. l)i< 
ser Beweis der Cosinus- uud Sinusreihen bat die grossen Vorziig 
ebenso wohl von der Anwendung imaginärer Grössen, als von di 
Methode der unbestimmten Coefficienten frei zu sein, sobald mo 
«Uc Gültigkeit der Gleichungen (I) und (2) auf elementarem Wep 
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DBcfagewieseD baL Die«» geacbiebt-it. a. 0. aiittelBt de« Schlusie« 
ton » auf »+1, welcher oei aller Evidenz doch das Unangenehme 
bat, dass: man nicht weiss, wie man zu jenen Gieichnngen gelangt 
ist. Es dürfte daher nicht überflüssig- sein , eine elementare :bblei- 
iDDg derselben mitzutheilen. ^ ^ 

In einem früheren Aufsatze über die' Binomialcoefflcienien, Ar- 
chiv I. Tbeil, S. 431. n. f. habe ich gezeigt, dass man auf elemen- 
larem Wege, durch ein Verfahren, welches mit dem der Differen- 
lenrechnnng Aehnlichkeit bat, zu folgenden Gleichungen gelangen 
bann: 

2c 08 o:)" .cos mx = cos 2«.r -+- m , cos (2*s — 2)x 

-1- «J, co8(2fls — A)x + . . 

ider, weil Mo = mn, «n, = 3 u. s. w. ist: 

(Jcos x)** cos mx = (w„ -t- «I, cos 2x + 1 », cos Ax -|- . . . . (3) 
und ebenso: 

(2cosar)" sin mx = «», sin 2x -4- sin Ax -H m, sin Qx + . . . . (4) 

7t 1t 

welche für x = — ^ — in die folgenden übergehen: 

I 

(2ain cos w, — cos » + s», cos 2« — .... (5) ,, 

(2sin sin — = «ia, sium — «», sin2w-|-»», sinSo — .... (6) 

In der Reibe (5) setzen wir nun m successive =0, 1,2, 3.... bis 
zu einer beliebigen Zahl » und multipliciren die entstehenden Glei- 
chnngen mit — "u — », u. a. w, i so kommt: 

**0 — “I“ "o • I ■ 

— e,(2sin.^«) sin|« = — «,(lo — l,cos») 

— a,(2sin 4*»)* cos|m = -f- Mi(2o — 2, cos « 2, cos 2«) 

+ e,(2sin4w)* sin |w = — «»(3o — 3, cos« -4-3, cos 2» 

— 3, cos 3«) 

4- «4(2siD I«)* cos4« = -4- »«{4, — 4, cos «-4-4, cos 2« 

— 4, cos 3» -4- 4, cos 4«) 

± «,(2sin 4«)" cos = =t ««(«, — «, cos « -4- «, cos 2« 

— . . . . dr «n cos ««). 

Wenn wir Jetzt Alles addiren und die Glieder auf der rechten Seite 
uach den Coainua ordnen, so, wird: 
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»„ — »,(2sin ^«)* cos ?•» -+- ««(Ssin coi |t> — 

— M,( 2 sin i») sin |« •+• M,( 2 sin 4«)’ sin |«i — l . 

= »„ — », -I-»», — 1», + I 

+ C 08 «(»,.1, — «,.2. + «,.3, — »«.4, +....)[ (7) 

■+• cos2k(m, .2, — n, .3, -+- »,.4, — »t *5, 

-+- cos3ti(M, .3, — .4, + M, .5, — », .6, 

•t- cos nu.Mn.»n I 

Der Coefficient eines Cosinns cos pu, wo p eine positive ganze Zahl 
ist, würde sein 



»P'Pp — *>p+l{p -t- l)p ~i- f>p+2{/> -h ^)p — ( 8 ) 



Die Summe dieser Reibe ist sehr leicht zu finden. Man bemerke 
zunächst^ dass für ganze positive m und r immer mr = a<n— r, mit- 
hin die obige Reihe auch gleich der folgenden ist: 

»p-Po — "p-t-i[p -+- l)i -H «p+s(p -4-2), — .... 

Drückt man hier ttp+i, np^ u. s. w. durch ttp aus und setzt für 
Poy (/'+l)i> ( a * + 2), u . s . w . ihre Werthe, so ist unsere Reibe 
auch 



= np[\ 



= np{\ 



n — p p-t-1 (n — p)(n — p — l) (y-H2)(y-«-l> 
p-t-1’ I (p-t-l)(p-t-2) • 1.2 

n—p (n—p)(nT-p — l) 

1 1.2 ' 



Die Grössen innerhalb der Klammer sind aber nichts Anderes, alt 
die successiven BinomialcoefScienten des Exponenten m — p. Dat 
Aggregat derselben mit wechselnden Zeichen genommen ist Null 
sobald n~^p ist. Wir haben daher auch in (8): 



fi = np .pp — ttp+\{p -f- l)p + np^{p + %)p — n'i^p, 

Substituiren wir diese Resultat in die Gleichung (7) für ^ 0 
1,2, 3, — 1, so findet sich, dass die Coefificienten von cos 0» 
cos», cos 2», .... cos (w — 1)» sämmtlicb =0 sind. Der Coeffi 
cient des letzten Gliedes dagegen, worin n = p ist, wird 1, um 
folglich geht die Gleichung (7) in die einfachere über: 



»„ — «,(2sin -J«)“ cos |tf ~j- »^(2sia in)* cos |s« — . . . . 

— M,(2sin i«) sin + »,(2sin -J»)’ sin |» — 

== cos nu 



(9) 



Behandelt man ebenso die Gleichung (6), so ergiebt sich: 
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M,(2siD j«) CO« {«I — «,(2 md j«)* coa|«i — . . . . 

— i«,(28io |w)* sin Jw + « 4 ( 2 sin |m)* sin yW — .... 

= «in m* 

Diese Gleicbnngen sind es, deren Ableitnng ge^feben werden sollte 
und welche tiir n = 0 in die a. a. 0. gebrauchten übergeben. 

Die Kntwickelnog der Cosinus und Sinusreiben aus denselben 
ist in kurzer Andeutung folgende. Man nehme in Formel (9) ou 

=:x, also und setze diess io die Wertbe von 

m ( m — 1) «i(w — I) (w — 2) 

»I — 1 . *** — 12 ’ **• — 1.2.3 

so wird: ^ ' 




, xfx — M)/2sin j«V 
cos ä: = 1 FT^ 

. a:(ar — u){x — 2fc)(x — 3i<V2sin 

■*" 1.2. 3. 4 V M / cos,» — ... 



X /2«in jttN . , 



x{x — u) (j: — 2»)/2sin4»V 

17273 V'TT'/ 8in,f»— .... 



Dabei sind a? und u im Ganzen beliebig und nur der Bedingung unter- 
worfen, dass eine ganze positive Zahl ist, welche aber von will* 
kölirlicher Grösse sein kann. Zugleich ist klar, dass die Reihe nm 

X t ' 

so mehr Glieder haben wird, je kleiner w, d. b. je grösser — ist. 

Die Reibe (9) bat nämlich »-I-1 Glieder, folglich die obige 1 > 

Glieder, eine Anzahl, die immer znnimmt, je kleiner » wird. Las- 
sen wir endlich u zur Gränze 0 übergehen, so ist 



, . 2sin 4u , . sin 4« 
Lim — = Lim - — ^ ' 









folglich auch 






ferner haben wir dann 



cos|v=cosj» u. B. w. . . 
sin jw = sin u. s. w. . . 



= 0 , 



und wenn wir auch in den CoefiGcienten u = Q nehmen; 

.. ( 11 ) 



co»^ = l-f2+I7Ä7ü 



Dflitized by Google 




330 



und diese Reihe ist jetct eine uoendlicbe,' «seil die Giiederanzahl 

— + 1 unendlich geworden ist. 

Durch Anwendung des nämlichen Verfahrens auf die Gleichung 
(10) erhält man ebenso leicht: 




sin ai-= 



X 

1 



X* ' , X* 

1.2.3 1 .2.3.4.S ~ • 



... ( 12 ) 



Im systematischen Vortrage der Analysis bietet die vorige Dar- 
.stelluug den Vorlheil dar, doss sie den natürlichsten Uebergangs- 
punkt in das Gebiet der imaginären Grossen bildet. Mao kennt 
schon die Reihen 



ettx e — ax 



1.2 



tt'X* 

1 .2.3.4 



eftx — «— «X 

2Ö ■ 



a^x' 

1.2.3 



+ 



1.2.3.4.S ' 



und braucht in denselben nur a=l/' — 1 zu nehmen, um sogleich 
zu den Formeln zu gelangen: 



= cos a;, 



2l^— 1 



: sinx. 



aus welchen man wieder die folgenden}: 

I V. 

tx^—l = cos X -t- \/ — 1 sin x:, ' = cos x — V/ — 1 sin x 

« 't .1 ^ 

.abieitet. Setzt man hierauf (tx für /u, so ergiebt sich ganz allge- 
mein für jedes (t, die Gleichung: 

(cos X ± \/ — 1 siu x'i^ = cos HX rt 1/ — 1 sin /itx:, 

von der man gewöhnlich auszugehcu pflegt, um die Cosinus und 
Sinusreibe aufzuGnden. 
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XXV. 




Nachtrag zu der Abhandlung Thl. V. No. XVIll. 



Herrn Fr. Seydewitz, 

Oberlehrer aiu Gyiiiiiasiiiui zu Heiligenstailt. 



Nacbilem die Ahliandlang Tb. V. No. XVIll. schon abgedruckt 
war, bat mir der Herr Verfasser dieser Abbaadlunff den folf^endcn, 
nach seiner eigenen Aeusserung^ ,,zwei wesenilicbe t'erbesseruiigeu’’ 
eatbaltenden Nacbfrag zu derselben gesandt, und riicksicbtlieb der- 
selben die Besliinmuug gegeben, dass die mit A. bezeicbnele Ver- 
besserung die Stelle von §. &■ 1 — 2 (exclus.), und die mit K.^ be- 
zeicbiiete Verliesserung die Stelle der unmittelbar auf §. 7. 3. fol- 
gladen Betraclitung und der Sätze 4. und 5. cinnebmcn soll. 

G. 



A. 



1. Wenn in einer Ebene 
zwei Involutionen von 
Punkten und ausserdem 
ein beliebiger Punkt gege- 
ben sind, einen Kegel- 
schnitt zu finden, welcher 
durch diesen Punkt gebt, 
und tür welchen die zuge- 
ordneten Punktenpaare je- 
ner beiden ln volutionen zu- 
geordnete harmouisclie 
Pole sind. 



1. Wenn in einer Ebene 
zwei Involutionen von 
Strahlen und ausserdem 
eine beliebige Gerade ge- 
geben sind, einen Kegel- 
schnitt zu finden, welcher 
diese Gerade berührt, und 
für welchen die zugeordne- 
ten Strahlenpaare jener 
beiden Involutionen zuge- 
ordnete harmonische Pola- 
ren sind, i- , 



Auflösnng. Sind die Gebilde 
beider Involntionen nngleichlie- 
gend, so sncbe man deren Huupt- 
piakte und sofort einen Kegcl- 
scbnitt 3(, welcher durch diese 
vier und durch den gegebenen 
Punkt gebt; so ist 9( der verlangte. 
In jedem anderen Falle dagegen 
verbinde man den gegebenen 
Psokt ß mit zwei zugeordnetea 
Punktenpaaren a, tt'; b,b^ und 
* 1 . d'i ; t>i> t'i eioer jeden der 
zwei gegebenen Involutionen 



Anflöaung. Sind die Gebilde 
beider Involutionen nngleichlie- 
gend, BO suche man deren Haupt- 
strahlen und sofort ebnen Kegelw 
schuitt 31, welcher diese vier und 
die gegebene Gerade berUbrtt so 
ist ä der verlangte. In jedem 
i anderen Falle dagegen suche mau 
auf der gegeben»n Geraden A 
das gemeinscbafiliche Pdac zu- 
geordneter Punkte zweier isvo- 
Intionen, welche durch die Dnrcb- 
sebnitte a^a'^b, b' and Ana',.; 
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durch die Geraden a, a'-, A, b' 
und 0 ,, 0 ',; b^■, b\ und suche 
dtts gemeinschaftliche Paar zu- ] 

f ;coruneter Strahlen e, e' zweier I 
nvolutionen, welche durch a, a'-, 
b, U und 0 ,, 0 ', ; b\ bestimmt 
werden; so sind diese Strahlen 
e, e' nach $. 3. 5. nuihwendig 
vorhanden. Sodann suche man 
in den gegebenen Involutionen 
diejenigen Punkte welche 

dein Durchschnitte p ihrer Rich- 
tungslinien S, S^ zugeordnet 
sind, verbinde diese Punkte mit 
einander durch eine Gerade P 
und die Punkte wo P 

von e, e geschnitten wird, mit 
je zwei zugeordneten Punkten- 
paaren a, a'; h, h'; C, c'; .... 

irgend einer der gegebenen In- 
volutionen durch die Geraden 

® 1 ) i 5 ^ I » ® 1 5 • • • • ; 

so schneiden sich die letzteren 
paarweise auf dem Umfange des 
verlangten Kegelschnittes 3(. 



I h, , h', der Geraden mit zwei 
zugeordneten Strablenuaaren a, 
I 0 '; b, b' und 0 , , 0 ^, ; b^ , b\ ei- 
ner jeden der zwei gegebeaen 
Involutionen bestimmt werden: 
so sind diese Punkte e, e' nack 
3. 5. nothweodig vorhanden. 
Sodann suche man in den gege- 
benen Involutionen diejenigen 
Strahlen y, , welche der Ver- 
bindungslinie P ihrer Vlittelpunkte 
«, «, zugeordnet sind, verbinde 
den Diirclisclinitt p dieser Strah- 
len mit den Punkten e,C 

durch die Geraden A ^ , A, unil 
endlich die Punkte a, , h,, c,,b, ~. 
*'i> t’i) c’i» h'i wo A, von 

den Strahlen 0 , b, c, r/.'. 0 ', 
b' , c', . . . . irgend einer der ge- 

gebenen Involutionen gesciinittes 
wird , mit den entsprechendes 

Punkten a,,b,,C„h, a'i.h'r 

c',, b', wo von den zn- 

geordneten Strahlen 0 ', 
a,b,c,d.... derselben Inven- 
tion geschnitten wird, durch ge- 
rade Linien, so sind diese die 
Tangenten des verlangten Ke- 
gelsrhaittes ^ 



Beweis (links). Da Ä,(0,, c,, = Ä(a, h, c, b ....} 

= Ä'(a', b', C', b' ) = Bj{a^, b^, c„ rf, . . . .) ist, so ist 

• • • -) — ^a(0j^ ^a, ^a> ^a ••••), 



also liegen die Punkte B^, B, und die Durchschnitte von «,, 0 ,; 
b,,A^ .... auf einem Kegelschnitte 9(; und da auch die Geraden 
BiBf, B.,p‘, B,p, B^B,; e.e entsprechende Strablenpaare von 
B,, B^ sind, so muss 31 die Geraden B^p itai B,p in den Punk- 
ten Bf, B^ berühren und auch durch den Punkt B gehen. Be- 
dient man sich zur Construction von 3( der Punktenpaure a,,a',; 
bi)b',; C,,c',; b,, b', ....,,so fällt der neue Kegelschnitt mit dem 
vorigen zusammen, indem beide den Punkt B, die Tangenten B,p, 
B^p und deren- Berührungspunkte gemein haben. Da nun p der 
harmonische Pol von P für 31 ist, also durch die barmonischee 
Pole von S, S, für 3( geht, so sind nach §. 4. 2. die Punktenpaare 

a, a'; b, b'; c, c'; b, b' und a, , 0',; b, , b',; c, , c', ; b., b'. .... 

sugeordnete harmonische Pole für SL ‘ 

Vertauscht man den Punkt B links und die Gerade A rechts 
nach und nach mit anderen Punkten und Geraden, ohne die gege- 
benen Involutionen zu ändern, so erhält man links ein System von 
Kegelschnitten mit zwei zugeordneten gemeinschaftlichen Sekanten 
S, S , , und rechts eines mit zwei zugeordneten gemeinschaftlichen 
Tangentendurchsebnitten welche reell oder ideal sind, jeuacb- 
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dem «lie geff^enen lnTelationeii aus nnglekltiiegenden oder aoa 
gleicbli^enikD ^Gebilden bestehen.- Jeder Punkt oder jede Gerade 
in der l^ete eines solchen Sestemes gehört einem der dazu ge- 
hörigen Kegeiscboitte an; hieraus und aus f. 5. ergiebt sich: 

1 2 . 



B. 

Eine beliebige Gerade A werde von der gemeinschaftlichen Se- 
kante S der Kegelschnitte St, S, S« . im Punkte d, und von 
den harmonisehen Polaren e/, If, «f, tt .. . . ihres genieinschaftlicben 
Tangentendurchschnities s in den Punkten a, b, c, b geschnit- 

ten, wobei vorausgesetzt wird dass a'j V , c', A ... . durch einerlei 
Punkte geben; es seien a,b^c,d .... die harmonischen Polaren 
der Punkte 0, b, C, b . . . . für St, 0, S« ■ . . . , welche also sämmt- 
licb durch * gehen müssen; und c,, r/, .... seien die Strah- 

len, welche von « nach a, b, C, b.,.. geben; endlich seien d\ b", 
c", tf' .... die harmoniklien Polaren des Punktes d für St, S3, S, 
X).,.., welche also sämmtlich durch einerlei Punkt B' der ge-'. 
Dieinscliaftlichen Sekante S und einzeln durch die harmonischen 
Pole u, ß, Y, d . . . . von S für St, S, S, S . . . . gehen müssen. Diess 
vorausgesetzt, so schneiden sich je zwei Strahlen a,a"\ b, b"’,c,c"\ 
d^d' .... iin harmonischen Pole der Geraden A für 3l,S,IS, £ .... 
Aber die Strahlen a, b, c, d . . . , bilden icinen Strahlbüschel * oder 
B, weichet mit dem von <r,, ö,, c,, cf, . . . . gebildeten Sirahlbüschel 

B^ invulutoriscb ist, indem je zwei Strahlen a,a,-, b,6 ZU‘> 

geordnete harmonische Polaren von « für sämmtlicbe Kegelschnitte 
sind; der letztere wieder ist mit dem von d, b', d, d . . . . gebilde- 
ten, fl oder ß', persgcctivisch , und dieser zufolge des vorigen 
Satzes mit dem von b", c", (T .... gebildeten, B", projectivisch; 

also ist auch B(a. b,c, d ) = B"{d\ b", c", d ' ... .). Bedenkt 

man nun noch, indem man die Durchschnitte von S und derjenigen 
Strahlen von ß, welche den Strahlen «/;, ti des Stralilbüschels B^ 
entsprechen, mit q, d, . bezeichnet, dass in den Strahlbüscheln ß, 
B,, ß,.ß' der Reihe nach sich die Strahlen »q, »p, »p, B”$ und 
rd« , ad, /td, BH entsprechen, so erhält man links, nnd ähnlicher 
Weise rechts, den Satz; 

4. 'Hat eine Schaar von Kegelschnitten eine reelle 
oder ideale Sekante und einen reellen oder idealen Tan- 
gentendurch schnitt gemein. 



so liegen a) die barmo- 
nisben Pole einer beliebi- 
gen Geraden ihrer Ebene 
in Bezug auf alle diese 
Regelsebnitte auf den Um- 
fängen zweier Kegel- 
schnitte, welche die ge- 
meinschaftliche Sekante io 
den nämlichen zwei Punk- 
ten schneiden, und welche 
beide durch den gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
dnrcbschnitt geben. Der 



so nmbUllen a) die harmo- 
nischen Polaren eines be- 
liebigen Punktes ihrer 
Ebene in Bezug anf alle 
diese Kegelschnitte zwei 
neue Kegelschnitte, welche 
die nämlichen zwei Strah- 
len des gemeinschaftlichen 
Tangen tendnrehsebnittes 
und beide die gemeinschaft- 
liche Sekante berühren. Der 
eine von jenen zwei Strah- 
len ist die der Verbindnngs- 
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• ine fon jtaeD xwei Punk> 
tea ist der den Dureh> 
scboitt« jener Geraden und 
der geneinsohaftlieben Se- 
kante zugeordnete harmo- 
nischePol; der andere liegt 
auf demjenigen Strahle des 
gemeinschaitlichen Tan- 
gentendUrchscbnittes, des- 
sen zugeordnete harmoni- 
ScUe Polare nach jenem 
Dijrchscbnitte geht. Der 
eine dieser beiden Kegel- 
schnitte berührt im gemein- 
schaftlichen Tangenten- 
durchschnitte die eine, der 
andere die andere der bei- 
den Geraden, welche die 
harmonischen Pole der ge- 
'meinschaftlichen Sekante 
für die betreffenden Grnp- 
en von Kegelschnitten ent- 
alten. Daher haben b) alle 
Kegelschnitte, welche den 
verschiedenen Geraden in 
derEbene der ersten Schaar 
entsprechen, einen und den- 
selben Punkt gemein und 
berülireb'.ln diesem Punkte 
die eine oder die andere 
von zwei festen Geraden, 
c^ Gnter diesen' befinden 
sich auch zwei Kegel- 
schnitte, welche, indem sie 
der unendlich - entfernten 
Geraden der Ebene ent- 
sprechen, die Mittelpunkte 
aller Kegelschnitte der er- 
sten Schaar enthalten. 



lini.ei^enns Punktes und des 
gemeinsehaftlieben Tan- 
gentandurcbscbnittea zu- 
geordnete harmonische Po- 
lare; der andere gebt nach 
demjenigen Punkte der ge- 
meinschaftlichen Sekante, 
dessen zugeordneter har- 
monischer PoJ auf jener 
Verbindungslinie liegt. Der 
eine dieser beiden Kegel- 
schnitte berührt die ge- 
meinschaftliche Sekante in 
dem einen, der andere in 
dem anderen der beiden 
Punkte, in welchen die har- 
monischen Polaren der ge- 
meinschaftlichen Tangen- 
tendurchschnittes für die 
betreffenden Groppen von 
Kegelschnitten convergi- 
ren. Daher haben b) alle 
Kegelschnitte, welche des 
verschiedenen Punkten in 
derEbene der ersten Schaar 
entsprechen, eine und die- 
selbe Tangente gemein und 
berühren dieselne in den 
einen oder dem anderen von 
zwei festen Punkten, c) Un- 
ter diesen befinden sichanf 
solche, welche paarweise 
von den, einerlei Richtung 
zugeordneten Durch messera 
aller Kegelschnitte der er- 
sten Schaar umhüllt wer- 
den, indem sie den nnead- 
lich-entfernten Punkten der 
verschiedenen Geraden der 
Ebene entsprechen. 



(Der nun folgende Satz 5. nebst der beigefügten Node ist weg- 
zulassen.) 




• s : •» 5. ** i • ‘ • 

• •• .11 » I • • * 

*: i . I ' \ i: , I, 



* 
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XXVI. 

Uebungsaufgaben für Schüler. 



Von dem Herrn Doctor Schlömilch, PrivatdOcenten an 

. der Universität zu Jena. 

1) Sei das g;leichschenkliche Dreieck MNO (Taf. IV. Fig. 6.) 
das ProGI eines geraden Kegels, AB_A9a einer ihn schneidenden 
Ebene. Der Schnitt sei so geführt, dass die entstehende Durch* 
schniltflgnr eine Ellipse bildet, von welcher AB die grosse Achse 
darstellt. . Die zur .Construction der Ellipse noch n^ige kleine 
Achse Godet atan^dttrck folgendes Verfahren: Man faalhire AB in 
C und ziehe durch diesen Punkt eine Gerade parallel OP, und eine 
zweite parallel MN, welche letztere die Gerade OP in G and MO 
in U schneidet, flilt OH als Halbnesser beschreibe man aus G 
als Mittelpunkt einen Kreishogeo, der die. durch C gezogene Senk- 
rechte in K schneidet; CK ist dann die kleine Halbachse der El- 
lipse. Nimmt man also CD^z CEz=^CK senkrecht auf AB, so 
hat man in Aß die grosse, in DE die kleine Achse der entstan* 
denen Ellipse, die nun leicht gezeichnet werden kann. 

Wie lässt' sich die Ricbturkeit dieses Verfahrens beweisen? 
Welche ModiGcation tritt ein, wenn der Kegel ein schiefer ist? . 

I • ; .< • t . 

2) In (Taf. IV. Fig. 7.) stelle die gezeichnete Curve eine gleichr 
seitige Hyperbel dar; von einem Punkte P derselben sind nach den 
Endpunkten A und B der Achse die Geraden AP, BP gezogen, 
Errichtet man in einem beliebigen Punkte M der verlängerten Aense, 
welcher aber zwischen B und Q liegt, eine Senkrechte MN,' weU 
che von AP und BP in D und C geschnitten wird, so ist ^ PCD 
^^PAB wA. folglich auch ^PDC'a.^PBA. tViw lässt Sieb 
diess zeigen? (Beide Sätze sind sehr leicht zu beweisen, wenn 
man ihnen eine projectivische Bedeutung abgewinnt.) 



Algebraische Sätze, welche za beweisen sind. 

Für jede ungerade Zahl ^ 1 ist 
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und für jede gerade Zahl ^0: 




(»i> — 2’)(»i» — 4») 
3». 5* 



T 



1 



«n> — r 



Beide Reiben werden so weit fortgesetzt, bis sie von selbst ab- 
.Srecben. 



Einige Berichtigungen zu Theil IV. 



S. 187. . Z. 1. statt cos ß’ s. m. cos 

S. 191. Z. 6. ,, Reflexion s. m. Refraction. 



Berichtigungen zu der Abhandlung No. XXXII. von 
Herrn Dr. E. G. Björling. 



S. 293. Z. 1. V. u. statt U„ und V„ s. m. tt„ und 
„ 296. Z. 1. V. n. „ (l+4;^,^,)* s. m. (1 

„ ßa-ßrp'"(ß)dß) s. m.ßa-ß)r’(ß)dß. 
,, -ijl — da’jy" s. m. ^j(l — 4a*)5p". 
iil+da’)9p" 8. m. ^|(1 + 4a*)y". 



„ 298. Z. 5. V. o. 

,, 299. Z. 10. T. o. 
,, ,, ,, 12. V. o. 

,, 300. Z. 5. T. o. 



t/a 8. m. da. 



„ „ „ 11. V. o. 

,, 301. Z. 7. T. u. 
„ 304. Z. 13. V. o, 
,, 306. Z. 6. T. o. 
„ 313. Z. 18. V. 0. 
„ 314. Z. 4. V. u. 



„ 2ifi B. m. 2^'. 

„ f, f'f, 8, m. f', — ff,. 

,, ■ ' ■ c, s. m. I . . 0, 

,, ter= B. m. u> = — . 

„ (44) s. m. (42). 

„ ory- plano s. m. plano. 
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XXVII. 

Ueber die Theorie des Dipleidoscops. 



Von 



Herrn (Gustav Schmidt 

zu Wien. 

(Von Herrn Director C. L. v. Littrow in Wien dem Herausgeber zur 
Aufnahme in das Archiv initgetheilt.) 



Das von B, Dent io I.ondon (82, Strand) ang-egebene Di- 
ileidosco|) ist so einfach in seiner Anwendung und verspricht so 
genaue Resultate, dass man eine allgemeine BinfUlirung dieses Mit- 
tels, die Zeit zu bestimmen, mit Zuversicht erwarten kann. Es 
besteht dasselbe bekanntlich in einem von drei plan - parallelen 
lilasplatten gebildeten gleichschenkligen Prisma, das wir hier der 
fiafacbheit wegen zugleich als rechtwinklig anuehmen wollen; es 
bilden sich so von jedem leuchtenden Punkte, der vor der Hypo- 
tenusen - Fläche sich befindet, zwei reflectirte Bilder, deren eines von 
dieser Hypotenusenfläche des Prisma’s zurückgeworfen wird, und 
deren anderes durch doppelte Reflexion an den Kathetenfläcben 
iotsteht. Diese beiden Bilder werden, wie aus der Natur der Sa- 
che hervorgeht, sich bei einer gewissen Bewegung des leuchtenden 
Gegenstandes immer gegen einander bewegen oder sich von einan- 
der entfernen , und somit auch in einer gewissen Lage dieses Ge- 
genstandes sich decken. Ist nun ein solches Prisma einmal z. B. 
in Bezug auf den Meridian richtig aufgestellt, so erfolgt die 
Deckung auch immer wieder zur Zeit des wahren Mittags. Da 
eine solche Deckung mit grosser Schärfe beobachtet werden kann, 
nnd selbst die Bewaffnung des Auges mit einem Fernrohre erlaubt, 
da ferner die Vorrichtung bei inrer Kleinheit durchaus keinem 
schädlichen Einflüsse der Temperatur unterliegt, so kommen dem ' i 

Dipleidoscope die Vorzüge eines Gnomons in erhöhtem Maassstahe 
lu, ohne dass es deshalb seine Nachtheile besässe. 

Tkell ?. 22 
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Unter diesen Umständen, g^lnubten wir, würde ein analjlisclier 
Beweis für die Theorie dieses Instrumentes, die sich Uhrierens aoeb 
auf elementarem Wege entwickeln lässt, nicht ohne Interesse sein. 
Es handelt sich aber hier um folgenden 

Lehrsatz. 

Bei einem geraden Prisma von gleichschenkliger 
rechtwinkliger Basis decken sich die beiden Sonnen- 
bilder zur wahren Mittagszeit, unabhängig von der Hölir 
der Sonne, wenn die Hypotenusenfläche senkrecht anf | 
dem Meridian steht, u-nd die Seitenkanten parallel zb 
der Ebene desselben liegen. | 

Beweis. 

Es sei (Taf. IV. Fi^. 1.) die Ebene XZ paraUel znm Meridias. : 
Das Prisma, dessen Basis ABC sei, stehe senkrecht auf der Ebenr . 

y, und so, dass die Vorderfläcbe ABA'B mit der Ebene )Z. 
und die Kante AA' mit der Axe AZ Zusammenfalle. Man hat nen 
BUS Taf. IV. Fig. 2. die Gleichung , 



\^AB .... ^ = 0 
der Ebene \BC . ... a;-\-y=a 
‘aC ....ar—y — 0. 

Die zur Ebene XZ parallelen Liebtstiahlen , welche die .Sonne» 
Meridian auf das Prisma wirft, sollen unter dem Winkel a gegen 
die Halbaxe der positiven a; geneigt sein. Führen wir einen der- 
selben durch den willkührlicben Punkt ^'»d seine Glei- 

chungen: 

* — £=(•»— . 

Dieser Lichtstrahl 1) schneidet die Ebene ^ = 0 in dem Punkte 



ar, =0 

Vi =n 

»1 =C — ?tg«. 

Die Linie l)'kann daher auch so ausgedriiekt werden: 



y—y, =0 



.... 1 ). 



X — =.r tg «I 

Es ist leicht einzuscheu, dass dieser Lichtstrahl 1) io der Lioie 

y-y. = o I 2) 

» — »,= — ortga) 

von der Ebene YZ oder ^ = 0 reflectirt werde;' somit wird aoek i 
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^in zu 1) paralleler Lichtstrahl, der die Ebene ^ = 0 im Dankte 
^z"') trifft, von dieser spiegelnden Fläche in der Linie ' 

|.... 3 ) 

% — = — ^tga I 

eOectirt. ' 

Es sind nnn die folgenden allgemeinen Aufgaben einznscbalten. 

I. Anf die durch den PnnKt (ar'y'%') gelegte Ebene 

- ar) + A7(y - y-) -f- P(* - V) = 0 

m Punkte (ar'y'x') ein Perpendikel zu errichten. 

Man erhält leicht 

y-y 

P ‘ 

ils Gleichungen des verlangten Lothes. 

II. Den Neigungswinkel J zweier sich im Punkte 
^r'y'z') schneidender Geraden 

y — y'=J(ar — a/)i j. 

' * — »' = B{x — «0 ' 

ind ■' 

y — i/z=A'{x — x)\ j,. 

» — X = Bix — x') I 

nzugeben. 

Dieser wird gegeben durch 

cos d _ v/(i ßt) (1 ^ 

III. Durch zwei sich schneidende Gerade L und L’ 
ine Ebene zu legen 

Diese ist: 

{AB - A B) {x-x')‘i-{B- B) {y-y^={A- A ) (* - V). 

Verfolgen wir nun den Lichtstrahl 1) weiter, so finden wir, 
ass er die Ebene x-i-y = a trifft, wenn nur 5, f schicklich 
«wählt sind, und zwar im Punkte: 

x^ = a — ij, 

y'=v, 

»'=£ + (» — | — »?)tgo. 

Fir können die Gleichungen 1) und x-^y = a den Formeln I-, 
I., III. besser anpassen, wenn wir ihnen die Gestalt geben: 

22 * 
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y — y — 0 {....!) 

* — »' = (^ — ar') tg « i 

und der Ebene 

' (a? — a;') + (y — y') = 0. 

Im Durcbscbnittspunkte (ar'y'«') errichten wir ein Lotli anf die Ebesf 
BC. Dieses ist nach 1. 



y—^ — as — acf, 

% — a' = 0. 

Durch dieses Loth und die Linie l ) legen wir eine Ebene. Uv 
der Formel III. bedienend, erhalten wir als Gleichung derselbei: 

— (ar-ar')tg a -4- (y-y')tgto-|- (* — »') = 0 4) 

Wir müssen nun noch den Neigungswinkel des Lothes gegen li' 
Ljnie 1) kennen lernen. Dieser wird gemessen durch 

' • 1 cos a 

Man muss jetzt eine Linie durch {a^y'x') in der Rhene 4) liehi, 
welche mit dem Einfallslotlie den Winkel 360" — d einscblieist 
Diese Linie sei: 



y—y'=A^—^')l , 5 ) 

, a — a' = B(ar — a/) I 

Zur Bestimmung von und B hat man 

— tga-^ A tga-\- B = Q 



und 



woraus 



cos g 1 + id 

Bz={\—A)iga 



und 



1-i-A* — 2A sin a* = 1 2A + A* 
folgt. Man hat also entweder 



{ oder ^ = * |. 

I B= tga ) B = — A tgu\ 

Die beiden ersten Werthe verwandeln 5) in 1), also gehören 4< 
letzteren dem ausfallenden Strahle au, und seine Gleichiin^ 
sind somit: 
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y—y =A{a: — x>) 

X — %f = — A{x — x') tg _ 
A — oa I 



J.... 



5) 



oitbin nuch 



» — *' = — (y— yO tg 



ind da y — y nicht oo ist, mnss x — ^' = 0 gern. Die endlichen 
ileichungen des von dem Spiegel BC reflectirten Strahls sind 
laher: 



X — ^'=0 

*—»'= — (y — y') tga 



... 5) 



)ieser Strahl 5) trifft die Ebene AC oder x — y = 0 im Punkte: 

x"=a/ 1 x" — a — fl 

y" = JF* f oder y" — « — f] 

%" =»'—{x' — y)tga’ »" =£: — (I — ij)tg«. 

]m anzoaeigen, dass dieser Punkt (x'y"»") der Linie 5) und der 
ibene x — y=0 aogehöre) geben wir den Gleichungen folgende 
*'orin: 

v-x"=0 und AC....(x-x'’)-(y-f/') = 0. 

i— *"=— (y— y')tg«l / 

)as Eiofallsloth im Punkte {x"y''s'') ist: 

t 

^ X — ar" = — (y—y") 

* »—*"=0 

.«egt man durch dieses Lotb und die Linie 5) eine Ebene, so er- 
lält man: 

(x — x") tg « 4- (y — y") tg a -H (» — »") = 0 . . 6) 

)er Neigungswinkel des Einfallsloths gegen 5) ist gegeben durch: 

, 1 cos a 

cos 0 = 



2(H-tga«) V/2’ 

i)g ist jetzt nur noch übrig, eine in der Ebene 6) liegende Gerade 
y — y"z=A(x — x")l 



» — %" = B(x — x") 

t 

iU ziehen, deren Winkel mit dem Lothe durch 



cos 



d = 



PT 
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bcBtimmt ist. Msn erhält 

„ , cos o I — .4 

also 

\-^A*-^%A sin a* = l— 
woraus zwei AuflösuDgeu; 

i? = -tgoi B= — At^a\ 

folgen, TOD welchen die sweite dem einfallenden , somit die enit 
dem ausfallenden Strahle angehört. Die Gleichungen des vom Spir- 
gel AC das zweite Mal reflectirten Strahles sind daher: 

= ® |.... 7) 

* — »" = — (:v — ar^tga) 

Dieser trifft die Glasfläche .ar = 0 im Punkte 

ar=o, 

iT =y". 

=»"-t-a:"tga. 

Führt man in 7 ) die Grössen ;r'", y'", statt o:", y", *" ein , « 
erhält man 



y-y"' = 0 
» — »'" = — ^ tg a 



7 ) 



Dieser zweimal reflectirte Strahl 7) fällt daher mit dem einmal rt- 
flectirten Strahle 3): 



y-y"'=0 
« — = — o: tg a 

genau zusammen, was zu beweisen war. 
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XXVIII. 

lieber die Theorie des Dipleidoscops. 

Von 

dem Herausgeber. 



Die in der vorLergelieudcn Abhandlung’) gegebene sehr ein- 
fache Analysis liiit mich zu einigen allgemeineren Betrachtungen 
über das Uipleidosco|i veranlasst, welche ich, um zugleich dem Hrn. 
Verfasser dieser Abhandlung das Interesse zu beweisen, mit dem 
ich dieselbe gelesen habe, und denselben zu weiteren Mittlieiluugen 
IQ ermuntern, in dem vorliegenden Aufsätze mittheileii werde. 



I. 

Wir wollen, allen unseren folgenden Untersuchungen ein recht- 
winkliges Coordinateosystem der zum Grunde legend, zuerst 

einige allgemeine Betrachtungen über Strahlen anstclien, welche 
auf eine auf der Kheno der xy senkrecht stehende fJhene talleii 
und von derselben rcflectirt werden. 

Die Gleichung einer jeden auf der Khcne der xy senkrecht ste- 
henden Ebene bat bekanntlich die Form 

1 ) Ax B y Vz^a. 

Oie Gleichungen eines diese Ebene in dem Punkte (pff) treffenden 
Strahls, wo also 

2) Ap — Btj C 0 

ist, seien 

^ cos« cos/J cosy’ 

wo o, ß, Y die 180“ nicht übersteigenden Winkel bezeichnen sol- 
len, welche der als von dem Punkte {pyr) ausgehend gedachte 
einfallende Strahl mit den positiven Theilen dreier durch den Punkt 
{pqr) gelegter, den primitiven .Äsen paralleler Axen eiuschliesst. 

Die Gleichung der durch den einiullenden Strahl gelegten, also 
durch den Punkt ipyr) gehenden, auf der gegebenen Ebene 1) 
senkrecht stehenden Ebene sei ^ 

’) Ohne diese Abhandlung vorher gelesen zu hnhen, wird die vorliegende 
nicht ganz verständlich sein. 
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Da in dieser Ebene der einfallende Strabl liegt , an ist wegen dtr 
Gleichungen 3) für jedes x 

{A’ cos a tf cos ß-\- C cos y) (:r — p) = 0, 

also 

5) A' cos a+B' cos ß -4- C cos y = 0. 

Da ferner die Ebene 4) auf der Ebene 1) senkrecht steht, so iit 
nach den Principien der analytischen Geometrie 

6 ) AA'-t-BB’ = 0. 

Um also die Gleichung der durch den einfallenden Strabl 3) geleg- 
ten, auf der gegebenen Ebene 1) senkrecht stehenden Ebenen 
' finden, muss man die Grössen A\ B\ C aus den drei Gleichungn 

AA'-¥ BB' = a, 

A' cos a-\- B" cos ß C cos y = 0, 

A'{x -p)+B'{y-f,\+ C\% - r) = tf 

eliminiren. 

Multlplicirt mau zu dem Ende diese drei Gleichungen auch der 
Reihe mit 

' (y — y) cos a — (x — p) coi ß, 

B(x — p) — A{y — q), 

A cos ß — B cos u ; 

und addirt dieselben dann zu einander, so erhält man 

l CB{x — p) — A(y—y)^coayi^,_^ 
t-|-(y^cos/J — /f cos a) (3 — r) i ’ 

und folglich, wenn nicht C' = 0 ist: 

7) \B(x — p) — A(y — q)\coaY)_^ 

+ [A cos ß — B cos a) (s — r) i 

Wenn C" = 0 ist, so hat man nach dem Obigen die drei Glei- 
chungen 

AA'-hBB'-^O, 

A' cos a-\- B' cos |S = 0, 

. AXx — p)-i-B{y—y) = 0-, 

aus denen man leicht die beiden Gleichungen 

% {Acoaß — Ä cos 0 )^ = 0 , 

'• \B{x—p) — A{y—y)\A' — Qi 

' so wie auch die beiden Gleichungen 
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, (A cos ß — B cos a)B' = 0, 

\B{^-p)-A{y-v)\B'=0 . 

erhall. Ist ouo nicht zugleich A =^0 und i9' = 0, so ist 

A cos ß — ß cos tt = 0, 
ß(ar — p) — A{y — q) = ii; 

also auch 

8) 1 B^x — p) — A[y — 9')) eo» y I _ 0 

-I- {A cos ß — ß cos o) (* — r) I ’ 

welches daher wieder die Gleichung der durch den einfallenden 
Strahl 3) gelegten, auf der gegebeueu Ebene 1). senkrecht steben- 
deo Ebene ist. 

Wäre zugleich' A'=:(i und B = 0, so hätte, du auch C' = 0 
ist , die Gleichung der durch den einfallenden Strahl 3) gelegten, 
auf der gegebenen Ebene 1) senkrecht stehenden Ebene nach 4) die 
ganz uobestimmte Form 0 = 0, welches offenbar nur dann der Fall 
sein könnte, wenn der einfallende Strahl 3) auf der gegebenen 
Ebene 1) senkrecht stände. In diesem Falle wäre, da die gegebene 
Ebene 1) auf der Ebene der A'y senkrecht steht, wie sogleich er- 
hellet, cos;' = 0, und wegen der beiden Gleichungen 

Aa:-+- By~\- C=0, 

{a: — p) cos ß={y — y) cos a 

wäre nach den Principien der analytischen Geometrie 
A cos ß — B cos 0 = 0, 

also wieder 

9) \B(/v — p)—A{y — y)\coayi_^ 

-4- {A cos ß — B cos o) (» — r) I 

die Gleichung der durch den einfallenden Strahl 3) gelegten, auf 
der gegebenen Ebene 1) senkrecht stehenden Ebene. 

Nach 7), 8), 9) ist daher immer 

10) \B(x — p) — A(y — y)\co»r)_Q 

-4- [A cos ß — B cos o) (» — r) i 

I 

die Gleichung der durch den einfallenden Strahl 3) gelegten , auf 
der gegebenen Ebene 1) senkrecht stehenden Ebene. 

Die Gleichungen des von dem Punkte {pyr) ausgehenden re- 
flectirten Strahls seien nun 

11) — y— y — 

cos <f cos y> cos / ’ 

wo 9 , tp, X die 180” nicht übersteigenden Winkel bezeichnen sol- 
len, welche der reflectirte Strahl mit den positiven Tbeilen dreier 
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durcli den Punkt (pgr') gelegter, den primitiven Axen pwsllelrr 
Axen einschlieast. 

Weil dieser Strahl ganz in der Ebene 10) liegt , so ist wegeo 
der vorbergebenden Gleichungen für jedes x 

{B cos g> — yi cos y) cos y -(x — //) ) ^ 

-K^cos/S — Äco8o)cos;if.(^— //)! ’ 

also 

12) {A cos ß — B cos a) cos x — {A cos ifi — B cos y) cos = 0, 



oder 



nder 



13) 



A cos ß — B cos g cos y 

A cos y — B cos 9 > cos x ' 



14) ^(cos ß cos X — cos y cos y) — B{coa tt cos x — cos y cos tp) = 0. 



oder 



oder auch 



15) 



cos a cosx — cos y ros y A ' 

cos;Scos;f — cos/ cos y B ’ 



16) B cos y cos q> — A cos y cos y -f- (A cos ß — B cos «)cos j|; =0. 



Bezeichnen wir den Neigungswinkel des eiufallenden Strahls 3) 
gegen die gegebene Ebene I) durch t, so ist noch den Principiro 
der analytischen Geometrie 



cos y 



B 



cos /S 
cos y 



V{A' ,B*)|l+(22Lff)»+(£2li)* j ’ 

r ' • /f • 'cos v' 'cos v' ' 



'cos y' ' cos y 

und folglich, weil bekanntlich 

cos «* -+- cos /S* cos y* = 1 



ist: 



. , A ta% a B Kus B 

17) sin s =d= — r ? • 



Ganz eben so bat man, weil i auch der Neigungswinkel des re- 
flectirten Strahls 11) gegen die gegebene Ebene 1) ist, obne Be- 
ziehung der oberu und untern Zeichen auf einander: 



,,,, . . , /dcosqp-f- B COS 1p 

löi 8int==b — fy'- ; 



und aus 16), 17), 18) ergeben sieb daher die beiden folgenden Glei- 
chungen: 



Digilized by Google 



347 



A cos 9 D -f- ^ cos ^ ± cos O cos ß), 

B cos Y cos 9 > — A cos y cos •ip = (B cos a — A cos ß) cos y. 

Daher haben wir jetzt die drei folgenden Gleichungen: 

iJ' + B’) cos Y cos 9 P = db A{A co« a-i- B cos ß) cos y 

-i- B{B cos a — A cos ß) cosy, 
iA* -t- B*) cos Y cos ^ = ± B{^A cos a-\- B cos ß) cos y 

— A{B cos a — A cos ß) cos y, 
(i* -f- i?*) cos y cos y = + i?*) cos y cos y. 

Qnadrirt man diese drei Gleichungen und addirt sie dann zu einan- 
der, BO erhält man mit Rücksicht darauf, dass 

cos 9* -I- COS cos y* = 1 ' 

iit, die Gleichung , 

(J’ -t- B’) cos y* r= (A cos a-f- B cos /?)’ cos y* 

-|-|(^’+iff’)cosy*+(Äcosa — Acosß)* jcosy’, 

und folglich 

j A* B* — {A MS a B cos ßY j 

X (^1 yf») JOS y* + (B cos a — A cos ß)* *■*** ^ ’ 

also, weil 

cos ß* -+- cos y* = 1 — cos a* =a sin a*, 
cos a’ -+- cos y’ = 1 — cos ß' = sin ß* 



ist, wie man leicht findet: 



j A’ sin -f- B^ sin ß* — 2AB cos a cos ß ^ 
®C® X ^2 jij, 0^-1- Ä’ sin ß* — 2AB cos a cos ß *'*** ^ ’ 



d. i. cos x = — cos y. 

Setzt man nun mit Beziehung der obern und untern Zeichen 
anf einander 



cos x = — cos y, 

A cos q>-i- B cos ifß = zfc {A cos a-\- B cos ß), 

B cos y cos g> — A cos y cos yi = cos o — A cos ß) cosy; 



A cos g>-\- B cos tß = ± {A cos u + B cos ß), 
B cos ^ — A cos ^ = ± (Ä cos a — A cos ß) ; 



so ist, wie man hieraus leicht findet, mit Beziehung der obern und 
UDlern Zeichen auf einander: 



cos y>=±cos u, cos V* = =i=cos ß, cos y = ±cos y; - 
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UD(I die Gleickungea de« reflectirteo Strahls wären also nach 11) 

. iv — p y — g « — r 

cos a cps ß cos y' 



d. h. der reflectirte Strahl fiele mit dem eiDfallenden Strahle 3 ) zu- 
sammen, was offenbar, wenigstens im Allgemeinen, ungereimt ist. 
Daher müssen wir mit Beziehung der obern und untern Zeichea 
auf einander 

cos X ^ <^08 Y, 

A cos B cos xfi — ±{A cos a-i- B cos /?), 

B cos Y cos 5p — A cos y cos if>= {B cos a — A cos ß) cos Xi 

d. i. 

A cos <p-i- B cos ip = db{A cos a-i- B cos ß), ' 

B cos — A cos ^ (Ä cos a — A cos ß) 



setzen, und erhalten hieraus ohne Schwierigkeit; 

, (A* — Ä*) cos tt -f- iAB cos ß 
y A* ^ ni » 



cos 

cos 1f) 
cos X 



(A* — B^) cos ß — 2AB cos a 

= =peoa y. 



Weil aber nach der oben den Winkeln a, ß, y und tp, x b«i- 
gelegten Bedeutung offenbar nicht X — Y "ein kann , sondero 
;^= 180 ® — y sein mnss, so muss man in den vorhergehenden Glei- 
chungen die obern Zeichen nehmen, und daher 



19) 



(yd* — B"‘) cos a — 2AB cos ß 
cos 5P = , 

(yd* — Ä*) COS ß — 2AB cos a 
cos 1p = — ' ^ , 

^ yd* -H Ä* * 

cos X— — cos y 



setzen. 

Setzt man 

20 ) tang w = 

so ist, wie man leicht findet: 

X r cos g> = cos a cos 2 <u -f- cos ß sin 2 iu, 

21 ) j cos ip = cos a sin 2 m — cos ß cos 

' cos X — — cos y; 

und folglich, wenn man nun noch, was offenbar verstattet ist: 
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! co8 a = cos X cos /u, 
cos /? = 8in 1 cos (i, 
cos / = sin fl 

»etzl: 

cos 9 ) = cos(2«s — ^)cos ft, 
cos ip — sin ( 2 ( 1 ) — X) cos ft, 
cos X — — sio (*• 

Also sind nach 11) die Gleichungen des reflectirten Strahls: 

24) I ^ ~ ^ — X) cot ft, 

I y — y= — (a — r) sin (2a) — Ä.) cot ft. 




II. 

Indem wir der eigentlichen Theorie des Dipleidoscopes jetzt 
näher treten, wollen wir, was offenbar verstattet ist, das System 
der xy% so annehmen, dass die Ebene der xy anf den drei Sei- 
tenflächen des Prismas senkrecht steht, und dieser Annahme zufolge 
die Gleichungen der drei Seitenflächen des Prismas, die wir nach 
der Ordnung, in welcher die drei folgenden Gleichungen geschrie- 
ben sind, die erste, zweite, dritte Seitenfläche nennen wollen, durch 

( jix — By — |— C 0 , 

25) \.4,x-^B,y+C,=Q, 

^ 2 X -d“ B^y~\~ C2 0 

bezeichnen. Die Gleichungen des einfallenden, die erste Seiten- 
fläche in dem Punkte ipyr) treffenden Strahls seien wie vorher 

26 ) 

^ cos tt cos ß cos Y ’ 

ßj Y ganz dieselbe Bedeutung haben wie oben; so ist, wenn 
für den von der ersten Seitenfläche reflectirten Strahl auch g>,ifi,x 
ganz dieselbe Bedeutung wie vorher behalten, und 



27) tang o) = -j, 

so wie 







cos 


a 


= cos X 


COS /t*, 






2S) 1 


1 

1 cos 


ß 


=zz sin X 


cos lißy 








cos 


r 


z=z sin n 






gesetzt wird, nach 


23) 














i cos 


9 = 


z 


cos (2a) 


— jl) cos 


M. 


29) 


1 cos 


9 = 


: 


sin (2a) 


— 31) cos 






f COB 


X = 




-sin f*; 
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' und die Gleicbangen des von der ersten Seitenfläche reflectirteo 
Strobls sind noch 24): 

3 Q) !«• — ;> = — (» — r) cos(2(u — X)cot /u, 

ly — q = — (a — r) sin (2o> — X) cot /u. 

Die Gleicbunuen eines dem Strahle 26) parallelen, die erste Sei- 
, tenfläcbe in dem Punkte {p'qr') treffenden Strobls sind 



31) £n£' 

' cos a cos ß cos y 



Trifft nun dieser Strobl die zweite Sditenfläcbe in dem Punkte 
so bat man zur Bestimmung der Coordinaten p\, y'„ 
r', die Gleicbungen 

Afp\ -f- -t- C, = 0, 

p‘*-p' _ y'.-/ _ 

cos a cos ß cos y 

oder 



Aiip'i — p') -i- ß ,{g' , — A,p'-i- ß,q’ -f- C, = 0. 

P'i —P' _ y'i— / _ f'i —r' _ 
cos a cos ß cos y ' 



ans denen sieb 



oder 



32) 




^iP -¥■ ß\9‘ -f* C\ 
coHa-t- ß^coiß 
^ 

A^ cos« -H Byco&ß 

^\V ~t~ G| 

A^ cosa-(-j?, cos/3 



COS a, 
cos ß, 
cos y; 



33) 




A, sinA 

^iP 

A,cosk-i-BiSinl 
^iP B\V' + Ci 
Al cos Bl sin k 



cos k, 
sin X, 
tang/t; . 



oder, wenn der Kürze wegen 

34) jbi = . 

’ ‘ Al cos k~^Bi sin il 

gesetzt wird, 

I ;/, =y' — kl cos X, 
y'i = y' — kl sin X, 
r’i =zr> — ki tang /» 

ergpebt. 
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Bezeiclinen wir, die 180° nicht Uberateigenden Winkel, welche 
iler von dem Punkte (p',</',r',) ausgehende, von der zweiten Sei- 
tenfläche refiectirtc Strahl mit den positiven Tbeilen dreier durch ' 
ilen l’uukt gelegter, den primitiven Axen paralleler 

Axen eiuschliesst, durch 9 ),, Xi> wenn 

D 

36) tang w, — 

gesetzt wird, nach 23) , 

I cos 9 p, = cos( 2 (u, — A) cos ft, 
cos fjt, = sin,( 2 (u, — X) cos ft, 

cos Xi ~ — sin ft; 

und die Gleichungen dieses von der zweiten Seitenfläche rcßectir- 
tcn Strahls sind folglich 

38) \^~ ^ c«s( 2 *»i — i) cot ft, 

I y — g', = — (» — r', ) sin ( 2 w, — i) cot ft ; 

\ 

d. i. nach 35) 

cosä = — (* — tang/u) cos( 2 (i), — ^) cot ju, 
ly — y* sin — (» — r'-i-A:, tang ft) siu( 2 (u, — Ä.) cot ft. 



Ist nun (y>'sg',r,) der Durchschnittspunkt dieses reflectirten Strahls 
mit der dritten Seitenfläche, so hat man zur Bestimmung der Coor- 
dinaten y',, y',, r', die Gleichungen 

C*, = 0, 

y', — y' + X:, cos — (r'j — r' + ^, tangy) cos (2m, — ä) cot y, 
y', — sin i = — (r', — r' + A:, tang ft) sin (2m, — A.) coty; 

oder 



■A, cos A)4-Ä,(y', — y'-t-Ar, sin A| ^ 



^,(y' — A:, cos A)-4-Ä,(y' — A’, sin A)-}-^, 
y', — y'-t-^i cos A = — (r*, — r'-hA, tang y) cos (2m, — A) cot y, 
sin A = — (r'j — r'-{-A, tang ft) sin (2m, — A) cot ft; 



ans denen sich leicht 

y’, — p"~t-A, cos A 

/f^ty* — A, cos — A, sin A)-f-C, 

cos(2ai, — A)-f-'Ä,'sin{2<o, — A) 
y', — y'-t-Ä, sin A 

j4^(p’ — A, cos A) -t- jg,(y' — A, sin A) -f C, , 

/ftCos(2(u, — A) sin(2ci>, — A) 



40 ) 



cos (2m, — A), 



sin (2m, — A), 



r\-r'-t-A, tang ft 

[ j^,(p’ — A, cos A)-t-i?,(y' — A, sin l) + C, 

AtCOs(it>, — A)-(-£f, sin(2(u, — A) 



tang y; 
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oder, wenn der Kürze wegpen 

_ cos A) -t- BtW — k^ gin A) C, 

41) fct— ^,co«(2üi, — i) — i) 

gesetzt wird: , 

4 

/>', =p' — k^ cos X — cos(2(u, — A), 
sin X — k^ Bin(2<u, — X), 
r', = r—(k,— k,) tang ft 

ergiebt. 

Die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche der von der 
zweiten Seitenfläche reflectirte Strohl, wenn man sich denselbei 
' von seinem Durchscbnittspunkte ) mit der dritten Seilen- 

fläche ausgehend denkt, mit den positiven Theilen dreier durri 
ddn Punkt (p't^zr',) gelegter, den primitiven Azen paralleler Axei 
einschliesst, sind offenbar 180° — <p,, 180® — rp,, 180“ — ;u,; ad 
nach 37) ist folglich 

cos (180° — 5Pi) = — cos(2o», — i) cos ft, 
cos (180° — V'i) = — sin (2«, — i.) cos ft, 
cos (180° — jip , ) = sin ft 

oder 

cos (180° — y,) = cos(180° +2w, — X) cos ft, 
cos (180° — y,) = sin (180°-}-2w, — X) cos /*, 
cos (180° — ;f,) = sin ft. 

Bezeichnen nun y,, if>„ die 180° nicht übersteigenden Winkel, 
welche der von dem Punkte ausgehende, von der drit- 

ten Seitenfläche reflectirte Strahl mit den positiven Theilen dreier, 
durch den Punkt gelegter, den primitiven paralleler .4xen 

einschliesst; so ist für 




43) tang w, = ^ 

. 

nach 23) : > 

cos y, = cos(2ai, — 2w, -f- X — 180°) cos ft, 
cos y, = sin (2(1), — 2w,-(-X — 180°) cos /i, 
cos = — sin ft 

oder 

I cos y, = — cos(2ö), — 2(t),-4*X) cos ft, 
cos y , = — sin (2<i), — 2(1), + X) cos fi, 
cos Xt ~ — /*i 

und die Gleichungen des von der dritten Seitenfläche reflectirtrD 
Strahls sind folglich 
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■'o; — p\=i{% — r',) cob(2o», — 2«>, il) cot /», 
y —/, = (* — r\) sin 2w, + 1) cot /u; 

also , wenn man die aus 42) , bekannten Ausdrücke der Coordinaten 
P’»i '■”» einfiihrt: 

je — p'-i-Jkt cos cos (2«, — i.) 

= j* — r' + (A, — tang p\ cos (2a», — 2a>, + i.) cot p, 
^y — ^ kt sin X-\-k^ sin (2a>, — >1) 

= [* — r* •+- (^, — *,) tang /uj sin (2a>, —2a», + X) cot p. 

Die Parallellität der von d.^r ersten und dritten Seitenfläche re- 
flectirten Strahlen wird vermöge der Gleichungen 30) und 45) die- 
ser Strahlen vollständig durch die beiden Gleichungen 

cos(2a», — 2a»,-|-»l) = — cos(2a» — X), 
sin (2a», — 2a», A) = — sin (2a> — il) 

bedingt. Diese beiden Gleichungen bringt man leicht auf die Form 

{cos 2(ai, — a»,)-4-cos 2a»| cos ^ 

= {sin 2(a», — a»,) — sin 2a» ( sin X, 
jsin 2(a», — a»,)-|-sin 2a» | cos X 
= — {cos 2(a», — a»,) — cos 2a»j sin i; 

d. i. nach einer bekannten goniometrischen Verwandlung auf die 
Form 

cos(a», — a», -H a»)' cos(a», — a», — a») cos X 
=s cos(a», — a», «l-a») sin(a», — a», — a») sin 
' 'sin(a», — a», +a») cos(a», — a», — a») cos X 
s=sin(a», — a», +a») sitt(a», — a», — ai) sin A; 

. , I > »I • 

und unsere beiden Bedingungsgleicbungen reduciren sich daher auf 
die eine Gleichung 

. cos(a»,. — a», — a») cos A. = sin(a», — a», — a») sin »I 
oder , 

cos(a»-f-a», — a»,) cos i -4- sin(a» -f-a», — a»,) sin Ä. = 0, 

•• i 

. . / 46) cos(a»>4-a», — a», — ^)=:0, 'f 

welches also die Bedingungsgleicbung Tür die Parallellität der von 
der ersten, und dritten Seitenfläche reflectirten Strahlen ist. 

TkcU V. 23 
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Nach 25) sind t-,"- • W ' ■i-" .'•v-'' 

: I > ■ -+- By V+ C = 0, 

A^x B ^y-\- C^ = 0 , 

' ' ' .^,^+’/?,y + ‘ c ’,=0 

t 

oder 




die GlelcIiUDgeD der drei Seiten der Grundfläche des Prismas. Weil 
nun nach dem Obigen 

ß B B 

tang (u= -j, tang «, = tang w, = 

also ■ ( ^ • _ w ' 

tang (360® — cu) ^ 

tang (360® — w,) = — 

tang (360® — Wj) = — . 

■^2 

ist; 80 kann man nach den Principien der analytischen Geometrie 
für 360® — w, 360® — w, , 360® — w, die Winkel setzen, die der 
eine der beiden Theile, in welche die Seiten der Grundfläche des 
Prismas durch beliebige in denselben angenommene Punkte getlieilt 
werden, mit dem positiven Theile der zweiten Axe eines durch 
einen jeden dieser Punkte gelegten, dem primitiven Systeme paral- 
lelen ^Sterns einschliesst, indem man diese Winkel von den posi- 
tiven Tbeilen der zweiten Axen der in Rede stehenden Systeme an 
nach den positiven Tbeilen der ersten Axen hin von 0 bis 360° 
zählt; und für ca, ca,, ca, kann man also die Ergänzungen dieser 
Winkel zu 360® setzen, weithe von den positiven Theilen dei 
zweiten Axen an nach den negativen Tbeilen der ersten Axen hin 
ven 0 bis 360® gezählt werden. Leicht wird aber erhellen, dass 
die goniometrischen Tangenten dieser Winkel immer den gonionte- 
trisenen Tangenten der von den negativen Tbeilen der zweiten Axec 
an nach den positiven Tbeilen der ersten Axen bin von 0 bis 360‘ 
bis zu denselben Linien gezählten Winkel gleich sind, weshall 
man also auch diese letzteren Winkel, wie von nun an fortwBh' 
rend geschehen soll, für ca, ca,, ca, setzen kann. 

Die der ersten, zweiten und dritten Seile der Grundfläche dei 
Prismas gegenUberstehenden inneren Winkel dieser Grundfläche xvol 
len wir respective durch @, 0, bezeichnen, und die Spitze de 

Winkels als Anfang der xys annebmen. Äaeb wollen wir ud 
die positiven Theile der Axen der x und y so angenommen den 
kan, dass man sieb, am von dom Winkel 0, durch den Wrnkei C 
zu dem Winkel 0, au gelangen, nach derselben Richtnog htw be 
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wF)(ro mosB, nacli wcicbar hbd licli bewegen mo8g^ um von dem 
Dcgaliven Tlieile der Axe der y durcii den von dem positiven Thmle 
der Axe der x und dem negativen Tbeile der Axe der y einge- 
schlosseoen rechten Winkel faindurcb zu dem positiven Tbeile der 
Axe der x zu gelangen. 

Alles dieses vorausgesetzt, wird nun leicht erhellen, dass im- 
mer entweder 

(Ml — «, =Ö, 

oder 

w — w, = ©, — 360“ 

ist; und eben so leicht wird, wenn man sieb durch die Spitze des 
Winkels ©, ein dem primitiven Systeme paralleles Coordinatensy- 
steme gelegt denkt, erhellen, dass immer, übrigens ohne alle Be- 
ziehung zu dem Vorhergehenden, entweder 

m, — .(w ± 180“) = 0, 

oder 

— (w db 180“) = 0, — 360“ 

iit. Ans diesen und den vorhergehenden Gleichungen ergiebt sich 
DUO durch Addition, dass, wenn n eine gewisse positive oder nega- 
tire ganze Zahl bezeichnet, immer ^ 

(u + co, — w, = w-|-0, -I-©, -4-». 180“, 

dUo, weil 

0, +0, = 180“ — 0 . 

ist, immer 

(o-4-(o, — (0, = ü> — 0-+-(w-l-l). 180“ 

iit. Daher ist mit Beziebuog der abem und untern Zeichen auf 
einander 

cos(w-4-w, — (o,) = ±coa(ü) — 0), 
sin (ca -4- (o, — ^w,) = ±sin(<o — 0); 

also ebenfalls mit Beziebnng der obem nnd untern Zeichen anf 
einander 



cos(co + (i), — tü,) cos X = =tco8(co — 0) cos X, ' 

ain(m + (o, — <o,) sin X = ±sin((o — 0) sin X; 

snd folglich 

cos(co-4-(i>, — «!,) «OS H *4- «in (ca -t- CO, — <o,) sin % 
= ±{cos(to— 0) cos A-4-sin(co — 0) sin ^.j, 

d. i. 

cas(A*«4-<«i — »«-T-ii)5s::i:«es(« — 0 — A). 

23* 



Daher verwandelt eich die BedingUDf^Bf^leichnng 46) in di« Bedin- 
gnngsgleidiong' 

47) coi(b> — 0 — l)=:0. 

Für sin >1 = 0, also cos % = ±1, wird diese Bediugnngsgleicliung 

48) cos(ci) — ©) = 0. ' 



Weil nach 28) in diesem Falle cos ß = 0, also ß = 90’* ist, so 
sind die parallelen einl'allcnden Strahlen 26) und 31) der Ebene der 
a:s parallel. Da nun die Bedingungsgleicliung 

C08(b> — 0) = 0 

von allen Elementen, durch welche die Lage der parallelen einfal- 
lenden Strahlen bestimmt wird, ganz unabhängig ist, so ergiebt 
sich aus dem Vorhergehenden, dass, wenn diese Beilingungsglei- 
chung erfüllt ist, für alle unter sich und mit der Ebene der a:x 

S arallel einfallende Strahlen die von der ersten und dritten Seiten- 
äche des Prismas reflectirten Strahlen einander parallel sind. 

Nehmen wir, alle im Vorhergehenden gemachten Voraussetzun- 
gen auch jetzt fortwährend festhaltend, nun noch an, dass die 
Punkte, von denen die unter sieh und mit der Rhene der a;a pa- 
rallel einfallenden Strahlen ausgehen, auf der negativen Seite der 
Ebene der y» liegen, so wird leicht erhellen, dass die erste Sei- 
tenBäche des Prismas von diesen Strahlen unmittelbar, d. h. obue 
dass vorher eine andere Seitenfläche des Prismas von denselben ge- 
schnitten wird, nur dann getrofl'en werden kann, wenn 



also 



90® < w < 270«, 



90® — 0<ot — 0 <270® — 0 



ist. Nun ist aber immer 0<18O®, also 

90® — 0> — 90®, 270® — 0<27O®; 



und folglich 



also, wenn 



— 90® < w — 0 < 270® ; 



cos (w — 0) = 0 



sein soll, notbwendig 



49) <u — 0 = 90®. 

Für 0 = 90® muss folglich (u = 180® sein, d. h.' die Hjpotenase 
der rechtwinkligen Grundfläche des Prismas muss mit dem positiven 
Tbeile der Axe der y zusammenfallen, wenn für alle unter sich 
und mit der Ebene der a:x parallel einfallende Strahlen die von 
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der ersten und dritleu Setleufläche' des' Prismas refleclirten Strahlen 
einander parallel sein sollen*). , V . 

Wir wollen nun noch den Fall etwas p;enuuer befraebtep, wenn 
die Grundfläche des Prismas ein gleichschenkliges rechtwinkliges 
Dreieck ist, dessen Hypotenuse mit dem positiven Tbeile der Axe 
der y ziisommenfällt, indem wir zugleich annelimeo, dass der leuch* 
tende Punkt der iVlittelpunkt der Sunne ist, In diesem Falle kann 
oftenhar » = 180°, (u,=45°, m, = 135" gesetzt werden, und es 
ist folglich 

cos (2(0 — A) = cos i, sin(2u> — ^)= — sin A.j 

cos(2(o, — ^) = sin^^, sin(2(0, — ' cos 

cos (2(0, — 2(0, + i) = — cos X, sin (2(0, — 2(o, -4- i) = — sin A.; 

also nach 29) und 44) 

cos y= cos A cos ‘ " 

cos tp = — sin A cos /u, 

cos X'=' — sin ji* • ' , * 

und 

cos 9, = cos A cos ju, 
cos tp, = sin A cos /*, 
cos ;u, = — sin fh. 

Nehmen wir nun die Ebene der xy horizontal an, denken uns durch 
den Punkt (j>yr) ein dem primitiven Systeme der xy% paralleles Sy- 
stem gelegt, und bezeichnen in diesem Systeme die Coordioaten der 
Noone, deren Entfernung von dem Punkte {pgr'S durch q bezeichnet 
werden mag, durch >7, so ist offenbar io völliger Allgemciu- 
beit 

^ = p cos a, 11 = Q cos ß,^=q cos y. 

Kezeichnen wir aber den von der Projection der Entfernung q auf 
der Ebene der %n mit dem positiven Theile der Axe der $ einge- 
sciilossenen Winkel, indem wir diesen Winkel von dem positiven 
Theile der Axe der $ an nach dem positiven Theile der Axe der 17 
hia vou 0 bis 360" zählen, durch Q, und die Höhe der Sonne durch 
f/-, so ist offenbar io völliger Allgemeinheit 

£ = p cos Sl cos 
tl = q sin Ü cos H., 

'' l = q sin //; 

also nach dem Vorhergehenden 
■ cos « = C08 Si cos /f, 

cos /S = sin Sl cos /f, < , 

' cos y = sin 

") Dies ist der im vorhergehenden Aufsatie betrachtete^ Fall, vyenn zu- 
' gleich 9, = 6, ist. 
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Daher kaoo man wegen «ler Gleichungen 22) offenbar i — Ä. 
Ih — H setzen , und hat also nach dem Vorhergehenden die Glei- 
chungen 

1 C0S ff = cos a cos H, 
cos tf) = — sin S cos ff, 
cos X ff 

und ‘ 

cos Sl cos ff, 
sin Sl cos ff, 
sin ff. 

Leg^ mau nun durch das Auge ein dem primitiven^ Systeme paral- 
leles System, und bezeichnet die 180“ nicht übersteigenden Winkel, 
welche die von dem Auge nach der Seite des i’rismas hin mit dea 
von dessen erster und dritier Seitenfläche reflectirten Strahlen pa- 
rallel gezogenen Linien mit den positiven Theilen der Axen des 
in Rede stehenden Systems einschliessen, respective durch 
und 5 p',, il>\, x' 2 > 8® *8^ offenbar 



i cos 5 P, = 
cos rf>, = 
cos Xt= — 



y'=180“— y, fp =180“-V., ;r’=180“— 



und 

y', = l80“-y„ y', = 180“ — /, = 180" -x^ i 

also nach dem Vorhergehenden 



und 



also immer 



1 cos y' =: — cos Si cos ff, 

52) jcos V''= 8in S2 cos ff, 

' cos = sin ff 

cos y', = — cos H cos ff, 

53) Jcos \ — — sin cos ff, 

f cos ;p', = sin ff-, 

ff' = y'„ tp' = 180“ - X — X' 2 - 



Für i2=180“ ist y' = 90“, ip', = 00“, also 
y'=y',, ip' = tp’„ = 

und die beideu von dem Auge aus den beiden reflectirten Strulile 
parallel gezogenen l,.inien fallen daher io diesem Falle mit einui 
der zusammen. 

Der Einfachheit wegen wollen wir n«n den positiveu The 
der Axe der y uns so angenommen denken, dass man sich, u 
von dem positiven Theile der Axe der ^ durch den Coordinulet 
Winkel hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelat 
gen, nach derselben Richtung bin bewegen muss, nach welchi 
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sieb die Sonue am Himmel bewegt, Uail die VVertbe von Si and JSf 
für die sieb in der ßbene,der^^« befindende Sonne durch S2 and 
U selbst, die Werthe dieser Grössen ^ür die Sonne vor und nach 
ibrem Durchgänge durch die Ebene der x» in der Nähe derselben 



aber respective durch 


» t > 




... fi(<), fi(»), SU*), fi(l); 




. . . HW, HW, HW, HW 


und 


h • 

fi„ fi„ fi„ fi., ....; 




H., H,,H„ H„ ,... 


bezeichnen. 





Ist, dies vorausgesetzt, die Ebene der xx die Ebene des Meri- 
disns, SU ist 

.... sin fit*) >■ sin fi(t) >• sin fi •< — sin < — sin fi, . . . . 
.... cos V/(*) cos Äti) > cos //<; cos Ä, < cos 

t 

hl dagegen die Ebene der xx nicht die Ebene des Meridians, so 
ist entweder 



.... sin fit*) sin fid) ^ sin fi <! — sin fi, <! — sin fi, . • • . , 
.... cos //l*)>- cos //(■)>• cos cos Ä, > cos/^, .... 

uder 

.... sin fit*) sin fid) ^ sin fi •< — sin fi, <^‘ — sin fi, .... 

.... cos //t*) <1 cos /7d) < cos // < cos < cos .... 

I 

Hieraus sieht man, dass in dem ersten Falle, wenn nämlich die 
bbene der xx die Ebene des .Meridians ist, der absolute Werth des 
Productes sin fi cos // sich nach beiden Seiten der Ebene 
der XX hin von Null an am Stärksten ändert, so dass sieb also 
auch in diesem Falle die beiden einander zu 180” ergänzenden 
Winkel tj)' und nach beiden Seiten der Ebene der xx 
bin von 90° an am Stärksten ändern werden, weshalb also offen- 
bar in diesem Falle die Beobachtungen die grösste Genauigkeit ge- 
währen werden. 

Wir wollen nun noch die primitiven Coordinaten p", , r" des 

von der dritten Seitenfiäcbe des Prismas reflectirien Strahls mit der 
ersten Seitenfläche bestimmen. Die Gleichungen der drei Seitenflä- 
chen sind, wenn wir die Hypotenuse der Grundfläche des Prismas 
durch a bezeichnen; 

xz=0, x-\-y — 0 = 0, X — y = 0 •). 



*) M. s. deti vorhergebcnileii Aufsatz. 
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Also ist 

A =1, B =0, C =0; 

^, = 1» i7, = 1, = — »i 

A, = l, Ä, = -l, ^,=0; 

und folg;lich 

jL __£nf_ t —A y' 

‘ sin 1 -f- cos Jt* * ' sin A — cos A ’ 

•Iso 

A A — i. •). 

• •• sin A — cos A ^ 

Hieraus ergiebt sich 

• « • SA AV t ^ 

A, cos cos(2«, - = / - « ~ 

. . . . . _ j (f cos A I 

A, Bin A, -I- A-. 810 (Bw , - A) = ^f- - « - 

Weil nun p''= 0 ist, so ergiebt sieb nittelst der ersten der Glti- 
ebnngen 45) leicht 

r'' = r'4-a sec A tsng /*, 

und mittelst der zweiten der Gleichungen 45) ergiebt sieb dui 
ferner 

q' z=ia — ^ — a tang A. j 

Also ist nach dem Obigen 

IP" = 0, 

54) \tf' = a — q' — a tang Ü, 

' r" :=r' + a sec ß tang B. 

Für ß = 180** ist ^' = a — q' . Setzt man *«-+-/, i« + 7* 
q\ q", d. h. nimmt man die Milte der Hypotenuse der GruDdSicbe 
des Prismas als Anfang dei Coordinaten an, so wird im vorliegee- | 
den Falle {r"= — welches ein leicht zu denteudes Resultst ist 



*) Man bat hierbei zu bemerken, dass im . vorliegenden Falle p'sObi- 
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XXIX. 

Eine Aufgabe aus der anal3Üsctieii Geometrie. 

Von dem 

Herrn Professor C. G. Wunder 

an der Königl. Sachs. Landesschule St. Afra zu Meissen. 



1. ln dem 4ten Hefte des 2ten Tbeiles des Arehives beCndet 
iich (S. 419. f.) eine Auflösung der Aufgabe; Ks ist irgend ein 
ügelscbnitt und ein Punkt gegeben. Ziehet man durch 
len Punkt gerade Linien, tvelche den Kegelschnitt io 
^veiPunkten durchschnciden; so fragt es sich, anfwel- 
:bem geometrischen Orte die Ualbirungap unkte der von 
lern Kegelschnitte begriinztcii Stücke der letzteren lic- 
;eo? Veranlasst durch die von dein Herrn Herausgeber des Ar- 
bives am Schlüsse dieses Aufsatzes gegebene Nachschrift habe ich 
ine andere von der allgemeinen (ileiclinng der Linien des zweiten 
indes ausgehende Behandlung dieser Aufgabe versucht, welche ich 
ier mittfaeile. Der Kürze und Klarheit wegen halte ich für nö- 
big, der Auflösung der Aufgabe selbst folgende allgemeine Bemer- 
iongen über die Gleichungen der Kegelsco^nitte vorauszuschickeo. 

2 . Wenn p der Parameter einer Parabel, 2<z die grosse oder 
iaupt'Axe, 2A die kleine oder Neben -Axe einer Ellipse oder Hy- 
«rbel bezeichnet, und a:A==r:« gesetzt wird, wo nun r und * 
eine Zahlen bedeuten; so hat man bekanntlich als einfachsie Glei- 
bingen 

für die Parabel: y* — y».r = 0 ( 1 ) 

für die Ellipse: r’y* + s’^* — r’4’=0 .... (II) 

für die Hyperbel: r’y* — s’/p’ r*A* = 0 .... (III) 

He senkrechten Coordinaten as , y beziehen sich auf die Axen des 
iegelscbnittes , und haben als Anfangspunkt bei der Parabel den 
icheitei der Axe, bei der Ellipse und Hyperbel deu Mittelpunkt des 
iegelschnittes; dieser Anfangspunkt sei immer durch K bezeichnet, 
heraus erhält man die allgemeinste Form der Gleichung für irgend 
'inen Kegeiscbuitt zwischen senkrechten Coordinaten t und w, wenn 
San X = t cos tp — u sin g>-i- ß, y:=e sin cos 9 + 01 sub- 

itituirt, wo nämlich die Coordinaten t und « sich beziehen auf 
Hnen Anfangspunkt x, dessen auf die ursprünglichen (in obiger 
Sleicbnngen vorausgesetzten) Coordinatenaxen sich beziehenden 
Conrdinaten xzszß und y = u sind, und auf eine Abscissenaxe 
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^xe der /), welche mit der Axe der ersten Abscissen Jr eion 
Winkel =<p bildet; (der Winkel <p ist von dem positiven Tbeile 
der ersten Abscissenaxe aus nach der Seite der positiven Ordinsteg 
bin gerechnet). Die Gleichung, welche man durch Ansfiibrung die- 
ser Substitution und Ordnung der Glieder nach den Potenzen tod 
« und t erhält, soll kurz für die Parabel durch (/*), für die Ellipse 
durch (£^), für die Hyperbel durdi (//) angedeutet werden. 

3. Die allgemeine Gleichung des 2teu Grades zwischen iwei 
senkrechten Goordinaten se und t hat die Form: 



— f— ßtH CV* “h" ßt “4” ^ ® 



(«). 



Insofern nun dieselbe eine Parabel, oder eine Ellipse, oder eiie 
Hyperbel ausdrUekt, sind ihre Coefficienten gleich zu setzen denes 
der Gleichung (-P), oder der Gleichang (ß), oder der Gleichagg 
(//). Sieht mau die Gleichung (31) als Identisch mit der Gleichnog 
(/*) an, so ergiebt sich: 4.^6'= 4sin 9p’ cos 9p’ = £1*. Betrachts 
man die Gleichung (31) als einerlei mit der Gleichung (^), so lioiet 
man \AC= (r* — s’)’ sin 2 gp* 4r*«*, B* = (r* — ** )* sin 29', 
also \AC Z> B'. Setzt man endlich die Coefficienten da 
Gleichung (3t) gleich denen der Gleichung {H), so ist 4if 
= (r’ -+■»’)* sin 29p’ — 4r’«’, Ä* = (r’ -|- <*)* sin 29p*, also 4.lf 
B'. Demnach wird die Gleichung (31) nur dann eine Parslai 
vorstellen können, wenn \AC B'‘ , eine Ellipse, wenn 4Jf 
>► ZI*, eine Hyperbel, wenn \AC'<C. B'* ist. 

' 4. In der Voraussetzung, dass (31) mit (/*) identisch ist, also 

(31) eine Parabel hezeichuct, iindet man ferner sin 2jp= Zf; dage 

B 

gen ergiebt sich sin 29p = '' 

(31) eine Ellipse oder Hyperbel ausdrückeu, also mit {E) oder {H\ 
identisch sein soll. 

Bezeichnet i die Ordinate (»), A- die .Akscisse (/) des ursprÖDg- 
.liehen Aufaugspuuktes JC, bezogen auf die Cuordinatenuxen 
neuen Systemes; so Iindet sieb, wenn (31) eine Parabel ausdrickt; 



(«) 



Az= 



— AB'VC^ 1ADE\/A E'{^A + C}\/C— HPy/C 
k(lKyC— 

/)*(! -\-Cy^A — E^C\/A + CDB\^C—\F\/A 
k{D^/C-E\^A) 



Wenn aber (3() eiue Ellipse oder Hyperbel bezeichnet, so ist: 

. . . BE — 2CD , ‘ BU — iAE 

(II) t — tjc—B*’ * — AAC — B*’ 

Dureb 9P, S'und k wird die Luge der Axen des Kegel sdinittes ge 
gen die Axen der Goordinaten w und t, und für die Parabel die 
Lage ihres Scheitels, für die Ellipse und Hyperbel die i>age des 
Mittelpunktes bestimmt. Ebenso findet man durch' Gleichsetznsf 
der entspreehenden Goefficienten die allgemeiuen Formela zur Bc 
stimmung des Parameters oder der Axen des Kegelschnittes durti 
die Coeßieienten der Gleichung (S) , nämlich: 

für die Parabel: (111) ft = D\/ C — E\/ A-, 
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Hir die Kllipse: 

a_ 

CD-‘^AE-> - iBDE — (\AC — B^)F 

(hAC - B*) \\(A + C)-iV(A - Cy + S^ ■ ■ 

/in f. CD*-t-AE*—iBDE—{^AC-^B^)F 

' ^ ~ {iAC - »») li{A -t- C) + iV/(^ - C)> -H ^ 

Tür die Hj|ierticl: 

rvii\ — — Vb* — hac 

^ ^ -\{A-^C) + ^\^(A~C)*-i.ß^ 

iviin , CZ?» + — 1BDB+(B^ — 4VC)F 

' ^ ~ (Ä’ - [- i(A + C)-hiV^(A- O» + Ä*J 

/IV» j. , C'O* + + (g» - iAC)F 

(lA) — ^ il^{A~C)^-i-B^ 

5. Iiidpm.wir uns nuo zu unserer Anf);abe wenden, setzen 
wir für ininipr fest, iluss der gegebene Punkt durch Z, seine iiiif 
die Axen des Kegelsclinittcs und bei der Parnbel nuf den Scheitel 
der Axe, bei der KIlipse und Hyperbel auf den Mitteljiunkt als An- 
fangspunkt sich beziehenden L'oordinaten durch a und ß, der Schei- 
tel "der Parabel aber, so wie der Mittelpunkt der KIlipse und Hy- 
perbel durch K bezeichnet werde. Ferner nebnieu wir an , was 
offenbar verstnttet ist, der gegebene Kegelschnitt sei ausgedriiekt 
darch eine Gleichung zwischen recbtwinkTicben Coordinaten w und 
t. für welche der gegebene Punkt Z der Anfangspunkt ist; die 
(deichung (3() in 3. kann also im Allgemeinen die Gleichung 
des gegebenen Kegelschnittes vurstellen, und jede durch Z ge- 
legte gerade Linie wird nun bezeichnet durch diu Gleichung; 

u = Pe (1) 

Durch Verbindung der Gleichungen (3t) und (1) findet man für die 
Coordinaten der Punkte, in weTchen eine solche gerade Linie den 
Kegelschnitt schneidet, die Werthe: 



(IV) y = 



(V) «» = 



DP-t- E 



\^(DP -f. g)« — HAP* -f. ßP^OF 



2(.di*» + BP-t-C) Z{AP^ -t- BP -fT?) 

(BP ^E)P ^ (BP - H gj»~ + BP+ C)F 



' i(AP^ -i- BP ^C) 



1(AP^ + BP-\-C)F 



Iler rationale Theil des Werthes vöu t hezeichnet die Abscisse, des 
Werthes von « die Ordinate des Punktes, in welchem der zwischen 
den Kegelschnitt fallende Abschriill, der geraden Linie ludbirt wird; 
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dentet mao also die Abscisse durch t’, die Ordinate durch •t' ao, so 
hat tnau die Gleichungen : 



,(*) “”M3) = 



0 ' 



Die Werthe von t' und w' ändern sich mit dem VVerthe von P\ 
eliminirt man aber ^ aus den Gleichungen (2) und (3), so drückt 
das Resultat die Beziehung zwischen den beiden Courdinaten jedes 
solchen Punktes aus, welcher den zwischen den Kegelschnitt fal- 
lenden Abschnitt der geraden IJnie halbirt, die durch diesen Punkt 
selbst und den Punkt Z gelegt wird; das Resultat ist also die 
Gleichung der gesuchten Curve. Entwickelt man die Gleicbungco 

(2) und (3), ordnet die Glieder nach Potenzen von /*, und subtra- 
hirt sie von einander, nachdem man ein Mul (2) durch 

(3) durch At, und dann (2) durch 6 V, (3) durch mol- 

tiplicirt hat; so erhält man leicht zwei Gleichungen, davon jede nur 
die erste Potenz von P enthält. Durch Elimiuaiion der Grösse P 
ans diesen letzten Gleichungen erhält man ein Resultat, welches, 
nach Potenzen von u' und ^geordnet, durch {AEl^-k-Oß* — ßDE\ 
tbeilbar ist; so gelangt man zuletzt, wenn die Accente von w unii 
t weggelassen werden, tu der Gleichung; 



Au‘‘ + Btu-i- Ce* + lDu-i-iEl = 0 ( 8 ) 



welches die Gleichung der gesuchten Curve ist. 

6 . Durch Beirachiuug der Gleichung ( 8 ) ergieht sich Fol- 
gendes: 

I. Da die drei ersten Coefficienten der Gleichung ( 8 ) gaoi 
dieselben sind, als in der Gleichung (ä), und nach §. 3. nur vus 
diesen die Art des durch die Gleichung ausgedruckten Kegelscboii- 
tes abhängt; so ist die neue Curve immer ein Kegelschnitt 
vou derselben Art, als der gegebene. 

II. Dieser neue Kegelschnitt, der nun immer der 
zweite genannt werden soll, gebet allezeit durch dea 
Punkt Z; denn in der Gleichung ( 8 ) fehlt das beständige Glied. 

III. Die Azen des zweiten Kegelschnittes sind immer 
parallel mit den Axen des gegebenen; denn die Formeln 
zur Bestimmung des Winkels 9 p geben für die beiden Gteicfaungru 
(3t) und ( 8 ) ganz dieselben Werthe (vcrgl. §. 4.). 

IV'. Wenn der erste Kegelschnitt eine Ellipse oder 
Hyperbel ist. so liegt der Mittelpunkt des zweiten Ke- 
gelschnittes immer in derMitte der geraden Linie, wel- 
che die Punkte K und Z verbindet; denn sind s' und k’ die 
Courdinaten des Mittelpunktes des zweiten Kegelschnittes, so findet 
man nach §. 4.: = 

V'. ist der erste Kegelschnitt eine 'Parabel , so ist 
der Parameter der zweiten Parabel die Hälfte des Pa- 
rameters der ersten (folgt aus $. 4. III., weil B 

= 4^ ist, wenn tP, B Coefficienten der Gleichung ( 8 ) bezeich- 
nen); ist er aber eine Ellipse oder Hyperbel, so ist das 
Verbältniss der beiden Axen, also auch die Ezeentrici- 
tät in dem zweiten Kegelschnitte dieselbe als im erstes 
(folgt aus 4. IV. und VII.). 
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7. Offenbar- ist es« wtllknhrlich', welche La|^e maa den Axea 
der Cootdinaten u und t geben will, wenn nur Z als Anfangspunkt 
grenomnen wird. Dm daher die weiteren Betrachtungen zu verein- 
Facben, darf man annehmen, dass die Axen der Coordinaten w and 
I parallel seien den ursprüngliohen Axen der y und a:, d. i. den 
txen des Kegelschnities, in welchem Palle 91 = 0 ist. Hierdurcli 
'rliält man nach §. 2 . als Gleichung des ersten gegebenen Kegel- 
ichnittes 

iir die Parabel: 

«* + 2«« — f>t-\-a * — ;»/S = 0 . . .. (fl) 
ür die Ellipse: ' , 

I 

-t- s*/> -I- 2«r*« -t- 2/?s V + r»a* ■+■ t'ß* — r*b' = 0 . . . . ((?) 
ür die Byperbel: 

*K* — «V» -f- 2«r*« — 2/?»*f -t- r*«* — »*ß* -f- r*A* = 0 (^>) 



Wie diese drei Gleichungen enthalten sind in der allgemei* 
>en Gleichung (3() (<$. 3.), so soll der zweite Kegelschnitt über» 
aspt ausgedrückt sein durch die Gleichung: 



A'm* -I- B'tu -h C't* -t- JD'u 4- E’t + F' = 0 .... (S) 

0 dass also nach der Gleichung ($) in §. 5. immer ist: > 

A> = A, B' = B, C'=zC, iy = ^D, E’ = iE, J' = 0. , 

t 

'benso sollen die Buchstaben a’, h\ r\ k' dieselbe Be- 

putung in Beziehung auf den zweiten Kegelschnitt haben, als die 
iisprecbenüen a, A, r, «, i, k für den ersten. 

8 . Ehe wir ans zu den besonderen Arten der Kegelschnitte 
enden, mögen noch die allgemeinen Formeln für die Coordinaten 
er Punkte angegeben werden, in welchen der erste Kegelschnitt 
>n dem zweiten geschnitten wird. Man erhält dieselben durch Ver- 
ödung der Gleiclinngen (31) und (33), nämlich: 



(BD — idE)F:ii IA/FV(B^ — HdC)F+ ilf» 



..e (») 



(BB — U!D)FsfiB\/FV^(B^ — idC)F-hB* 

M ... liij 



» A/* = AE* -H CD* — BDE gesetzt ist. 

9. Sei nun zuerst der gegebene Kegelschnitt, also auch der 
7 eite eine Parabel. Die erste Parabel wird durch die Gleichung 
I) §. 7. ausgedröcktr so dass also hier A =: l, B = 0 =z C, 
= 2a, E= — p, F=a* — pß ist. Demnach bat man für die 
'eite Parabel .4'= 1, B’ = 0= C\ D'^a, — \p, /*=0. 

in findet dab^r ausser p' = {p (f. 4. ill.), was nach 6 . V. 
lon bekannt ist, weiter nach 4. I.: 

(I) (ll)A'=-g. 
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Aus (I) ergiefct sieb, dass die Axe der zweiten Parabel, welche pa> 
rallel mit der Axe der ersten ist (§. 6. III.), durch die Milte der 
Verbiodongslinie KX gellt. Hierdurch mit Rücksicht auf (II) wird 
sehr leicht der Scheitel der zweiten Parabel gefunden. 

10. Für die Sehneidungs|iunkte der beiden Parabeln sind nach 
§. 8. die Cuordinaten: 

. iP \P 



welche Wertlie immer mnjriich sind, wenn a* — d. i. weno 
Z ausserhalb der ersten Parabel liegt. Bei a " — pß = i) berUlireD 
sich beide Parabeln in dem Punkte Z. Da die Ordinaten dieser 
Sebneidungspunkte absolut gleiche aber entgegengesetzte Werthe 
haben j so muss die Verbindungslinie derselben, d.i. die gemeinsame 
Sehne beider Parabeln durch die Absrissenaxe (Axe der t) halbirt 
werden. Hieraus folgt wieder nach einer bekannten Eigenschaft 
der Parabel, dass die gerade Linie, welche die zweite Parabel in 
dem Punkte Z berührt, und ebenso die gerade Linie, welche die 
erste Parabel in dem Punkte berührt, wo die erste Parabel von der 
Axe der t geschnitten wird, parallel sein muss mit der Verbin- 
dungslinie jener Schneidungspunkte. Dasselbe findet man auch aul 
folgende Weise. Seien // und A' jene beiden Schneidungspunkte, 

BO dass für Z« die Coordinaten v, = «’ — pß und f, = - — ; — ^ 

^ ^ ' iP 

-L- - — ^ •'* = — l/a’ — pß und /, = ° 

— —pß [)p ppp Jii ^ _ P_ jgf gp l,p{ pjpp fjjp jj, 

ip , r, — 2« 

durch Ä und A' gebende gerade Linie die Gleichung: 



( 1 ) 



Nach der bekannten Eigenschaft der Parabel findet man für di 
Gerade, welche die zweite Parabel im Punkte Z berührt, zunäebt 

die Gleichung; v = setzt man nun hier die oben (§. 9.) gc 

fundenen Werthe für t' und A, so erhält man für diese TangeDf 
die Gleichung; 



«=£' 



(S) 



Für den Punkt 0, in welchem die erste Parabel von der Aj 
der t geschnitten wird, sind die auf die Axe und den Scheitel di' 

o* 

ser Parabel bezogeaen t'oordinaten — ; daher 

sieb für die Gerade, welche die erste Parabel in O berührt, d 
Gleiebuag: — (a/-—ß)], d. i. durch obige Werthe: 



= •••• ( 3 ) 
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!)• nOD 'in »ilen 4r«i Oleichonipi^ (1), (2), (8) der Coeffieient 

00 t derselbe >si, so folgt biemus. dass die gerudeu Linieo, 

reiche diesen ’Gleicbungen entsprechen , sämmtlieli nnter einander 
arallel sind. , 

11. Wenn Z ausserhalb der ersten Parabel liegt, 
Iso o’ — > 0 ist, so wird die erste Parabel von der 
eraden Linie ZZ/ in L, von der geraden Linie XN in 
I’ berührt. Wenn wieder ts, lind die Coordinaten des Punk- 
3S L bezeichnen , so hat man für die gerade Linie Xtj die Glei- 

hung: w=^t, oder zwischen Coordinaten auf den Anfangs- 

Dokt K und die Axe der Parabel bezogen, und wenn man für 

/ 

- den aUs §. 10. sich ergebenden Werth substitnirti 



a — — pB r o\ 

y — a = (jp _ |J). 



y = 0 findet man hieraus für a: den Werth: or = 

Da aber für den Punkt L die auf die Axe 






er ersten Parabel bezogene Ordinale =a*4-w, = a-|-\/ o * — pß 
t, so wird für denseiben Punkt die Abscisse, auf der Axe vom 

cbeitel aus genommen, nusgedrückt durch . Ver- 

leicht man dieses mit obigem W'erihe von d. i. mit der Ab* 
;isse des Punktes, in welchem die Axe der Parabel von Z^ ge- 
hoitten wird, so ergiebt sich aus der Natur der Parabel, dass 
e in £t von ZZ# berührt wird. Ganz ähnlich ist der Beweis für 
e Linie ZA’. , 

12. Wenn .der gegebene Punkt Z auf der ersten Parabel 
igt, also a* — pß z=zQ ist, so hat man für den Scheitel der zwei- 
n Parabel nach §. 9. die Coordinaten s' = — 4"’ A'= — \ß\ 
'T Scheitel der zweiten Parabel liegt also dann in der Mitte der 
erbindungslinie der Punkte K und Z. Leicht erkennt man nun 
ich das Umgekehrte als richtig: wenn man von irgend einem 
inkte einer Parabel beliebig viele Sehnen zieht, und jede Sehne 
0 ein ihrer eignen Grösse gleiches Stück verlängert, so liegen 
e Endpunkte dieser Verlängerungen wieder auf einer Parabel, 
ren Parameter das Doppelte von dem Parameter der ersten Pa- 
bel ist; die Axen beider Parabeln sind parallel, und der Sdieitel 
r zweiten ist der Endpunkt der Verlängerung von der Sehne, 
tiche nach dem Scheitel der ersten gezogen ist; in dem Punkte 

berühren sich beide Parabeln (vergl. §. 10.), 

13. Sei nun der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse, also ans- 

drückt dnrnh die Gmichung (S) in §. 7.; demnach ist jetzt A 
:r>, B = 0, €=*•, B — £ = ißt', /’=r»a» 

r’d*, daher für deu zweiten Kegelschnitt, ebenfalls eine Ellipse, 
= r*, B-s=0, C" = a», Zy = or*, £'==ß*\ jP = 0, folglich 
s Glekbung dieser Ellipse: 

\ • 

r * -I- -f- «r Ä 0. 
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Die Lage dei Mitteipaoktea nad der Axen der xweiten Ellipse 
lind nach f. 6. III. und IV. schoa bestimmt; für die Grösse der 
Axen hat man jetzt nach $. 4. V. und VI.: 



='(!)> (i. 4)- „„ 



Oer Parameter p’ der zweiten Ellipse ist dofaer 




= ... 



(III) 



14. Sind wieder It und N die Scbneidungspunkte der beiden 
Ellipsen, w, und für Z<, und für A die Coordinaten, und 
setzt man der Kürze wegen r*a* s*ß* — r*6^ = m^, also r*o’ 
s’jS’ z= *»* + = wj’ -I- s*a’ ; so ist nach §. 8.: 



, — am* — $6ß m ^ — ßm* ■^raam 

— r’o*H-s>;9’ ’ *' + 

— om’ - 4 - tbßm . — ßm* — rattm 

"* — r*o»-4-*>/9~’ ** — + 

Daher für dieselben Punkte die Coordinaten y, , .zr, , y, , a*, aul 
den Mittelpunkt und die Axen der ersten Ellipse bezogen: 




r’A’a — Mbßm s^a*ß •+■ raam \ 

y* — — r»«> + »*ß* ( 

r’*h'‘a -f- Mbßm t*a*ß — raa m | 

y> — r»a» ’ ■*'* — 



(II) 



Diese doppelten Wertlie werden gleich, d. b. die Punkte £ä und J 
fallen in einen zusammen, in welchem die Ellipsen sich' berühren 
wenn «» = 0, d. i. wenn r’«* + s’/J* ==r*Ä’ = «*«* ist, also de 
Punkt Z auf der ersten Ellipse selbst liegt; es wird dann y, =y. 
= a, .r, =a:, =/}. Unmöglich aber werden beide Wertbe, wem 

r’a* + < r’d.*, also a < ^\/ a* — /S’ ist, d. h. wenn de 



gegebene Punkt Z innerhalb der ersten Ellipse liegt. 

15. Dnrcb Uenutznng obiger Wertbe für y, , y, , at, ei 
liölt m;in für die durch Lä und gehende Gerade die Gleichung 

y = — — • Pür y = 0 findet sieb hiernach x = 

^ r^a a ^ s*( 



= — . Hieraus ergiebt sieb nach einer bekannten Eigenschaft de 



Ellipse, dass die Linie £,X die verlängerte grosse Axe der erste 
Ellipse in demselben Punkte schneidet, in welchem diese Axe ge 
schnitten wird von einer Tangente der ersten Ellipse, deren Bc 
rUhrungspunkt die Abscisse = ß hat; es ist dieses einer der Punkt« 
in welchen der von Z auf die grosse Axe gefällte Perpendikel di 
erste Ellipse schneidet, wenn nur ß^a vA. 
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16. Legt man dorfcb Z eine gerade -Linie (%) parallel mit 
LS, so findet man mit Rücksicht aaf die Gleiclinng der Linie LiN 
[f. 15.) für (A.) die Gleidhnog: 



— — *11 



y = 



X ■ 



■ «»ff» 



(I) 



Oder wenn man den Mittelpunkt Si der zweiten Ellipse als An- 
fangspunkt, die Axen dieser Ellipse als Coordinatenazen anoimmt, 
lud die darauf sich beziehenden Coordinaten durch ’y and 'x be- 
teichnet, so erhält man für (^) die Gleichung: . , . 






-I- 



r»«» -t- «»ff» 



(») 



Setzt ronn in dieser letzten Gleichung 'y = 0, so findet man 
ur den Punkt, in welchem die verlängerte grosse Axe der zwei- 
en Ellipse von (P.) geschnitten wird, den .Werth der Ahscisse: 

#•*«* _L_ J*2/J2 

•*■= — = T? (vergl. §. 13. I.). Dil aber die Ahscisaa 

r »r . „ . 

les Punktes Z* der zweiten Ellipse ist, durch welchen die Linie 
P.) gehet, so ergieht sich aus dem hier gefundenen Werthe von ’x 
lach der schon vorhin benutzten Eigenschaft der Ellipse, dass die 
iweiie Ellipse von der Linie (A) in Z berührt wird. Demnach 
st die gemeindamc Sehne beider EHlipsen mit der dem 
»unkte Z zugehörigen Tangente der zW'eiten E^llipse 
larallel, und wird folglich durch d i c ge rade f., in i e jfiTZ 
lalbirt. 

17. -Tür die Punkte G und O', in welchen die erste Ellipse 
’on der Geraden A'Z geschnitten wird, findet man leicht die Cuor- 
. rutt . ’ rhß 

inaten y == ± ^ Daher wird 

ie durch einen dieser Punkte, z. B. durch G gehende gerade Linie, 
reiche parallel ist mit der gemeinsamen Sehne LiN, ausgedrückt 

urch die Gleichung y = — l^r»«» -1- «»/?’, Setzt man 

ier wieder ^ = 0, so findet man für den Punkt, in welchem diese 
linie die verlängerte grosse Axe der ersten Ellipse schneidet, die 
ibscUse: 



y* 

X : 



la aber 






-f-'«»^ gV^»»g»-f-«»ff» 



«»ff 

rhß 



*ß 






rhß 



.«»ff» 



I y . . Ahscisse des Punktes G der Ellipse ist, 

Kr»«»-t-«’ff» , r » 

urch welchen die betrachtete gerade Linie gehet, so ergieht sich 
US dein hier gefundenen Werthe von x, dass diese Gerade die 
Ilipse in G berührt. Achnliches gilt von der durch den anderen 
unkt G' gelegten Parallele mit IjS. Immer also sind die 
eil I» unkten Z und /f zugeh origen Tangenten der zwei- 
en Ellipse parallel mit den Tangenten der ersten für 
ie Punkte, in welchen die erste Ellipse von der gera- 
adeu Ijinie A'Z geschnitten wird; und wenn Z ausser- 
alb der ersten Ellipse liegt, also beide Ellipsen sich 
Tbeil V. 24 
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nclineiden, «o iit vu«h die ihnen gemeinanme Sehnt p«- 
reJIel mit jene« Tangenten. 

18. Wenn Z ausserlialb der ernte« Ellipne liegt, n«d 

ist, so ergiebt sieb aus 15, und 17. ein leichtes Verfahren, die 
Sciineiilungspiinkle // und JV beider Ellipsen zu finden^ ohne dsii 
die zweite Ellipse construirt zu werden braucht. 

19. I.>iegt Z ausserhalb der ersten Ellipse, so wird 
latztere von der geraden l,lnie Z£> in Z>, von ZA in 3 
berührt. Durch die Coordinaten des Punktes //, .ar, und f, 
(f. H. II.) findet man, weil r»a* + n»/J» = sa* -H r-*Ä* =■’ 

ist, für die Linie ZZ«die Gleichung: y—a = ^^^~(ar—|S) 



Pür y = 0 erhält man hieraus: x =- 



1 






rsabß-i-raam 



= a* : ^ I woraus die Richtigkeit der Behauptung für | 

ZZ> folgt. Aebniieh ist der Beweis für ZA. 



20. Wenn der Punkt Z auf der gegebenen Ellipse liegt, also 

r*a* = s’a’ ist, so findet man aus den Pormrli 

(I) Und (II) in 13. leicht, dass dann die Axen der zweitei 
Ellipse beziehungsweise gleicli sind den Hälften det 
Axen der ersten Ellipse. Da dieses gilt, welcher Punkt du 
Umfanges der ersten Ellipse für Z genommen werden mag, so fol^ 
uebenliei hieraus auch, dass eine Ellipse, deren Axen beziehunpt- 
weise gleich sind den Ualflen der Axen einer anderen Ellipse, is- 
mer in diese andere so gelegt werden kann, dass sie durch der» 
'Mittelpunkt gehet, dieselbe in einem gegebenen Punkte beräkrt, 
und ihre Axen den gleichnamigen Axen der anderen Ellipse p*nl- 
lei sind. 

21. Durch Umkehrung des Vornusgehenden ergiebt sich soi 
auch folgender .Satz: wenn von irgend einem Punkte Z des üs- 
fanges einer E'llipse beliebig viele Sehnen gezogen, und abwätU 
von jenem Punkte verlängert werden um ein .Stück, das der Srlioc 
seihst gleich ist, so liegen die Endpunkte dieser Verlängerangre 
anf einer Ellipse, deren .Axen das Doppelte von den gleicbnaniget 
Axen der ersten Ellipse und mit diesen parallel sind; der Mittel' 
pnnkt der neuen Ellipse ist der zweile Endpunkt des von Z aus- 
gehenden Durchmessers der ersten Ellipse, und beide Ellipsen ll^ 
rühren sich in Z. Dieser Salz ist indessen ebenso wie der oben 
in %. 12. erwähnte nur ein - besonderer Fall eines allgemeineren, 
den wir nachher aussprechen und beweisen werden. 



22. Alles hier in Betreff der Ellipse Gefundene gilt im Allee. 
meinen auch, wenn der gegebene Kegelsrhnitt, also auch ser 
«weit« eia Kreta iat, nur mit einigen Modificatiooen. In diesta 
Falle ist nämlich a = 6, r = * =z l zU selzen; wenn daher der 
Halbmesser des neuen Kreises durch p bezeichnet wird, 'währest 



der des gegebenen =a ist, so hat man hier p = «» -f- jj*. 

Liegt Z ausserhalli des ersten Kreises, ist also u’ ^ m 
schneiden sich beide Kreise in zwei Punkten Z> und A, für derei 

Coordinaten hier die Formeln gelten i y= — jp=— 

WO non s» ==? l/o^ ist. Für die gerade Linie, wd* 

^ha durch diesf SchtMtdutOgspuakte gebet, hat man daher die Gl«* 
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chnng: + Da aber för die Gerade KZ aucb iier 

die Gleicboag yz gilt, lo ergiebt aich aus der Form dieser 

beiden Gleicbangea, dass die gemeinsame Sehne £i/V unter rechten 
Wiakeln von der Linie KZ geschnitten wird. Auf eine sehr ein- 
fache Weise folgt nun hieraus^der Paraliclisinua dieser Sehne mit 
den oben heseicnneten Tangenten (vergi. f. 16. 17.). ^ 

23. Wenn der erste Kegelschnitt eine Hyperbel ist, ansge- 
drückt durch die Gleichung (^) in §. 7., so ut auch der sweite 
eine Hyperbel, für welche die Gleichung gilt: 

r’a»* — **<• -f- ar*m — /Sr*/ = 0. 



(f. 4. VIII. und IX.): 
Zn den Scbneidungspunk- 
gebüreu die Coordinaten: 



Für die Grösse der Axen 6ndet man 

— «*/»*-»^*«* Ä » — «•<»*-*•*«* 

4s* ’ — *r» 

tea £, und X beider Hyperbeln 

r'‘b*a-iz»bßm t*a*ßJsraam , ,,, ,o, . .. 

y= ^ sn*=»:*Ä*-.*/S».*.r*«* 

angenommen ist, daher auch s*/S* — r*«* = r*Ä* — «**=#•«* — as» 
ist. Die durch £i und A' gelegte gerade Linie bat lur Gleichung: 
*»/» 4» r»A* n» . , .. . * 

y = ^a;——. Für y=0 wird a;=-^ ~~ß' 8'" 

eine ähnliche Bemerkung, als oben $. 15. bei der Ellipse gemacht 
worden ist. Für die durch Z gelegte Parallele mit Z/A^ gilt zwi- 
schen den Coordinaten 'x und 'y auf die Axen und den Mittelpunkt 



der zweiten Hyperbel bezogen 
j»/?» — r*a* 
r’« 



-* • r-„ . Für V=0 wird '^= 

herrorgeht, dass diese Parallele die zweite Hyperbel in Z berührt. 
Zu den Punkten O und G\ in welchen die erste Hyperbel von der 
geraden Linie KZ geschnitten wird, gehören die Coordinaten 
. rbß , • rha 

r = db,-7======v=ii y: 



die Gleichung: 
r’fi* — r*«> 



y — 
«'» 






woraus 



V t*ß* — r»ö* 

bende Parallele mit 
b 



LN hat zur Gleichung: y s 

rAV/ t^ß* — r»a* 



Für y = 0 wird x = 



- — V^r*/S» — #•»«» 
r« 

xhB 

= a* : folg!) diese Linie die erste Hy* 

lerbel io G berührt. Aehnliches gilt von der Parallele durch O'. 
Die dem Punkte Z zugehörige Tangente der zweiten Hyperbel ist 
ilso mit den Tangenten der ersten Hyperbel für die Punkte G und 
Q' parallel, und wenn die Hyperbeln sich schneiden, so ist auch 
lie gemeinsame Sehne mit jenen Tangenten parallel. Die durch 

Z und L gelegte Gerade bat zur Gleichung: y — o= — ß); 

r, . , . raam-t-t^a^ß 

ur y = 0 wird x = a* i Rücksicht auf den 

iVerth der Ahscisse des Punktes L ergiebt sich hieraus, dass di« 
«erade ZL die erste Hyperbel in L berührt. Ebenso findet 

24* 
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inao, ds8i ZJV die Jljperbel in A' berQhrt; beide Mal wird aber 
vorausgesetzt, dass Z iius'>erUalb der ersten Hyperbel liegt. 

.24. Wenn der gegebene Punkt Z uof der. Hyperbel selbst , 
liegt, d. i. Wenn a’/S’ — r’a’ ^ = a’«* ist, so sind die Asm 

>der zweiten Hyperbel gleich den Hüllten der gleicbnamigen Asei 
der ersten, unU> durch Umkelirang lasst sich hieraus' auch für dk 
^Hyperbel ein Satz, analog den in und §. 21. ausgesprocbeaes, 

aulstelleo. Rs soll über jetzt noch der allgemeinere 8atz bewicMs 
■werden, von' welchem die ge 'achten nur besoudere Fälle sind; die- 
ser iillgeineine Salz ist fofgender. 

25. Wenn man von einem auf dem Omfange irgesd , 
eines Kegelschnittes beliebig gewühlten Punkte Z ir- 
gend wie viele Sehnen zieht, -und von Z aus aufjedei 
Sehne selbst, oder nach der entgegengesetzten Seitr 
hiniagf .ilirer Verlängerung einen Abschnitt so bestimnt. 
dass das \' e rb ü 1 1 n iss zwischen diesem Abschnitte undder 
zngchnrigen Sehne überall dasselbe ist, so liegen dir 
Rndpugkte aller Abschnitte auf einem zweiten Kegel- 
schnitte von derselben Art, als der gegebene. 

Beweis. Uer gegebene Kegelschnitt sei «usgedrOckt dnrcl 
eine Kleiclrnng zwischen reclitivinkliclien Coordinateo t» und die 
den Punkt Z zuin Anfangspunkte bubea; so muss, weil dieser Pusbl 
auf dem Kegelscliuitte selbst liegt, diese Hlcicliung die Form habei: 

^w* + iE'/=;0 (I) 

^ede von Z auscebende gerade Linie wird vorgestcllt' durch die 
(ileicliung: ff=Pt, und schneidet den Kegelschnitt noch in eists 
zweiten Punkte F, dessen Coordinaten sind; 



DP^B 

f ~ AP‘ -{-UP-y- 6” " 



(nP-y-E)P 
AP^-y-MP-y-C 



(II) 



Wird nun auf der Sehne Z F, nder auf deren Verlängerung übrr 
Z hinaus der Abschnitt ZW so bestimmt, dass ZF : ZH''=l'-a 
sich' verhalt, wo w irgend eine ganze oder gebrochene Zahl bedeu- 
tet, sn erkennt man leicht, dass die dem Punkte zugehörigen 
Coordinaten diese Werthe haben müssen: 



n{DP-y-E) n(DP+E)P 

* AP^-y-ÜP + C' * — AP'‘ -y. BP + C ‘ ' 



(III) 



Eliminirt man nus den beiden Cleicbungen (III) die Gröase P, i« 
muss' das Kesuliat. die Gleichung der Cnrve sein, welche der gce- 
metrisebe Ort der Rmlpunkte aller von Z aus bestimmten Abschaiti« 
jener Sehnen ist (vergl. §. 5.). Die wirkliche Ausfiihruog^ dieser 
Rlimination aber giebt (auf dem in 5. befolgten Wege) zuletzt 
folgende Gleichung: 



Ju^-y-ßtu+Ct*+nDu-^nEf = 0 (IV) 

Da nun die drei ersten Cneffirienten dieser Gleichung identisch siod 
mit den enisprechenden Coefficienten der Gleichung (I), so folgt 
Upraus nach: $.3., dass die der Gleichung (IV)' entsprechende Cnrre 
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ein Ke|;elscbnitt von ganz 'derselben Art ist, .als der* durch die Glei> 
ciiUDg (I) bezeicbnete. 

26. Man nebmc nn, was ofTenbar erlaubt ist, dass die Axen‘ 
der Coordinateu tt und t der Gleicliiing (I), also auch die der Glei- 
chnag (IV), parallel seien den Axcn des gegebenen Kegelschnittes;’' 
der Mittelpuakt dieses Kegelschnittes (l>ei der Parabel der .Scheitel 
der Axe) leerde wieder durch HC, der Mittelpunkt des neuen durch 
S bezeichnet, und a und ß seien die Coordinuten des Punktes Z 
bezogen uuf den Anfangspunkt IC und die Axen des ersten Kegel- 
schnittes. Die Gleichung (I) in §.25. bat daher hier folgende Form: 
fnr die Parabel;- 

u' ~^2au — pt = Q .... (II) ' . 

für die Ellipse: 

r>«»-|-s*<>-f-2ar*«-l-2/J*,’f=0 .... (II) ’ . 

fiir die Hyperbel: I . 

r*tt» — a*/* -l-2or*« — 2/J#V=0 (III) 

Dieses in Verbindung init der Gleichung (IV) in §. 23. giebt Fol- 
gendes zu erkennen. 

27. 1. Auch der neue Kegelschnitt geht durch den Anfangs- 

punkt Z der Coordiuaten tt und t. 

II. Die Axen des neuen Kegelschnittes sind parallel den Axen 
des ursprünglich gegebenen (§. 4. vergl. §. 6. III.). 

III. Wenn tiir den .Mittelpunkt ^ tics neuen Kegelschnittes 
(bei der Parabel für den Scheitel der Axe) die auf die Axen der 
• und t sieb beziehenden Coordinaten wieder durch «' und A:', 
dagegen die auf den Anfangspunkt HC und die Axen des ersten 
Kegelschnittes bezogenen Coordinaten durch Sri und & bezeichnet 
rerden, so ist, von welcher Art auch der Kegelschnitt seiu mag, 
iamer 

i' = — na, Ac = — nß ; tj = (1 — «)«, & = (1 — n)ß. 

'■ ■, ' . >■ . ' 

Der Punkt liegt also immer auf der dUrcli Z und HC gelegten 
geraden Linie in dem Abstande = (1 ^ — n)a von der Hauptuxe des 
ersten Kegelschnittes. 

IV. Ist der erste Kegelschnitt eine Parabel, nnd deren Para- 
neter =^, so hat der zweite Kegelschnitt, auch eine Parabel, den 
Parameter // = ///; (§. 4. III.). Ist der erste Kegelschnitt eine Kl. 
lipse oder Hyperbel, ueren Axen 2a uml 2^ sind, so hat der zweite 
Ktgelschiiitt die Axen 2a' = a.2a, if/ = u .if/. Bedeutet uUo p 
den Parameter des ersten, p' den Parameter des zweiten Kegel- 
icbnittes, so ist in allen Fallen p'zz^np. Diese Werlhe der Axen 
V und W findet man aus §. 4. V. und VI.; VIII. und IX. vergl. 

§. 25. IV.; §. 26. II. und III. mit Rücksicht darauf, dass hier lür 
4ie Ellipse r*«* -+- *’/S’ = s*a* = , für die Hyperbel *'ß^ 

— r*«* ist. 

V. Die gerade Linie, welche den ersten Kegelschnitt 

ia dem Punkte Z berührt, berührt in demselben Punkte 
auch den zweiteD-Kegelschnitt, daber berühren sich in 
Z beide Kegelschnitte selbst. . r ..i 
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Beweis. Die gerade Linie, welche die erste Parabel im 

Punkte Z berührt, hat inr Gleichung: y — o = — ß)- 

Wenn man aber den Scheitel ft der iweiten Parabel aU Au- 
fangiponkt, die Aze desselben als Abscisseaaze nimmt, und die 
entsprechenden Coordinaten durch ’a; und ’y bezeichnet, so ist 
X =. 'x — (i* — 1)/J, y=‘y*“(* — 1)®» wodurch die 

Gleichung der gedachten Tangente diese Form erhält: 'y — not 

= ^('^ — ttß). Für 'a: = — nß, woraus folgt, dass 

die gedoclite Tangente auch die zweite Parabel in Z berührt. — 
Ist der erste Kegelschnitt eine Ellipse, so findet man für die dem 
Punkte Z zugehörige Tangente die Gleichung: ’y — na = 

— — "ß)t wo die Coordinaten ’y und ’x auf den Mittelpunkt 

und die Axen der zweiten Ellipse sich beziehen. Für 'y = 0 er- 
giebt sich ’x = - ^ (No. IV.), woraus erkannt 

wird, dass die betrachtete Tangente auch die zweite Ellipse in Z 
berührt. Ganz ähnlich ist der U^eweis für die Hyperbel. 



XXX. 

Gegen Herrn Doctor Barfuss. 

Von dem 

Herrn Doctor O. Schlömilch, 

PriTatdocsntcn an dsr UniTsnitst zu Jena. 



im 3ten Hefte des 4teu Bandes dieser Zaitschrift hat Herr Dr. 
Barfnss die ältere Euler- Friestsche Ansicht von den unendlichen 
Reihen, der neueren, hauptsächlich durch Cauchy’s geistreichen 
Cours d’analjse angeregten, gegenüber zu vertreten gesucht. Die 
Ansicht unteres geehrten Gegners ist folgende: Bei der Recbuung 
mit unendlichen Reihen ist die Summirung derselben ein ganz un- 
tergeordnetes Geschäft; die Hauptsarhe ist, durch gewisse analyti- 
sche, oder wie Fries sagt, syntaktische Operationen, die Functio- 
nen in Reiben zu entwickeln; d. h. mit andern Worten: es kommt 
hauptsächlich auf die Umwandelungen der Form einer Function 
an, wobei sie einmal als geschlossener, einmal als ins Unbestimmte 
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farliaiifender Ansdriiek er>eb«iiit, und oiclit auf ikre aritbnietii«b«a 
Wertbe in der letzteren Gestalt. 

Beror icii diese Ansicht itugfahrlicher belencbte, muss ich einige 
Werte über die Kritik sagen, weicher llr. Dr. Barfuss meine Recli* 
DODgen unterworfen hat; 

Mein erstes Beispiel hat derselbe gänzlich missverstanden. Will 
man nämlich den Ausdruck Arctan a: hi eine Reibe verwandeln, so 
benutzt man hierzu die beiden lüigeoschaften Arctan a ; — Arctan y 



= Arctan 



y 

i + xy 



undLim^ 



Arctan cf 



=: 1 für abnehmende d. Man findet 



Arctan ar^ar — -f- t-®* — • • • ■ 



Nimmt man aber die nämliche Rechnung mit einer gewissen Function 
f{a:) vor, welche die beiden Eigenschaften 

besitzt, so findet man aneb 



/{a;) = a; — ^a;’ -i-iar* — . . . . 



Nnn sagt darauf Herr Dr. Barfnss: ,,Die Naciiweisung, dass 

= arctgor sei, hat mit der Methode der unbestimmten Cnefficienten 
gar nichts zu schaffen (?). Und wo wollte man auch den Keweis- 
grnnd hernehmen, dass zwei verschiedene Functionen dennoch einer* 
lei Reilienentwickelung geben kdnntenf”. Hier ist das .Missver* 
ständniss klar,* ich meine im Gegentheil: wo will man den Bewem- 
gruad hernehinen, dass derjenige Unrecht hiibe, welcher se eapri* 
ciös wäre zu hehauptcn, er kenne zwei solche verschiedene Fanctio^ 
nen, denen die genannten Bigetraclioften zakommen. Darauf könnt» 
■ir Herr Dr. Barfuss erwidern, was er am Ende der Seite 226. sagt, 
Bämiich: ,,es findet sich für /'(.zr) eine vollkommen bestimmte Reibe, 
welche zeigt, dass jedem bestimmten Wertbe von .r ein* bestimmter 
Werth von /{a;) angehört und dass folglich die Function /{ai) 
durch die ihr heigelegien Eigenschufteu vollkommen bestimmt ist”. 
Hier wird Herr Dr, Barfuss beinahe seiner Ansicht untreu; denn er 
spricht von den bestimmten, niso numerischeu Werthen, welehs di« 
Reihe 

ar — \a:* + |ar* — .... 



lar einen bestimmten Werth von jc annnimmt, d. h. er betrachtet 
auf einmal als die arithmetische Summe der Reihe, wäh- 

read er sonst nur von syntaktischen Entwickelungen hören will. 
Aber wir können ihm auch diess zngeben, weil sein Argument nur 
so weit reicht, als sich jene Reilm arithmetisch summiren lässt, 
d. h. convergirt. Aber wie wird denn die Sache, wenn die Reihe 
divergirt? Wenn ich cavalierement sagte: ja, jene beiden oder meh- 
reren Functionen, welchen gemeinschaftlich die Eigenschaften zu- 
kommen: 






Digitized by Google 




376 



Bind 'ideotiscli bis ^-=1, von da an verschieden, etwa so wie zwei 
Curven innerlialb eines gewissen Intervalles sich decken, nachher 
aber auseinunderfubren, so fällt das Argument meines Herrn Geg- 
ners ganz weg °). Und in der Tbat wäre eine Behauptung der Art 
gar nichts Neues, So hat man z. B, 



1 

1 + X 



r= 1 — -f- ar^ 



— ar* -I- . . .. 



oder auch: 

1 -t- x 

1 + ar* 

= l — ar* -I-,*'* — -4-a:* -r- . ... 

aus welchen für = 1 folgt: 



' 1 = 1 — 1-f-l — 1 -t- .... 

V.... 

Da hat man ja gleich ein Beispiel, dass zwei verschiedene Functio- 
nen die nämliche Reihe geben. 

lu Bezug auf die letzteren beiden Reiben hat Lagrange eine Kr- 
klärutjg versucht. Er sagt nämlich: man erwäge die fehlenden 
Glieder, so ist 

1 — ar’ + ÄT* — ar‘ — ar‘ -t-ar* — . . . . 

= l-+-0.ip — .... 



Nimmt man für zr=l ein Glied der Reibe, so erhält man 1, nimmt 
man 2 Glieder wieder 1 , und nimmt man 3 Glieder gar nichts zur 
Summe. Aus 1, 1, 0 ist aber | das arithmetische Mittel. Abgese- 
hen davon , dass diese Erklärung rein aus der Luft gegrilfen ist 
und man gar nicht weiss, woher die Befugniss zum Mittelnehincu 
kommt, killt uns diese Erklärung gar nichts. Sie schiebt die Schwie- 
rigkeit auf die Seite, aber hebt sie nicht. Eine solche Erklärung, 
wenn es anders eine ist, mag wohl allenfalls dann gelten, wenn 
man dadurch zu der Reihe 1 — 1 -f- 1 — 1 etc. gekommen ist, dass 
man eine Reihe von der Form 

, of" — -t-a:y — .rJ -|- . . . , 

für . 2 ? = 1 specialisirt hat. Aber was fängt man denn an, wenn 
man auf anderem Wege zu dieser Reihe gelangt! Gesetzt, man 
wollte die Summe der Reihe 

2[cos’ 2jp — cos’ 4a: -+- cos’ 6.r — . . . .J = A’ 

oder auch nur diejenige Function snehen, deren syntaktische 
Kn tw i ckelu n g' sie ist, so liätte man 

2cos’ 2ar = 1 -|- cos ^ 

2cos’ 4a? =1-1- cos 2ar 
2cos’ 6.Z: = 1 -t- cos 3a: 



*) Mit Hülfe der Integralrechnung lässt sich zeigen, dass diess im obigen 
Falle unmöglich sei; aber wir befinden uns hier im Gebiete der allge- 
meinen Arithmetik! 
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folglich' .11 . 

«=1 — H-1 - n-.... 

-J- cos a: — cos 2x -f- cos 3j? — .... 

f 

Was setzt man nun für die erste Reihe? -j, f- oder — , du uuch 

X • - 

1 -f- X + X» -t -t- 

1 H- X + X* -t- . . . . + X«— I 

= 1 — ;r’» -I- x:" — H- X'*» — -I- . . . . 

ailbio für x=l, und für beliebige positive ganze m und is . 

— = 1 — 1 + 1 — H-1 — .... . '' 

n 

ist. Hier lässt uns auch Lagrange im Stiche. 

Noch dieser Digression kehre ich wieder zu den ,, Bemerkungen” 
des Herrn Doctor Barfuss zurück. 

Derselbe tadelt in No. 3. meine Kutwickelttug- von 

cos xr+cos 2x? + Cos 3x: +.... = — 

indem er mich auf die allgemeinere Gleichung ■- 

V cos X — , o . « t , 

1 — s ; = V cos xr + t»* cos 2xr + v' cos 3x + . . . . 

I — iv cos X + f • 

Terweist. F'Ur e>=l und x = 0 zeigt er, dass' 

00 = 1 +• 1 1 ~h" 1 “1“ .... 

berauskommt, was ich ihm gern zugebe. Wenn aber xr nicht =0 
nad nicht =2x;r ist, so erhä|t man doch 

— J = cos x: + cos 2x + cos 3x+ . . . . (.4) 

weil in diesem Falle cos x: — 1 = — 2sin’^x?undl — 2cosx? + l 
= 4siii’ Jx? gesetzt werden darf. Mein Herr Gegner hat also wei- 
ter nichts bewiesen, als dass die Gleichung {A) für x = 0 und 
X 2«ar Ausnahmen erleidet. Entwickeln wir jetzt beiderseits 
nirb Potenzen von x, so wird , 

— 1-J-1 + 1 + 1 + .... {B) 

- (l* + 2*+3> + ....)^ 

+ (l«+2‘ + 3* + ....)i7^ 



und diess gilt allerdings nicht für jeden Werth von x, wie Herr 
Dr. Barfuss sagt, weil die Fälle x = 0 und x — 2s»ff auszuoel^en 
find. Daraus acbliesit derselbe, dass ich die Coefheieuten: beider - 1 
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■citi nicht vergleichen dürfe, wobei er sich nber io eUeni Irrthnm« 

befindet. ' 

Hnt man nämlich für alle möglicben Wertbe von x die Glei- 

’chung 

o + Äar-f-car* -t- = 0, 



IO beweist man, dass a^=b^=c — d etc. —.0 sei, auf folgende 
höchst ungenügende Weise. Man seist x = Q und bekommt o=0; 
nnd zwar ist jetzt diesa Uesultat für jedes x allgemein richtig, ob- 
gleich cs für einen speciellen Fan von x herausgebracht wurde, 
weil a von x unabhängig, ist. Darauf geht man weiter nnd be- 
weist dass l)'=c = d tlr. =0 sind. Daraus sollte man freilich 
scblie’ssen, dass der Sota dann nicht richtig wäre, wenn for x=^ 
eine Ausnahme in der obigen Gleichung einiritt. Das ist aber to- 
tal falsch. Der Satz lautet nämlich so: 

Wenn die Gleichnug 

a-^bx-^ex* -{-ilx* .=0 

für alle x gilt, welche innerhalb eines, wenn auch nach sa kleiucs 
Intervalles x=sa bis = ß liegen, so ist 

az=lt = e=id ete. =0, 



was man weit genügender mittelst der DifferentialrecbnaBg zeigei 
. kann. 

Wenn nun auch zugegeben wird, dass die Gleichung (i?) oder 
0 = — 1-4-1 + 

-(l»+2*+3* + ....)^ 



+(l* + 2« + 3* + ....) 



X* 

1 . 2 . 3. 4 



für X = 0 und x = ^nn nicht gilt, so bleibt sie dodi ausserdea 
richtig und das Intervall, für welches sie gilt, geht von 0 bis 
beide Grämen ausgeschlossen. Es ist mir also nach dem voriges 
Salze auch die Coefficientenvergleiebung erlaubt und da findet sich 
doch wieder 

1 -4- I -l- 1 -4” 
l*+2* + 3»+....= 0 
etc., 

nnd mithin trifft mich gar nicht, was mein Herr Gegner gegen diese 
Resultate vorbringt. 



II. 

Ich will jetzt der Sache näher treten. Nach der Euler- Friesi- 
seben Ansicht ist die Bedeutung einer Gleichung wie 
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j-;~ = 1 + a; + + jp* 4- . . . . 

folgende: leb kann durch Anwendung einer gewiesen annlytieeben 
(syntaktischen) Operation, hier der Division, aus dem Ausdrucke 
links so viele Glieder der Reihe rechts lierauscnlwickeln , als ich 
nur will, und zwar für jeden belieliigen Werth von x. Gehe ich 
nun mit dieser Operation ins CneadlicM fort, so ist wirklich 

T-^-—= 1 -Har-t-a:* + jp* +. . . . in inf. 

Daher heisst es auch in den ,, Bemerkungen” des Herrn Dr. Barfuss 
S. 231.; „Ist denn nicht ar-j- jp* + +. . . . die Entwickelung 

von ^ ^ und nur von diesem, auch wenn nicht hinzugefügt 

wird, X müsse kleiner als 1 sein.” 0 ja, aber welche 
gik lehrt uns denn, für eine solch'e analytische Be- 
ziehung zweier Ausdrucke ein Gleichheitszeieben zu 
brauchen? Wenn man durch ein gewisses Verfahren aus dem 

X 

Ausdrucke ^ so viel Glieder der ganz ausserhalb desselben ste- 
henden Reihe x x* -t- x* -i- . . hervorlocken kann, als man 
will, wer berechtigt uns denn, diese beiden Dinge für gleich an-, 
Zusehen f Ein Gleichheitszeichen darf nur da stehen, wo zwei Dinge 
einander entweder identisch sind, oder sich einer solchen Identität 
nobegränzt nähern, oder wenn das eine bloss formell von dem an- 
deren verschieden ist, etwa wie in der Gleichung {a — 

— a* — A*. 

Das letztere will Pries in seiner Naturphilosophie (S. 161.) 
für unseren Fall geltend machen. Er meint, die Gleichung 

1 z 1 * “1~ -iP* +• X* -1- . , • , 

bedeute syntaktisch weiter nichts, als dass die Reibe rechts mit 
1 — X multiplicirt 1 gebe, uud in so fern sei diess nichts als ein 
Falt von der Umkebruug der syntaktischen Operation des Maltipli- 
cirena. Er sagt ferner, man brauche nur mit 1 — x beiderseits zu 
mnitipliciren, um sieh davon za überzeugen; es sei dann 

<*• -< — ■ 4*1 

tar M« t4> 0 * • • 

i ö ö ö 

I 

Bevor ich auf das Unrichtige hierin aufmerksam mache, will 
ich eia Paar ganz triviale Beispiele ähnlicher Art behandeln. 

Wenn ich sage, ich schicke jetzt einen Buten aus, einige Zeit 
nachher demselben einen nach (angesehen davon, ob derselbe eben 
so geschwind, langsamer oder tauber gabt, als der erste) und dann 
frage : sind denn die Wege beider Boten gleich, sobald sie unend- 
lich lange gegangen sind, so wird jeder Vernünftige antworten: 
das lässt sich so ins Unbestimmte hinein gar nicht sagen, sobald 
nicht das Verbältniss ihrer Geschwindigkeiten gegeben ist. Denn 
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weoD beide Boten gleich acbnell gehen, ao wird die üifferenz ihrer 
Wege, auch wenn diese au sieb unendlich sind, immer ao viel be- 
tragen, als der erste dem zweiten voraus war, sind aber ihre Ge- 
schwindigkeiten verschieden, so wird sich diese Differenz beständig 
ändern und kann sogar nnendlicli gross werden. 

Schreibe ich folgende beiden Reihen ' ' 



tt If *4“ ^ “f“ ^ *4“ ^ 

l> + 6 ^6 + 6 + 6' 



mit der Forderung bin, beide ins Unendliche zu verlängern nnd 
zwar BQ, dass wenn ich oben ein b zusetze, diess auch unten ge- 
schehen soll, und frage dann, sind diese beiden Reihen ins Unend- 
liche fortgesetzt identisch? so antwortet jeder, der zählen kann; 
Nein! Denn die obere Reihe enthält, wie weit sie auch -gehen möge, 
ein « nehst einer gewissen Purthic b, die untere die nämliche Par- 
thie / plus noch einem b\ also ist jederzeit die Differenz = o — b. 

ln einem ähalichen, ober noch weit sciilimmei'en Falle befiadet 
sich die obige Friesische Rechnung. Denn wenn ich auccessive 
‘ zwei, drei, vier u. s. f. Glieder der Heihe 



1 + ar + a:* + izr* + . . . . 

- , • . . j 

mit 1 — mnitiplicire, so erhalte ich der Reihe nach 



— X — x^ 






dann 

ferner 



1 - 4 - X ■ i 



l -i- X ^ X* -i- x‘ 

— X — X* — X* — X* 



=: l — x* 



u. s. f. gerade wie im zweiten Beispiele, wo ich unten ein Glied 
zusetzen muss, wenn ich es oben thiie. Wenn ich nun ao ins Ca- 
endliclie forlgche, werden denn daon die obere und untere Reibe, 
abgesehen von dem .4nfangsgliede 1 identisch, was doch sets 
müsste, weil die Ausdrücke _ ^ 

1 und (1 — ir) (1 + + ar’ + . . . .) 



durch ein Gleichheitszeichen vcrhundcn'sind? Keineswegs in 
Allgemeinen, wenn ich nicht das V'erliältniss kenne, nach weicben 
sich die Werihe von x, x*, etc. ändern. Dcuii als vollständiges 
Product bekomme ich im Allgemeinen 1 — x". Ist nun so 

erhalten wir bei wachsenden m. Lim ^" = 0, also wirklich 

. I ■ ii ( . I- 1 ■ >. 

(1 — (1 -|-ar-4- .r* H-a?* -4- . . in inf.) =: 1 

. *1 ' V 

ausserdem - über in keinem Falle. ' 

Hiermit ist also genügend gezeigt, in welchem Falle man die 

Ansdrücke -^-i) . . 
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1 — ic 



und l a: + a;* + + 



iol: 



durch ein Gieiclibeitszeichen rerbinden darf. Wenn aber die Reibe 
recliU divergirt, so findet allerdings immer noch eine gewisse 
aoulytisebe Iteziebun.g zwischen denselben statt, aber diese ist 
keine Gleicbbeit, und dünn wäre es unrichtig, mit CUcicbbeitszei- 
chen weiter rechnen zu wollen. Der Unterschied zwischen der arith- 
metischen und syntaktischen itedeufung der Reihen erstreckt sich 
also auch bis auf die Wahl der Zeichen, wobei das Gleich- 
heitszeichen lediglich nur im ersten Fülle gebraucht werden darf. 
Möge daher Herr Dr. Burfuss in Gottes Namen einen Cnlcul von 
der allgemeinen Fntwickelung der Functionen, von den syntakti- 
schen Beziehung eo- derselben, oder wie er das Ding nennen wil^, 
etttbliren, möge er sich auch dazu ein beliebiges Zeichen aussueben, 
dagegen wird kein Mensch etwas Italien; nur wolle er, uns nicht 
glauben machen, man könne Gleichheitszetchen brauchen, wo keine 
Gleirdiheit statt lindet, und usurpirc er nicht ein Zeichen, welches 
nur unserer Ansicht dient, und dem wir durchaus nicht gestatten 
köunen, auch anderen Metren zugleich mit aufzuwurten. 

Man würde es kaum für möglich hulten, dass eine so einfache 
Sache so lange in verkehrter Weise dargeslellt wurden sei, wenn 
man sich nicht erinnerte, dass in der Analysis die Maxime festge- 
bulteii worden ist, cs iiiUsslen die Resultate immer völlig allgemein 
sein, und da man bald einsah, dass das der .Sache, d. h. den nume- 
rischen Werthen nach nicht niöglirh sei, so suchte man wenigstens 
die F'orm zu retten, und erfand die gehriiiie syntaktische Bedeu- 
tung, scliiinjifte wohl auch hie und da diejenigen un|iliilosophische 
Köpfe, welche darauf nicht eingehen wollten und sich allein an die 
nnriclitigen Werihe der Reihen hielten'). \’un einem Beweise 
jener Maxime habe ich nirgends eine Spur gefunden, die Suche ist 
immer nur als .Meinuitg.nufgpstellt worden. Bass aber dieselbe an 
und für sieb falsch sei, kann man sehr oft a priori einselien. So 
1. B. enthält, die Reibe für tun x nur ganze positive Glieder; für 

T= giebt dieselbe tan -^=ae, was ganz in der Ordnung ist. 

Setze ich in derselben so muss, weil alle Glieder positiv 

sind und Potenzen von x enthalten, um so mehr etwas uneod- 
lieh Grosses und zwar Positives herauskommeu. Nun ist aber die 

Tangente im zweiten Quadranten, d. h. für negativ; also 

musste eine uoeudlich grosse positive Grösse eiuer endlichen nega- 



*) Diess soll nicht etwa in Beziehung auf Fries gesagt sein. Soviel ich 
diesem grossen Manne persöiilicli verdanke und so überzeugt ich von 
seinen philosopliischen Aii.siclilen bin, so habe ich doch in diesem 
Piinkle nie mit meinem verelirungswüriligen Lehrer iiliereiustimmen 
können. Fries hatte sich hierin ganz auf Euler verlassen und stellte 
seine Theorie von der arilhinei isclien lind svnlaktisclien Bedeutung der 
Reihen nur als plausiblen Erkläriingsversiirii , nicht aber mit dogmati- 
scher Keckheit als unum^tnssliche Wahrheit hin. Obige Bemerkung 
'gehe virlmebr auf die, welche, gerade am wenigsten von der Philoso- 
phie verstehend, sich am liebsten hinter dieselbe verstecken. ■ j 
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tiren ffleieh «ein. Daraus sieht man augenblicklich, dass hier dit 
Gültigkeit der Reibe anfbört, d. h. dass das Band des Gleichbeili- 
seichens, welches beide Ausdrücke bisher umschlungen hielt, sieb 
an dieser Stelle Itit. Eine gewisse analytische Beaiehaag 
findet deswegen immer noch statt, und es mag wohl eine ay atak- 
tische Operation geben, durch welche man aus jener negatires 
Tangente soviel Glieder jener unendlichen positiven Grösse ent- 
wickeln kann, als man will, nur soll man nicht von Gleichheit 
beider Ausdrücke reden. 



III. 



Ich komme jetst an diejenige Partie des Aufsataes von Hem 
Dr. Barfuss, worin er sich die Krusten Fehler bat an Scbnld« 
kommen lassen, nämlich an den Abschnitt No. 5. Hier bemerkt 
mein Herr Gegner, ich hätte mich in dem Schlosse, dass der kril 
einer Reihe in einem meiner früheren AnfsKtse im Allgemeinen ver. 
schwände, geirrt. Die Sache war folgende: ich batte xn aeiges, 
dass das Integral 






wo fi und m beliebige Grössen sein mögen, sieb nnbegrihat der 
Null nähere, wenn man m ins Cnendliche wachsen lässt. Ich b^ 
werkslelligle diess mittelst folgenden Salzes: 

Wenn M und iV das Maximum und Minimum einer Fnnctiss 
y>{jr) innerhalb des Iniervalles bis ar = d bedeuten und ^x) 

eine Function ist, welche während des nämlichen Interralles ikr 
Vorzeichen nicht ändert, so ist 



>• Ar. 

Dieser Satz wnrde auf das obige Problem in so fern angewes- 
det, als ich hier 

»(-*") *= 7=:T' ^ 



setzte und nun zeigte, dass das Maximum und Minimum von 
während des Intervalles = 0 bis x = l endliche Grössen sied. 
Daher war jetzt 

A// af"ila: >■ / —x^dx >• S f x^dx 

%ß 0 0 1 *“ X tX 0 

. »der , 



M 

«t-t- 1 









in ■ 



und da M und N endliche Grössen sind, so nähern sich fiir vraek- 
sende tn beide Ausdrücke, zwischen denen das Integral liegt, mit- 
hin dieses selbst, unhegränzt der Null. 

Mein Herr Gegner bemerkt darauf, das gelte nur, wenn p» (wel- 
ches dort = 1 — - Sa war) positiv sei, denn susaordem werda witklidi 
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9>(*) = 



1— ai“ 
1 — *■ 



wihrend des InterTallea 0 bis 1 nDendlich, mitbin 'M nnendlicb, 
und daraus scbeint er folgern za wollen, dass dann der Rest nicht 
verseil wände. 

Zu diesem Irrthnm ist Herr Dr. Barfiiss durch die Form meines 
Beweises gekommen, welcher dann eine kleine Aenderung erleidet. 
Ist nlimlicli ft negativ, so bat man 'offenbar 



und nun setze man 

»(•») = 



so gilt von diesem was von dem fräheren gesagt wnrde, 

dass es nämlich während des Intervalles 0 bis 1 nicht unendlich 
werden kann, sder dass sein Maximum und Minimum M nnd N 
endliche Grössen sind. Nach dem eitirten allgemeinen Satze von 
den bestimmten Integralen ist nun 

j!f^ ac»—(*dx ^ x"^dx 



oder 



M ' 

1 — 



x^dx > 



m—ft + 1’ 



wornus man siebt, dass auch dieses Integral sich für unbegränzt 
wachsende m der Null nähert. Ich hätte der Vollständigkeit wegen 
diese in meinem Aufsätze bemerken sollen, konnte aber eben so gut 
voraussetzen, dass wer dm Gang des Beweises einmal begriffen 
hatte, diese Kleinigkeit wohl seihst sehen würde. 

im Folgenden spricht mein Herr Gegner von der besebränk- 
ten Auflässsun^ des bestimmten Integrales. 

„Dasselbe ist nicht 

/{x)dae = S[f(a) -f- d) +/(o + 2J) +'. . . .J ' 



für 6z=:- ^ das ist es nur, wenn das allgemeine Integrsl^^9^.r)^ 

für alle Werthe von x = a bis x = 6 eine stetige Function von 
xr ist. Das bestimmte Integral ist nichts anderes, als die 
Differenz zweier besonderen "Werthe, eines allgemeinen, 
und d'Oss ist seine syntaktische Bedeutung, der jene arithmetische 
untergeordnet ist.” 

Was man da nicht für Neuigkeiten erfährt! Herr Dr. Barfass 
scheint nicht zu wissen, dass beide DeGnitionen des bestimmten 
Integrales ganz identisch nnd hinsichtlich ihrer Allgemeinheit sieb 
ganz gleich sind. Wie man ans der DeGnition: 



t 
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die andere 



= f(je) H- Conat 
f‘‘f(x\dx = 9 p (A) — g>(«) (1 ) 

\r « 



J' f\x)dx = Lin» «?!/’(«) +y(»-KJ)+....-H — U)] j 



ableitet, lässt sich aus jedem ffnlen Lebrbuche lernen; dass aber 
auch das Uing;ekehrte eben so leicht ist, will ich hier zeigen. 

Sei f(x) die Gleichnng einer beliebigen Curve, mögen ferner 
a und b (wobei a b sein soll) zwei bestimmte Werthe'der Ab* 
«eine X bedeuten, zu welchen eben so zwei beliebige Werllie der 
Ordinate, nämlich f(d) undyi^) gehören, 'llieilt man das Intervall 
'4— » in >»'glriche Tbeile und zieht durch jeden eine Ordinale, ss 
wird der von b — a,f{a)^f(b) und dem C^rvenstUcke duzwisckei 
begränzte Flächeninhalt durch jene Ordinaten in schmale Streifes 
zerlegt, welche wir als Rechtecke betrachten können und zwar na 
so genauer, je näher diese Ordinulen an einander liegen, d. b. je 
grösser die Zahl m ist. Die Summe aller dieser Purullelogranae 
ist daher desto genauer gleich der von der Curve bescliriebenta 
h 

Fläche, die wir mit ^f{x~) bezeichnen wollen, je grösser m iit. 



Setzen, wir 



= d, also b — a = rzd, so wird nun 



2/\x) I.im d[/(a) 4-/(<,-|-(r)-t:/(sr-4.2d)-*-..../(zH-(»a- l)dl-(3) 

a 

I 

Ans diesem Ausdrucke erhält man leicht auf rein analytischem Wege: 
2/{x)-i-2/(x) = 2/{x), 

a b a - 

d. h. geometrisch: die Fläche von a bis A .plus der Fläche von i 
bis c ist gleich der Fläche von a bis c. Khenso leicht findet man 

•. ' • if(x}-I/ix) = h/{x).... (4) 

. t n a b 

wovon die geometrische Bedeutung ganz ähnlich ist. Sind ^ und 
ß das Maximum und Minimum von f(x) während des Inlervalles 
0 bis b, so bat man aus (3): 

^^x) Lim *4- ^ jä — f- .... -4~* 
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d. h. 



:S85 



< Lim 3 , hA, 



oder weil nd=zb — a ist ; 






uod ebenso leicht findet sieb 



also 






ib - a)A > 2f[a^) (5) 



d. h. der genannte Fläcbeninlialt ist kleiner als das Rechteck ans 
dem Stücke b — a der Abscissenaebse und der grössten zwischen 
a und b vorkomineudeu Ordinate, und er ist grösser als das Recht* 
eck aus b — a nnd der kleinsten der zwischen a und b liegenden 
ürdinaten. 

h 

Sehen wir jetzt die Summe als eine Function von b an 

a ^ 

und setzen wir , 

a ■ * . . I • 

.Nehmen wir b’ssLa, so ist offenbar 

i/(;r) = V<(a) = 0....(7) , , 



weil dann gar keine Fläche beschrieben worden ist. > 

Aus der Gleichung (6) haben wir nun < •’ 

rp{b -I- d) — f(b) = 2/{a:) — 

o a 

• • I A+if 

= 2/(;r) nach Gleichung (4) 

und nach Formel (5), wenn wir b-\-3 und b für b und a gesetzt 
denken: 

- J ,t • • - f 

3A >■ f(b -1- <J) — y>(b) > 3B, 

wo jetzt A nnd B das Maximum nnd Minimum von /\a:') während 
des Intervalles b bis^d + d vorstellen. Mau bst ferner , 

Tbeü V. 25 
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Lossen, wir jetst 6 ins Dnendlicbe abnebmcn, so wird 
Lim j 

und zuffleicb rücken A und ß immer näher an einander und filin 
mit /{i) zusammen. DeiMi /"{i) rat selbst das Maximum und Miii- 
mum von /*(.r) während des Intervalles or= ^ bis .37 = d+0, ««1 
man dann nicht von der Stelle gekommen ist. Die beiden Gmui 
fallen also dann zusammen unu die Gleichung (8) gebt in die Id- 
gende Uber: 



M — . 



woraus folgt: 



-f- Cnnst. 

oder was das Nämlkbe ist: 

_ iji{6) = ^f{a;')da; + Const., für x—b (9) 

Die Constante ist leicht zu bestimmen; denn nach Gleicbnng f<) 
ist tp(«)=s0, d. h. 

0= ^f{a:')dx-\-C,owt., für o:=- »....(10) 

Durch Subtraktion der vorstehenden Gleichung von (9) erhält ■»' 
^(Ä) = von x = a bis x = b, 
d. b. nach Gleichung (6) und (3): 

. 2f{x) = Lim -+- J) — .... -f-/(» -4- » — 1 J)1 

a 

—J'y{x)dx, 

woraus man also siebt, dass beide Definitionen des bestimnteg In- 
tegrales identisch sind. Bezeichnen wir nämlich nii 

f{x), so ist 

Sf{x)=Um (S[/{a) d) + -*-/{» + » — i d)l 

O • 

= 9 >(^) — SP(«) = /" /(.r)<Är. 

a 

I . i 

Daran knüpftn sich mancherlei Betrachtungen. 

Ist nämlich /(x) reell von x = a hh x = b, so muss bs:I 

das Integral^^ fXx)dx, d. h. die Ton der reellen Ordinate üb« 
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strichene Fläche, reell sein, weil alle die einzelnen Glieder f{a), 
/(« + d) 0. s. w, reell sind. Es fol^ daraus die Reellität der Dif- 
ferenz g>{ 6 ) — 9>(<r)- Diese kann aut zweierlei Weise liervortreten ; 
entweder sind nänlicb tp{li) und 9(0) beide reell oder beide imagi- 
sär, da die Differ enz zweier imaginären Grössen reell sein kanh, 
wie z. B. « -f- yV' — 1 — (tf -+-yV^ — 1). Keinenfalls aber darf es 
Vorkommen, dass eine der Functionen und 9(0) reell und die 
andere imaginär sei; denn die Difi'erenz einer reellen und imaginä- 
ren Grösse ist immer imaginär und kann demnach nicht einer reel- 
len Grösse gleich sein, wie es nach dem Obigen uöthig ist. 

Gleichwohl hringt mein Herr Gegner imaginäre Werthe solcher 
Integrale heraus, deren Ditferenzialformeln unter dem lutegralzei- 
cben reell sind, z. B. das Resultat: 




ix 



I 



['m diesen Widerspruch aufzuklären, will ich der Sache auf den 
linind geben. 

Die Differenzialrechnung lehrt uns das Resultat: 



e/.&* = e^dx. 



Soll hier die rechte Seite reell sein, so ist diess auch auf der lin- 
ken nöthig; denn wenn ich — 1 für x setze, wird 



1 ) = </(cos X -+- — 1 sin x) 

z= ( — aittx-i-V ^ — 1 coax)dx, 

mithin auch die rechte Seite imaginär. Wenn also d.e^ reell sein 
soll, muss es seihst sein. Nun erhalten wir aber für = t/ 
aus obiger Gleichung 

</y=y</(log nat y) 

oder 




Hier gilt wieder das Nämliche; soll ^ reell sein, so muss auch /y 

reell sein, was schon daraus folgt, dass reell angenommen wer- 
den musste. Man sieht es auch aus der geometrischen Bedeutuug 
des Differenzials. Differenziiren heisst zur Gränze Ubergehen; der 
Differenzialquotient einer Linie ist ihr Endpunkt, der Diffrrenzial- 
onotient einer Fläche die sie begränzende Linie u. s. w. Auf diese 
Weise kann man jeder Differenziation einer anch noch so wun- 
derlichen Function eine geometrische Bedeutung ahgewinnen. 
Wollte man nun behaupten, dass das Differenzial einer imaginären 
Grösse eine reelle Grösse sei, so hiesse diess; eine unmögliche geo- 
metrische Figur hat eine mögliche Gränze (Anfang oder Ende), 

was reiner Unsinn ist. So hat auch die Formel dly=— nur für 
reelle y Bedeutung. Nehme ich jetzt y = 0 — x, so wird 

25 * 
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rf/(« — a:) = 



-^dx 
a — x' 



dnbei letze ich Btillscliweigend voraus, dass xf nicht >« 
sei, denn sonst würe wieder die Gränze eines Unmöglichen eit 
Mögliches. Nehme ich ehenso yXxm — a, so gilt die hormei 



dl (a: — <») = 



dx 

X — a 




nur für sulche x, die nicht CT sind, aus dem nämlicbeu Grutdt 
Kommt mir jetzt umgekehrt die Differeozialfurmel 



— dx 



zum Integriren vor, so muss ich erst wissen, ob t$ ^ oder 
ist, sonst kann ich schlechthin das Integral gar nicht angeben. ht 
a’^x, so ist einzig und allein 




a:), aber nicht etwa = t{x — a); 



ist aber dagegen a-<Zx, so ist allein; 



Beides lässt sich aber vereinigen, wenn man, wie der Herr Heniie 
geber schreibt: 

und 

\ 

wo es nun rechts ganz gleichgültig ist, ob man a — x oder x—» 
schreibt, da das Quadrat davon immer positiv, also der halbe Logt- 
rithmus davon immer reell ist. Der Herr Herausgeber hat in sei- 
nem I.elirhuche der DiHereiizialrechiiung rirhlig bemerkt, dass diese 
Bezeiebnungsweise gar nicht überflüssig oder unbedeutend ist, deio 
wir sehen an den Resultaten des Herrn Dr. Barfuss, in welche In- 
thUmer man bei der Nichibenclitung dieser Regel verfallen kau- 
Hat man also z. B. den Werth des Integrales 




zn bestimmen, so ist für 




= -i-x) ~ il(x — 1) = 






ar-H- 1 

X — 1 



und für x<<^l: 
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,/y:— i = — = '. •' 

Iiraucbt man die erste Form für o: = oe, die zweite für ^ = 0, so 

' .| '• - 

i i - -4- 

ider nach der kürzeren Weise des Herrn Herausgebers: 

/yit^ = ^)* = v . ( r ^) » 

iroraus wieder für jp = oo, o? = 0 ' ' 

«/ 0 I — x’ 

'olgt, wie es sein muss. 

Mein Herr Gegner liat sich hier, wo er \l ( — 1) herausbringt, 
irieder einmal von der nnglQcklichen Idee der Einheit der Form 
eiten lassen und übersehen , dass sie ihn hier geradezu ins Ge- 
liet des Unsinns geführt hat, weil er mir nach dem Obigen nun 
cugeben müsste, dass die Gränze eines unmöglichen Dinges ein 
nögliches sein könne. Wenn überall Einheit der Form herrschen 
loilte, warum verlangt er denn nicht aüch, dass das Integral 



/v 



dx 



^ a + Lx +■ cx~* ' 

mmer durch die nämliche Formel gegeben werden solle, während 
;r doch selbst bei positiven c immer die logarithmische, bei nega- 
iven die’Kreisfunctionenformcl gebraucht haben wird, nm imagi- 
läre Grössen zu vermeiden? ^ ' ■ 

Ich muss nnn noch eine Frage des Herrn Doctors Barfuss be- 
intworten. Er findet ' ' ‘ 



/ • dx' , ,' /• da 

1 — a:’ r Xß \ — 



dx 



Arctan 



1 

\T3 



2x+l 

ys • 



''ür = 00 , ^ = 0 erhält er aus Jem Arcustangens den Werth 

•P 

und fragt nun verwundert: „aber was wird denn aus 

/’■ “ dx 

'o 'i~H~x was wird aus 

' dx 






venn wir ar = oe, a: = 0 setzen und beide Werthe subtrahiren? 
lier ist die Antwort. Wir haben 
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folglich 



i/^- + 4- -a? 4- or*) 



= — — x)*4-l/(l4-ar-i-ar*) = 



= 4/ 






I 2 , 

Daraus folgt fdr x = (xi, wo wir uns der zweiten, and für 
wo wir uns der ersten Form bedienen: 

t/y^^4-4/(14-x 4-«?*) = 0, ja: = 0 bis ;r = ooj, 

mithin bleibt 



» 

8V/S’ 



y * gar 

B 1 — «' “ 

wie es die allgemeine Formel 

y t<far » 

0 1 — ar" 



R tan 



ebenfalls giebt. Letztere ist daher kein „imaginärer Ansdnck" 
und kein , .arithmetischer Unsinn”, 

Hiermit ist Alles, was mein Herr Gegner wider meine lotegn- 
tionen sagt, gebührend gewürdigt. Wenn derselbe uns glaabca 
machen will, reelle Uiflerenzialforuiein könnten imaginäre Integrali 
haben, so muss er selbst das Umgekehrte zugeben, dass nänlicli 
imaginäre Functionen reelle Differenzialquetienten erzeugen köDn* 
ten, was deswegen Unsinn ist, weil sich ohne Ausnahme jeder 
Differenziation die geometrische Bedeutung des Uebergangs iv 
Anfangs • oder Endgränze unterlegen lässt. (M. s. Fischer fiber 
den Sinn der höheren Analysis.) Aber was bat denn Herr Dr. 
Barfuss uns für Aufklärung verschafft, wenn er sagt, sein Integrii 



hohe keine arithmetische, sondern nur eine syntaktisebe Bedet- 
tung.? An die Stelle eines Unbegreiflichen schiebt er ein ao- 
deres Unbegreifliches; welche ist denn die syntaktisebe Bedto- 
tung von — 1)? Hier heisst es wahrscheinlich wieder; „Und 
wo uns die Begriffe fehlen, da stellt ein Wort zu rechter Z«ii 
sich ein.” *) . . 



*) Das Verkehrte in dem genannten Resultate siebt man auch 'so. 
Es ist, den IntegraflogarithiDus mit U bezeichnet: 
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WuB B«rr Doctor Barfiisg ferner aber ilie Convergens der Rei> 
len u. s. w. sagt, sind wiliikäbrticbe BegriflsbestimmuDgen. Will 
:r nach seiner Ansicht die oder jene Reibe convergent nennen, die 
rir divergent nennen, ao möge er da« than, auf den Namen kommt 
lichts an. 



IV. 

# • 

Man wird aber vielleicht fragen, woher kommt es denb, dass 
gerade diejenigen , welche sich, ganz sorglos dem Gebrauche der 
leihen, ohne Kritik ihrer Convergenz oder Divergenz iiberliessen, 
loch so wenig falsche Resnitate oeransbrachten f Sollte demnach 
HD solcher Gebrauch nicht zu rechtfertigen sein! 

Hierauf ist die Antwort folgende. Man benutzt in der Analy- 
sis die Reihen zu zwei verschiedenen Zwecken. Entweder will man 
line unbekannte Grösse näherungsweise darstellen, oder man sucht 
;ia und den nämlichen Ausdruck auf verschiedene Weise in zwei 
lach Potenzen einer HaupIgrÖsse fortschreitende Reiben zu ver- 
vandeln und durch Tergleichung der Coeflicienten gleichnamiger 
i*otensen jener Hauptgrösse zu neuen Resultaten zu gelangen. Dass 
nan für den ersten Zweck nur convergirende Reihen brauchen 
lönne, versteht sich von selbst; für die zweite Anwendung liefert 
ins ein früher erwähnter Satz ^e gewünschte Aufklärung. Wenn 
lämlich die Reihe 

a -f- hx -h- ca:* -h- das* . 

ür alle Werthe von a:, welche innerhalb eines gewissen Intervalles 
r=m bis a: = t' liraen, zur Summe Null bat, so ist rr=d = c 
— d XL, 8. w. =0. Daraus folgt weiter: 

Wenn die Gleichungen 

' = -k-dx* . 

y{x) =: a ■+ ßx yx* -i- ix* -ir . . . .. 

ür alle x innerhalb eines gewissen Intervtdies x = u bis x=:v 
‘ichtig bleiben,, so ist ^ 

« = «, A = /?, c = y, n, «. w. 



(M. 8, meine Beiträge zur Theorie bestimmter Integrale S. 72.) 

Addirt man beides und nimmt dann u = 0, so wird 

dar 

ö(i)-«(i)=2/^ 

also nach Herrn Dr. Barfuss die Differenz zweier reellen Grössen gleich 
der imaginären /(— 1)?'. Herr Dr. Barfuss scheint hiernach unseres 
Lehrers mathematische Naturphilosophie besser studirt zu haben, als 
seine Logik. 
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HieriD steckt das ganze Geheimniss. Z. B. Han findet auf> ver- 
schiedenen Wegen die beiden Gleichungen 



— 11 o«fo4 n 

tan ^ = 77 273 : 1 + • • ' • 



wo Zf,, u. 8. w. gewisse positive Zahlen sind, und 




Die Gleichung (1) gilt nicht allgemein; denn tan ^ ist eine unste- 
tige Function von an der Stelle a: = ^ springt sie aus +oo 

< in — 00 über [tan (-^ — d) = H- oo, tan d) = — oo für unend- 

lich kleine d]; jede nach Potenzen von a: fortschreitende Reihe 
bildet dagegen eine stetige Function von ar-, also kann zwischen 
beiden Ausdrücken nicht für alle Werthe von a: Identität statt fin- 
den, und in der Tbat verschwindet dieselbe Uber hinaus, nnd 

macht daun einer blossen syntaktischen Verwandschaft Platz. Die 
Gleichung (2) Passt sich so schreiben: 




wobei man ,die einzelnen Glieder in Reihen verwandeln kanu . so- 
bald 



2x-<Z.7t, 2o:<3jr n. s. f. 

ist. Diese Itedingnngen rcduciren sich auf die erste, d. b. «luf 
■ar<! y, und man erhält: 



tan 



n* *1» ^ 3* 



5» 



+ ?![iL 4.-J. + 1 

71' M* ^3* ^5' 
~f- 




(3) 



Beide Gleichungen (l) und (3) sind nun zwar nicht für alle mög- 
lichen Werthe von x, aber doch für gewisse a: (von o: = 0 bis 

richtig, und daher ist die Vergleichung der Coefficienteii 
gleichnamiger Potenzen von a: erlaubt. Wir bekommen daher 

■V 




' —1 (>*->)»• o 

Jj-t- 2 • J.2 

_L . _JL „ 

5' 2 • 1.2.3t4 

u. s. f. 
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ua<l zwar vollkatfweD richtig, obachon die Gleichungen (1) uud (3) 
Dicht allgemein gelten. ' 

Aelinlicker Art sind alle Reilienbenntzungen in der AnaljsU,. bei 
deoen etwae Richtiges faerauskam; die angewendeten Reiben vraren 
des gescblussenen Ausilriicken, für welche sie ligurirten, ,wenigt 
stens innerhalb eines gewissen Interralles gleicb^ nnd mithin lieferte 
die Cuetficientenvergleichung richtige Resultate. 9}an kann daher 
die Regel aufstellen; 

Verwandelt man Behufs der Coef&cientenvergleicbnng einen Aus* 
druck in zwei verschiedene, nach Potenzen der nämlichen Happt- 
grösse fortschreitende Reiben, so bat man nicht nötliig, eine 
ängstliche Untersuchung anznstellen , wie weit wohl die Conver* 
genz derselben reichen möge. Es genügt zu wissen, dass we- 
nigstens für alle innerhalb eines kleinen Intervalles (etwa von 0 
bis 1) liegende Werthe der Veränderlichen arithmetische Gleich- 
heit vorhanden sei, d. h. die Reihen convergiren (denn wenn sie 
dirergiren, nähern' sie sich ihrem angeblichen Werthe nicht); man 
ist dann zur \ ergleichung- der Coefücieuten gleichnamiger . Po- 
tenzen berechtigt. 

Ganz ' anders sieht die Sache aus, wenn man solche Reihen 
vergleicht, bei denen für keinen Werth der Veränderlichen Iden- 
tität vorhanden ist. Hier kommt man jederzeit auf Unsinn. So ist 
es Euler gegangen, wenn er 

cos x — cos 'ix + cos 3x — .... in inf. = ^ 

setzt. Diese Gleichung ist als sulche uie richtig; man braucht nur 
x= einem aliquoten Theile von n zu setzen, um sogleich auf eine 
Reihe von der Porm ,ar a -t* 0 ± a u. s. w. zu kommen; z. B. für 

-y erhält man; 

' . i + i-i 

-hi -hi -1 

-f“ V -I- V — 1 



und das soll doch nicht = ^ sein? wiewohl es zu ^ in einer syn- 
taktischen Beziehung stehen mag. Daher sind auch die von Euler 
gefundenen Folgerungen 

1» _ 2> -I- 3* — 4> -t- . . . . = 0 
, 1«— 2* + 3*— 4« -+-.... = 0 

sämmtlich falsch; höchstens könnte man sie dadurch interpretiren, 
dass man sagte; das Gleichheitszeichen steht hier nicht in arithme- 
tischer, sondern in syntaktischer Bedeutung, d. h. durch eine ge- 
wisse syntaktische Operation kann ich aus der Null so viel Glieder 
jener Reihen entwickeln, als ich will. Das ist wohl möglich, aber 
inr Bezeichnung derartiger Beziehungen darf kein Gleichheitszei- 
cben gebraucht werden. - *- 

Glücklicherweise sind solche. Reihen, weiche für jeden Werth 
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der darin TorkoMnenden Veränderlicken divergiren, sehr selten, 
und darin liegt der Grund, warum man selten auf falsche Resultate 
gekommen ist. Indessen habe ich einige aufgetrieben , welche zu- 
gleich zeigen, dass man nicht nur zu arithmetisch, sondern so- 
gar zu syntaktisch falschen Resultaten gelangen kann, wenn 
man sich dem C^lcul ohne Kritik äberlässt. 

1. Es ist bekanntlich 



1 



r siu X 
3r eos ÄT-t- r* 



=: r sin ar -f- r* sin -H r • sin 3^ -I- ... . 



Für r=l erhält man, wofern nicht as = d ist: 



|cot = sin .r -1- sin 2a: -f- sia 3a: -f- . . . . 

Dasselbe findet man auch durch Zerlegung der einzelnen Sinus in 
ihre imaginären Theile und Addition nach der allgemein sein sol- 
lenden Formet « -f- «* -I-«’ -t- j Obiges Resultat ist 

aber, abgesehen von numerischen Wertben, schon syntak- 
tisch Cidsch; denn wenn raun beide Theile der Gleichung nach 
Potenzen von x entwickelt, so findet sich: 



_1_ 

X 



B^x 

i.2 ■ 



B,x' 



1 . 2 . 3. 4 



= [1-4- 2 -1-3-1-.... ly 



— [l‘-l-2>-§-3*-h-....lj. 



2.3 



und hier kommt auf der linken Seite das Glied vor, während 

X 

es anf der rechten fehlt, ganz gegen alle, Syntaktik! Der Fehler 
liegt darin, dass in der allgemeinen Formel r = 1 genommen wurde, 
während sie nur für r 1 richtig bleibt. Ist r=l, so bat man 
bis zum »ten Gliede: 

cos(2»-|- I)y 

sin o: -1- sin 2a: -1- .... -1- sin nx = ^cot ^o: — 

2sin — 

Der Rest auf der rechten Seite verschwindet für wachsende n nicht, 
darf also nicht wegbleihen. Verwandelt man beide Theile in Rei- 
hen, so fängt die Entwickelung des Restes mit — y an, welche» 

sich gegen das in ^cot -^x vorkommende ■— hebt, und man be- 
kommt die bekannten Summenformeln für ^ 

1 -1— 2 -f- 3 -f- .... -1- sr, 

l»_|_2*-l-3*-l- -f-m*, ... 

' ’ I' u. s. w. 
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Mto siebt ferner bierans, ilaas das van Herrn Dector Barfuss auf 
ti. 229. über Reste Gesagte felscb ist. Nach seiner Ansicht wäre 
hier der Rest 

, ‘Ä = sin' ma: •+■ sin (» -4- l)x in inf. ; 

woher käme denn nan in diesen Rest das Glied , womit der 



uosriffe 

£ ^ Ein nfcht weniger frappantes Beispiel ist folgendes. 
Wir haben 



a: -I- jt* -t- .ar* -f- . . . . = 



X 



1_ 

x‘ 



X* 



1 — m* 
_1_ 

X 



X* 



(^) 






folglich dorch Subtraction 

~ a:» — 1 ■^) “f” (^* ~ ^) "M*®* “ • (C*) 

Nan giebt es für jedes beliebige ar und ganze positive, aber unge- 
rade m folgenden Satz (Caucby conrs d’analyse puge föl.): 



X’“ 

. (CT-H»)(m-f.l)iw(m — l)»i — 8) 



2.4. 6. S. 10 






Wendet man diesen Satz auf die Gleichung (C) für m = 1, 3, 5 
u. s. w. an, so wird 



•+• i (^ — ^) -4- 



+ i — -J-) + 4 — -j)‘ 



Nimmt man diese ' Reihen in rerticaler Richtung zusammen und be- 
merkt zugleich, dass die linke Seite ist, so erhält 



man : 
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~T 1 — + t + 

jc 

, X 

•' ”+-(y+ 

, 

/ * 

Nun ist aber x eine beliebige Grösse, felglicb ist es aucl 
X — — , welches wir =a setzen wollen. Denn um irgend ein be- 
liebiges % berauszubringen , bat man die quadratische Gleichnsg 

X = » nach x aufzulösen, wodurch man jederzeit reellem 

erhält. Bezeichnen wir die in obiger Gleichung yorkommendei 

Goeflicienlen von (x ^), (x — — )* u. s. w. mit 0 ,, 0 , u. s. l, 

so Gnden wir 



— = 0,3 4- 0 ,a* -f- 0 ,»‘ -I- , 

was schon syntaktisch falsch ist. 

3. Addirt man die Gleichungen {^4) and (ß) im vorigen Bei- 
spiel, so kommt 1 

0 = ^4--^ 4- ('®) 



Nun giebt es für ungerade m und' beliebige ^ folgenden Satz: 



M 

.1 n. . ^ ^ x"f 

=(*-e i:) i). 



(ct-h3) — 1)(»i — 3) , 

2 . 4. 6. 8 



— 4-.. -1 



(Cauchj a. a. 0. page 551.), unter dessen Anwendung für sm=l,3. 
u. s. w. die Gleichung {IJ) sich so gestaltet: 

I 

0= ,(^4-^) 

4-(^4-^)[i4- (^-^n 
4-(ar4-^)Il4-3(^^|-)»4- ' 

4- (0T 4- [1 4- 6(^ - 1:)* 4- 5(^ - i)« 4- (^ — ^^)‘l 
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oder wenn man beiderseits mit ä: -t- — dividirt, a:- ^ » setit 

• V * iV 

und die Reihen vertical summirt: 



+ (H-3 4- 6 + 10 + ....)»* 



Mithin müsste nach dem Principe der Coefficientenvergleichung sein: 

1 + 1 + 1 + 1 + .... 

. 1 3 "1— 6 — f— 10 “1^ .... 

1 3 13 *1— 3o .... 



d. h. Tür ein ungerades m überhaupt: 

’« t . «» «(w + 1) »i(»i+ l)(«n + 2) . 

— TT^ r:2.3 - 

\ 

während man aus dem binomischen Satze für negative m und of== 
— 1 findet; 

■ ' 

, . »fl . >w(fW-4-l) , f»if»»i + lK»w + 2) . 

=e = H-T+-T:i • üiTi ' 




also wieder ein Fall, in welchem eine divergente Reihe zwei ver- 
schiedene Summen hat. 

liebersieht man die beiden letzten Beispiele genauer, so be- 
merkt man leichtr dass darin weiter nichts, als ein Schmuggel 
nnter dem Deckmantel des Gleichheitszeichens gelneben 
worden ist. Denn von den Gleichungen {^) und {ß) ist als solche 
die eine jedesmal falsch, wenn die andere richtig ist, oder mit an 
deren Worten, wenn die eine Reihe convergirt, divergirt die an- 
dere, ist also der anderen Seite des Gleichheitszeichens nicht gleich, 
sondern nur syntaktisch mit derselben verwandt. Brauchen wir das 
Zeichen ^ für eine solche syntaktische Gleichheit der Form (d. b. 
analytische Beziehung, in so fern man durch ein gewisses Verfah- 
ren aus der geschlossenen Form so viele Glieder aus der unbestimmt 
fortlaufenden Reihe entwickeln kann, als man will), so stehen jene 
Gleichungen für -<! I : ' 



a: Of* -i- X* +^ 





und für 
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* 4- ■ i • • i-J j ^ ■“ x*~ 1 

J_ 

1 . I . 1 . X X 

H "♦■P + P ~T —5^ 

* X* 

und für ^ = 1: 



X X* H- X* -4“ • • • • — J 

111 I <*• 

P+P+P^--’=( 

Aus diesen Gleichungen folgt aber: — gar Nichts, weil man 
mit dem Zeichen \3 nicht weiter rechnen kann. Also war an allea 
den fehlerhaften llesultaten nur die verkehrte Anwendung du 
Gleichheitszeichens bei diverglrendeh Reihen schuld. Dies ist meine 
Erklärung, die wohl auf den Namen einer genügenden und einfa- 
chen Anspruch machen darf. Ich fordere dagegen Herrn Dr. 
Barfuss auf, die 3 letzten paradoxen Beispiele nach sei- 
ner Ansicht zn erklären, wenn ihm diess änerhau^ möglicl 
ist. Einem etwaigen Einwande desselben will ich gleich im Voraus 
begegnen. Er könnte sagen: „Sie haben in der Gleicbnng 

{A) — 1 —X* ®® Gesetz (?) der Ein- 

heit der Form verletzt; wenn auch die Reihe links die syntakti- 
sche EntwidsehiDg von bildet, so ist sie doch nicht die Ent- 

wickelung von — i ' 9®“® würde aber mein Herr Gegner den 

ersten Grundsatz der Mathematik: für A ^ ß und == G ist 
C, leugnen. Ha ist denn kein anderes HerauskoaMaen mög- 
lich, als dass er Mgte: ja die erste Gleickung J9 ist aiekt 

als solche, aoadern äs syataktisclie Beziehung zu betrachten. Al- 
lerdings, wenn ein Dreieck einem zweiten ähnlich, dieses einen 
dritten an Fläche gleich ist, so folgt weder daraus, dass das erste 
dem dritten ähnlich, noch dass es ihm gleich sei. Hiermit würde 
mir Herr Dr. Barfuss zugeben, was ich eben behaupte, dass mse 
nämlich picht eiier bei Reihen Glekklieitszeichen braunen dürfe, 
als bis man von ihrer Convergenz überzmgt ist, und dass für di- 
vergente Reihen ein anderes Dicken, etwa mein obiges U, anlhif 
sei, und dass man daher mit divergenten Reihen nicht schlechtbii 
rechnen dürfe. 

Ich glaube durch das bisher Gesagte jede der beiden edaander 
gegenüber stehenden Ansichten in ihre rechte Stelle gerückt tu 
haben. Es wäre gewiss interessant, die Theorie der Reiben con- 
sequent nach der Ansicht meines Herrn Gegners bearbeitet zu se- 
hen, wie diess auf unserer Seite durch Cauchy geschehen ist. Nur 
müsute bei einer solchen Darstellung streng neobacbtet werden, 
was ich Uber den Gebrauch voB;Zeicbati gesggt bah«, damit nicht 
etwa eine solche für die Wissenschaft höchst gefährliche Pascherei 
entstände, wie ich sie im zweiten und dritten Beispiele zur Wv- 
nung durchgefübrt habe. .. . 
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?. 

leb iviU MMÜich oech eiaem Vorwarfe beg^egnen, deo ich über 
uneere Partei gehört habe, säBlich dem: „die aeuere Schule eut- 
halte zwar geschickte Analytiker (wir danken recht Mbön),*aber 
eine pkiJaao^iiscbe Ansicht über die Mathematik, eine Metaphysik 
des Calculs gebe ihr gänzlich ab.'’ Diese Bemerkung, die Ubrigeus 
gar nicht die Sache, sendern bödhstene einige ihrer Verfechter 
treffen kann, ist zum Mindesten sehr voreilig. Die ältere Schule 
bestand sehr lange, «he sie Jemand, namentlich erst Fries, von ihrer 
philosophischen Seite betrachtete; wie kann man nnn von einer 
Schule, die noch im Kotsteben begriffen ist und dem alten Sobien» 
drian mnhsan genug das Terrain ahstreiten muss, gleich eine phi.. 
losopiiisehe Betrachtung verlangen? Aber auch diess wird geleistet 
werden und zwar hoffe ich selbst in einiger Zeit das Meinige hierzu 
beizHtrwen. Ich will diesen ehnehia etwas lang gewordenen Auf* 
Satz niemt durch eine solche liotwickelnag noch mehr verlängern, 
kann es mir aber nicht versagen, wenigstens auf eine interessante 
Analogie hinznweisen, welche zwischen der Philosophie nnd Ma> 
tbematik rn ihrer gegenwärtigen Verfassung statt Gndet. Die jetzige 
Zeit der Mathematik, in welcher die neuere Schule die ältere mit 
Recht zu verdrängen sucht, hat die grösste Aehalichkeit mit jener, 
in welcher Kant mit seiner Kritik der reinen Vernunft auftrat. Die 
Philosophen hatten sich bis dahin ohne Kritik der Spekulation 
überlassen und glaubten an die Allgemeingiiltigkeit der Denk- 
gesetze, mit dmien sie Allez, auch selbst das Gebiet des Debersiou- 
lieheu beherrschen wollten. So die Mathematiker, wenn sie in ihrer 
sogessannten allgemeioen Arithmetik die nnbegräazte Allgemeia- 
beit der aaalvtäscbea Operationen hehauutetea. 

Jenem Üuweaen stelite sich die Kantisebe Kritik gegenüber 
and wies io folgenden Resultaten der Spekidation ihr wahre« Ge- 
biet an; 

Die Metbnpliysik lehrt uns den Gebrauch ven vier Gruundbegrif- 
fen des denkenden Verstandes, nämlich der vier Categarieeu Quan- 
tität, Qualität, Relation «ad Modalität. Der Gebrauch derselben 
erstreckt sich aber nur anf solche Begriffe, für welche in der Kr- 
fahrung ein congruirender Gegenstand aufgezeigt werden kann, 
d. b. ein solcher, der einer reinen Anschauung in den Formen 
des Raumes und der Zeit fähig ist. Versucht es dagegen der 
Verstand, jene vier Denkgesetze anf solche Begriffe nnzuwaiden, 
welche diese Bedingung nicht erfüllen, also übersinnliebe sind 
(Ideen), so stösst derselbe auf die gröbsten Widersprüche, die 
Antinomieeii, woraus weiter folgt, dass eine solche Anwendung 
eine durchaus unrechtmässige ist, und dass man von jenen Ideen 
keinen Gebrauch zur Erweiterung des philosophischen Wissens 
Bachen könne. 

Ganz ähnlich steht eg um die Mathematik. 

Die Arithmetik lehrt uns deo Gebrauch von vier Grundoperationen 
des reebueudeD Verstandes, nämlich den vier Species; sie zeigt 
ans aber denselben nur an solchen Grössen, die entweder endli- 
che sind, oder sich einer endlichen bestimmten Grösse als Gränze 
nähern (z. B. Reihen, die unter besonderen Fällen convcrgircu). 
V'crsucht es dagegen der Vorstand, jene Operationen auf solche 
Grössen «nzuweoden, welche diese Bedingungen nicht erfüllen 



Digitized by Google 




400 



(divergirende Reiben), so itöiit er anf die gröbeten Widenpräche, 
woraus weiter folgt, dass eine solche Auwendung eine dnrchaoa 
unrechtmässige ist und dass man von jenen Reihen, so lange sie 
divergiren, keinen Clebrauch sur Erweiterung des matfaematischeD 
' Wissens machen könne. 

Es geht uns mit den divergenten Reiben in der Analysis wie 
mit manchen AasdrOcken in der analytischen Geometrie. Fragt sisn 
X. B.,’ welche ist die geometrische Bedeutung der Gleicbnng 

(y-f- 2ar)» -4- (y-+- -4- 1 = 0, 

■l' .1 I 

wehn' X die Abscissen, y die Ordinaten bezeichnen, so ist die Ant- 
wbrti'gar. keine; denn für jedes reelle x erhält man ein ima^i* 
Bäres y, die Gleichung stellt daher weder einen Punkt, noch eise 
Linie', noch sonst etwas dar. Sie ist ein Gebilde der combinirendei 
Algebra, welches von einer gewissen, nämlich der geometrisches 
Beite .betrachtet, gar keine Bedeutung bat, wenn es auch von einer 
anderen Seite angesehen nicht eben ohne Geltnog ist. Ganz ähn- 
lich irerhältl es sich mit den divergenten Reihen. Für einen Cal- 
eul,.d'er es mit Gleichheitszeichen zu tbun hat, und das ist fast 
die ganze Analysis, haben Reihen wie 

. l_2-4-4 — 8-1-16 — 32+.... 

1 — 1.2 + 1.2.3— 1.2.3.4 + . ... 

gar keine Bedentnng, weil kein Ausdruck gegeben werden kann, 
dem sie wirklich gleich wären. Eine Betrachtung, die sich sa 
Faden der Identitäten fortspinnt, erreicht hier ihr Ende. Divergesle 
Reihen sind Gebilde, oder um einen hübschen Ausdruck von Fries*) 
zu branehen, Figuren der combinatorischen Analysis. Hier 
haf Fries ganz Recht; er hätte bloss noch einen Schritt thun nsl 
unterscheiden sollen, ob der Colcul, in welchen man eine divergeste 
Reibe einfUhrt, sich mit Gleichheiten oder anderweitigen- Beziehss- 
gen beschäftigt; er würde dann bemerkt babea, dass für eine Be- 
'traehtnngsweise der ersten Art,' und diess ist hauptsächlich die Asa- 
lysis, bitas die numerische Bedeutung der Reihen zulässig ist, asd 
damit hätte er das Richtige getroffen. 

• '.Iti . : !i , 

*)' Mathematische Naturphilosophie. S. 162. , ' 
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XXXI. 

lieber Aristarchs Methode, die Entfernung; der 
Sonne von der Erde zu bestimmen. 

Von 

dem Herausgeber. 



I 

§ 1 . 

Aristarchs Methode , die Entfernung der Sonne von der Erde 
in bestimmen, ist in ihrem Princip so einfach, und zugleich, inso. 
fern man die Entfernung des Monds von der Erde, die sich be- 
kanntlich mittelst einer völlig directen Methode mit hinreichender 
Genauigkeit bestimmen lässt, als bekannt vorauszusetzen berech- 
tigt ist, so direct, dass dieselbe, wenn sie auch für die Wissen- 
schaft selbst von keiner Bedeutung mehr ist, doch beim Unterrichte 
in der Astronomie sorgfältiger berücksichtigt zu werden verdient, als 
dies, wie es wenigstens scheint, meistens zn geschehen pflegt. Wenn 
ich daher diese Methode, die Kepler für so schön hielt, dass er 
sie in seinen Epbemeriden für das Jahr 1619 dem Galilei und 
Marius, die schon mit Fernrohren beobachteten, zur Anwendung 
eifrigst empfahl, zum Gegenstände des vorliegenden Aufsatzes ma- 
che, und dieselbe aus einem allgemeineren Gesichtspunkte, als dies 
ron ihrem ersten Erfinder geschah , zu betrachten und darzustellen 
versuchen werde, so habe ich dabei durchaus nur ihre Bedeutung 
inr den Unterricht in methodischer Beziehung im Äuge, indem ich 
zugleich der Meinung bin, dass dieselbe üheAaupt als eine zweck- 
■ässige geometrische und trigonometrische Uebung für Schüler 
dienen kann, und wünsche, dass dieser Aufsatz zunächst auch nur 
sog diesem Gesichtspunkte beurtheilt werden möge. 

§• 2 . 

Eis kann wohl als hinreichend bekannt vorausgesetzt werden, 
dass Aristarchs Methode, die Entfernung der Sonne von der Erde 
ID bestimmen, in ihrer ursprünglichen und einfachsten Gestalt darin 
kestefat, den Mond zur Zeit seiner Viertel, die man daran erkennt, 
dass die Lichtgränze auf dem Monde genau als eine gerade Linie 
erscheint, zu beobachten, und in diesem Moment*) die scheinbare 



*) In der Schwierigkeit, diesen Moment genau zu treffen, liegt vorzüglich 
die Unsicherheit der Methode und die geringe Genauigkeit der durch 
dieselbe erhaltenen Resultate. 

TkeU V. 26 
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Entfernang der Licbtgränze von dem Mittelpunkt der Sonne zu mes- 
sen. Ist dann E der Beobacbtungsort, M der Mittelpnnkt dci 
Monds, S der Mittelpunkt der Sonne, so ist MES iÄK gemessest 
scheinbare Entfernung der Licbtgränze von dem Mittelpunkte der 
' Sonne, und da nun wenigstens Mit grosser Annäherung EMS eie 
rechter Winkel ist, so hat man die Gleichung 

’ EM=:ES.co%MES, 

• aus der sich 

ES= — sec 

C08 JatiiS 

ergiebt. Ist man also die Entfernung EM des Monds vom Beob- 
ncntungsorte aus anderweitigeu Messungen als bekannt voraunn- 
setzen berechtigt, so lässt sieb mittelst der vorbergeheoden Fornel 
die Entfernung ES der Sonne vom Beobaebtuffgsorte' bereebnn. 
Ueberliaupt liegt, wie man sogleich überseben wird, dieser Metbode, 
die Entfernung der Sonne von der Erde zu bestimmen, vorziiglicli 
die Idee zum Grunde, die anderweitig bekannte Entfernung dei 
Munds von der Erde zur Basis oder Standlinie zu machen, aut vei- 
che die Messung gegründet wird,' weil wegen der grossen £ntfe^ 
Dung der Sonne von der Erde der Durchmesser der letzteren eist 
nicht hinreichend grosse Standlinie darhietet, wenn man eine asr 
einigermaassen genügende Genauigkeit zu erreichen beabsichtigt 

4 . 3 . 

Indem wir nach diesen vorläufigen allgemeinen Andeutnsgti 
die in Rede stehende Metbode jetzt zu grösserer Allgemeinheit id 
erbeben versuchen werden, wollen wir annehmen, dass man zu ir- 
gend einer passenden Zeit mit geeigneten Instrumenten, etwa nii 
einem Spiegelsextanten, die folgenden Grössen gemessen habe: 



den scheinbaren Halbmesser des Monds 

den scheinbaren Halbmesser der Sonne 

die scheinbare Entfernung der inneren Ränder der Sonne und 

des Monds von einander o. 

die scheinbare Entfernung der Liclitgränte auf dem Monde von 
dem erleuchteten Mondrande, da WO diese Enlfer^ 
nung am grössten ist 



' die Höhen der obern oder untern Ränder der Sonne und des Moodi, 
woraus man mittelst der bekannten scheinbaren Durchmesser leiebt 
die Höhen der Mittelpunkte der Sonne und des Monds findet. 

Da man diese Grössen, wenn nicht mehrere mit gleich gntes 
Instrumenten versehene Beobachter sich mit einander vereinigt ha- 
ben, nicht alle in einem und deinselben Zeitmomente, wie es eigesl- 
lieh erforderlich ist, m<‘ssen kann, so muss man in kurzen mit eise 
Uhr zu bestimmenden Zeitintervailen mehrere Messungen derselbci 
anstellen, und diese Messungen dann auf bekannte Weise durd 
Interpolation sämmtlicb auf ein gewisses mittleres Zeitmoment it- 
duciren. 

Dies vorausgesetzt, ist nun ec + (d -4- ^, ) die scheinbare Esi- 
fernung der Mittelpunkte der Sonne nnd des Monds von einander 
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welche man mit HUIfe der Höhen der Mittelpunkte wegen der Re- 
fractioD eorrigiren muss, wobei man sich ganz auf dieselbe Weise 
wie bei der uestimminig der Längen durch Monddistsnzen zu rer- 
halten hat, was, als sieb in jedem guten astronomischen Lehrbuche 
findend, hier wohl als bekannt vorausgesetzt werden kann. Be> 
zeichnen wir die auf diese Weise wegen der Refraction corrigirte 
scheinbare Entfernung der Mittelpunkte der Sonne und des Monds 
von einander durch ß, die scheinbare Entfernung der Lichtgränze 
anf dem Monde von dem Mittelpunkte der Sonne aber durch v,'so 
ist offenbar v = /u-f- A. — d, und daher auch v eine bekannte Grösse. 

Ren wahren Halbmesser des Monds und die Entfernung seines 
Mittelpunkts vom Beobachtungsorte wollen wir im Folgenden durch 
r und Q, den wahren Halbmesser der Sonne und die Entfernung 
ihres Mittelpunkts vom Beobachtungsorte dagegen durch r,' und p, 
bezeichnen. 



§4. 

Durch den Beobaebtungsort und die Mittelpunkte der Sonne 
und des Monds denken wir uns jetzt eine Ebene gelegt, welche 
wir als die Ebene der annehmen. Der Beobaebtungsort sei der 
Anfang der ^y, die von dem Beobachtungsarte nach dem Mittel- 
punkte der Sonne gezogene gerade Linie sei der positive Th'eil 
der Axe der a:., und der positive Tbail der Axe der y werde auf 
der Seite der Axe der a: angenommen, auf welcher sich zur Zeit 
der Beobachtung der Mond befindet; so sind offenbar 

q cos ja und q sin ja 

die Coordinaten des Mittelpunkts des Monds, und die Gleichnng des 
Durchschnitts der Ebene der xy mit der Oberfläche des Monds ist 
also 

1) (x — q cos jit)*-4-(y — q sin ju)*=r*. ' / 

Ferner ist offenbar 

2) y = X tang v , 

l 

die Gleichung der von dem Beobachtungsorte nach der Lichtgränze 
gezogenen geraden Linie. Sind nun §, i\ die Coordinaten des llurch- 
sebnittspnnkts dieser geraden Linie und des durch die Gleichung 1) 
charakterisirten Kreises, so hat man nach dem Vorhergehenden 
zur Bestimmung dieser Coordinaten die beiden Gleichungen 

n = % tang 

(S — p cos ft)* -t- (»j — p sin ft)» =r* ; 

aus denen sich nach leichter Rechnung mit Beziehung der obern 
und untern Zeichen anf einander 



$ = C 08 v]p cos(ft — v)=!=l/r* — p» sin(ft — »>)»J, 

>2= sin v|p cos(ft — v) db l/r* — p* sin'(ft — v)* j ; 

26* 
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oder, weil r = ^ lin d ist, 

= ( cos » t cos (/» — »') ± V^sin d’ — sio(/u — v)*|, 



4) 



i7 = p sin v|cos(/M — v)zfcl/sin rf* — sin(/» — »')*|; 



oder 



5) 



^ ^ cos V I cos (/u. — »') dh \^ sio{d-i- ft — v) sio(^ — /*+»')|i 



tI = Q sin V jcos(/U' — »<) d= sin(d + /* — ») sin(<f — /* + *’)!; 
ergiebt. Berechnet man aber den Hiilfswinkel Q mittelst der Fonicl 

6) fang Q— + 

sin {jx — *') 

was jederzeit leicht geschehen kann, so werden die vorhergehendeg 
Gleichungen: 



7) 



t p cos 3' cos(ju — •' ::F 6) 

cos Ö ’ 

p sin v cos 6) 



cos 0 



Die Gleichung des nach dem Punkte (Ji?) gezogenen Mondbalbnei' 
sers ist 



8) y- 



. tj p 

• ^ 81D ^ =z -i i- 



cos /*), 



und folglich, wenn man die aus 7) bekannten Werthe von S und i| 
einfübrt: 



9) 



y — g sin /* = 



sin y cos(^ — ö) — sin ft cos 
cos V cos(/< — V TÖ) — cos/g cos 



0 

0 



(«■ Q cos ft) 



WO sich nun frSgt, wie mnn die Zeichen in dieser Gleichnng uid 
überhaupt in den obigen Gleichungen zu nehmen hat, worüber sici 
auf folgende Art eine bestimmte Knlscheidung leicht geben lässt 
Bezeichoen wir die Entfernung der Lichtgränze vom Beobacti- 
tungsorte durch E, so ist 



und folglich nach 5) 

£?* = P*|co 8(/* — v)±Ksin((f + /i — v) sin(d — /»HlTjji. 

Weil nun v = — J, also 

f* — v = S—X, cos(/s — v) r= cos(d — A), 

und, da im vorliegenden Falle der absolute Werth von 6—X ge- 
wiss niemals 90“ übersteigt, cos(d— A), folglich auch cos(i*— r) 
stets positiv ist, so liefert das obere Zeichen in vorstehender Glei- 
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cbaog für E jederzeit einen grögeeren Werth als dag untere, wes- 
halb man, da die Licbtgränze natürlich immer dem Beobachter zu- 
gekehrt ist, in der rorstehendeu Gleichung, und folglich auch über- 
haopt in allen obigen Gleichungen die unseren Zeichen nehmen 
nass. Daher muss man 

p cos y cos (n — y -t- 6 ) 
cos 8 ’ 

p sin V cos (fl — y -t- 8 ) 
cos 8 




setzen t nniT die Gleichung des nach dem Punkte (|p) gezogenen 
Noadbalhmessers ist 



II) y — p sin /i = 



sin V cos(/i — y-t-8) — sin /i cos 8 , . 

cos V cos(/t — »'- 1 - 8 ) — cos,u cos 8 ^ **** 



Nnn ist aber, wie man mittelst einiger einfachen goniometrischen 
Verwandlungen leicht findet; 



lin r cos(/s — v-i-0) — sin ft cos 0 = sin(» — fi) cos(v — 0 ), 
cos y cos (/i — > 1 - 1 - 0 ) — cos fl cos 0 = — sin (r — fi) sin (v — 0 ) ; 

UD(I folglich 



12 ) y — p sin /s = — {a^ — p cos fi) cot (v — 0 ) 



die Gleichung des nach dem Punkte ($> 7 ) gezogenen Mondbalb- 
■essers. 

Die Gleichung der durch den Punkt {^rj) gezogenen Berübren- 
l»n des durch die Gleichung 1) charukterisirten Kreises sei 

10 ist wegen der Gleichung 12) nach den Principien der analyti- 
icken Geometrie 



ilso 



1 — ^'COt(>> — 0) = O, ^==tang(i' — 0); 



13) y — = — I) Ung(v — 0) 

lie Gleichung der durch den Punkt (Ip) gezogenen Berührenden 
lu durch die Gleichung 1) charakterisirten Kreises. 

* Da diese Berührende offenbar auch eine Berührende des Krei- 
«s sein muss, in welchem die Oberfläche der Sunne von der Ebene 
ler xy geschnitten wird, so ist r^ die Entfernung des Mittelpunkts 
ler Sonne von der in Rede stehenden Berührenden, und folglich, 
Is p,,0 die Coordinaten des Mittelpunkts der Sonne sind, nach den 
’rineipien der analytischen Geometrie 



>d«r 



, Kpl— f) tang(»>— 8 )-Hy|» 

• l-|-tang(i' — 8 )’ 
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= —J) + ^ c<w(*’ — 0)1*; 

also, weil r, sin ist: 

f.* sin if,* = l(ß,— 5) sin (i- — 0) M- »I cos(v — ©)|*, 
und folglich 

rbß, sin d, =(p, — 5) sin(v — 0) + 'J cos(v — 0), 
woraus sich leicht 

(,)sin(v — 0):ii=Bin J, sin(v — 0) — ij cos(» — 0), 

also, wenn man für $ und ij ihre aus dem Ohigen hekannten Wet' 
the einführt: 

2^, sin •i(» — cos4(v— 0ztd,) = — g C0B(ft — v-f-0)tSBgft 
woraus sich 

£i cos(^ — y-t-e) tang e 

^ 2sin |(y — cos ^(y— ©±d,)’ 

oder nach 6) 

cos(^ — y -+- ©)V^sin(d'-t- /s — y) sin ( J — /< + >) I 

'‘q 2sin((U — y) sin 4(y— ©T.ef,) cos 4(y — ©±(fi) I 

ergiebt, mittelst welcher Formeln leicht aus ^ berechnet wenia 
kann. 

Bezeichnen wir die Abscisse des Dnrcbsclinittspnnkts der dniü 
die Gleichung 13) ebarakterisirten Berührenden mit der Axe derr 
durch a?i, so ist nach 13) 



und folglich 



— 5 = (^1 — S) tang(y — 0), 
{ sin(y — ©)— s cos(y— •©) 



* sin(y — 0 ) 

Weil nnn nach dem Obigen 

I sin(y — 0) — t] cos(v — 0) = p,|sin(y — 0)={=siu d,t 
ist, so ist 

X, _ sin (»--«) 

sin(y— 0) 



oder 



^= 1 : 

Si 



sin <f, 



' sin (y — 0)‘ 



Offenbar ist aber stets — 1 und sin i, positiv. Also muss 

. ?i 
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i« d«r vontebegden GUichgng, uad dabar agcb ia allan obigag 
Glticbungao die obera oder uoteru Zaicben oebmen, jegachdein 
•»(r — &) eine poaitiva oder eioe negative Grösse ist, mittelst 
irtiches Kriteriums sieb also immer sielier entscheiden Ittsst, wie 
Dsmentlicb in den Formeln 14) und 1$) die Zeichen su nehmen 
lisd. 



f.6. 

Entwickelt man die partiellen Differentiale von 

Q W'sinCcf.»-/« — y) sin(d— 

" sin Cu -y) 

in Besug auf d, (i, p als verbnderliche Grössen, so erhält man nach 
einigen leichten Rednctionen ; 



tang G = 



sin cot 6 .. 
2sinCu — y)»"®’ 



16) tong @ = — 
[<fy tang & 



sin 26 

^ 2cotCu— y)_ ^,.. 



sin 26 

and folglich, weil nach den bekannten Regeln der Oifferentialrech'^ 

PBOg 

<f^6 = cos &*d^ tang G, 

' o^ = coa ®*<(u tang 

dt>0 == cos G*du tang G 



ut: 



[d^G = 






sin 2J cos 6* eo t 6 
2sinCu — y)* 
i dfiG = — cot(/u — v) cot Gd(k, 
\dp& = cot(|u — y) cot Qdp. 



dS, 



Weil nnn bekanntlich 



ist, so ist 



d& = rfj® -4- «{u® •+■ **® 



18) 



d& = 



sin 2d cos 6* cot 6 
2sin(/i — y)* 

— cot(^ — y) cot Gd^ 
•t- cot (/i* — y) cot Gtfp. 



Entwickele 



man ferner ancb die partiellen Differentiale von 



£i _ _ cos(^ — y^-6) tsng 6 

K 2sin 4 (y— 67 d,) cos )(y— 6db«^ 



b 
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in Bezug auf [t, v, S ala veränderlicbe Grössen, so erhält man 
nach einigen leichten Reductionen: 



19) 



■'-(I) = 
(•'4^)==f 

-)=- 
9' 



gin(/< — tang O 



2äin i(y- 


-9=f=<r,) 


cos j(y ■ 


-ö±<f,) 


COS ft 


±sin <f, 


sinf^ — ) 


>'4-8) 


4sin ^(y — 


9=F<f,r 


cos 4(y- 




cos if. 


1 COS(/U — 


*'+«) 1 


tang 9 


4sin ^(y — 


e=Ftf,)* 


cos i(y- 




COS ft 


± sin <f, 


sin — y 4- ö) 



dji. 



4sin 4(e — e=Fd'i)* *os — ödtif,)’ ‘“"S 
COS (u — y^ 9) sec «• 



üsin l(e — 9:j:d,) cos ^(i' — O ± (f, ) 



</0; 



iiroraus sich leicht 



20) rffc) =«fe)+*fö) +<,.(&) 



ergiebt. 

>Setzen wir nun der Kürze wegen: 



21 ) A = 



so ist 



und 



sin 2<f cos 9* cot Ö 



2sin(^ — f)* ’ 

B = cot (fi — r) cot &, 

sin (/X — y -t- 6) tang 9 



c = 



2sin cos 4(»i — S±(f,)’ 



„ cos {[X — I» -I- 8 ) sec 9* 

2siii J(»< — e=|=d',) cos ^(*1 — 0±(f,)’ 

„ cos tf, cos (/X — y-f- Q) tang 9 

4sin i(y — eaFifi)’ cos i(y — ödttf,)*’ 

„ cos u db sin cf, sin {[x — y + O) „ 

■*' — fein 4(y_e:r:(r,)» cos l(y — öict,)» 



I 



dQ = AdS — Bdfx -+- Bdv 



rf(^) = Cdfx + Fdv=p EdS, —{D 4- F)d&-, 

also _ ' . 

rf(^) = — A{D -\~ F)däz^ Edd, 

^lC-\-B(D~\.F)\dix,-\-\F—B(D-\-F)\dy. 



Nun kann man aber nach §. 3. offenbar wenigstens mit grosser 
Annäherung 

dfx, = da-\-dd-\-d6„ dy=:d(i-^dk — <Äf; 
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alw ' . ' '• • '■ 

dfi'= da (li <W, , </v = </« + dSf + dX 
seticD. Folglich ist nach dem Vorhergehenden 

= — J{D + F)dd^ Edd, 

+ \C+£(D-i-E)\ (da + dä-i-dd,) 

-f- \ F — ß{^D -f- ^)| (<Äe <äJ| 

d. i., wie man leicht findet: 

22 ) (C-f-F)rfa 

4-|F— 

, + \C—(A—B^{D-^-F)\dd 
+ (C Fzsp E)dd,. 

Aoch erhält man hieraus leicht > 

23) ^ =£i. ?^4-(C’+/’)<Ä» 

+ \F—ß(D-\-F)\dl 
^IC-{A-B) (D-i-F)\dd 
■+-(C+ F^ E)dd,. 

ln allen vorhergehenden Gleichungen hat man die oberii oder 
DDlern Zeichen zu nehmen, jeoachdem sin(v — 0) eine positive oder 
(ioe negative Grösse ist. 

f.6. ' 

Wir wollen nun noch in der Kürze zeigen, wie aus der Ent- 
fernung eines Weltkörpers W vom Mittelpunkte C der Erde seine 
r.Difernung von einem beliebigen Orte O auf der Oberfläche der 
frde, und umgekehrt wie aus der Entfernung eines Wcltkurpers 
If von einem beliebigen Orte auf der Oberfläche der Erde seine 
Entrerbung von dem Mittelpunkte C der Erde gefunden werden 
Uno, woliei wir grösserer Bestimmtheit wegen im Folgenden an* 
Dtboien werden, dass der Punkt O in der nördlichen Hälfte der 
Erdoberfläche liege. 

Zu dem Bude sei 9 die Polhöhe, 9 , die sogenannte geocentri- 
iche Breite des Orts O , und B sei der nach demselben gezogene 
Erdhalbmesser *). Ferner seien m, h das sogenannte scheinbare 
Atimuth nnd die sogenannte scheinbare Höbe, dagegen m,,^, das 
Mgeoannte wahre Azimuth und die sogenannte wahre Höhe des 
^Itkörpers fV, wobei die Azimuthe von iSüden nach Westen von 



*) Wie aus der Polböhe die geocentrische Breite und der Erdhalbmesser 
gefunden werden können, ist Archiv. ThI. I. S. 177. gezeigt worden. 
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0 bii 360° gezählt werden sollen. Die Entfernungen des WeltkSi- 
pers fV Ton dem Orte O und dem Mittelpunkte C der Erde seies 
respectire ^ und 

Durch den Ort 0 als Anfang legen wir ein rechtwinklig 
CoordioatensTstem der xy%. Die Ebene der x% sei die Ebene dei 
Meridians. Der positive Theil der Axe der ae sei nach Süden, der 
positive Theil der Axe der y sei nach Westen, und der positive 
Theil der Axe der % sei nach dem Zenith gerichtet. Durch den 
Mittelpunkt C der Erde als Anfang leg^n wir ein zweites, deu 
Systeme der aay% paralleles Coordinatensystem der 

Die Coordinaten des Weltkörpera PF im Systeme der sind: ' 

^ cos ci» cos A, 

A ■■■> 

A aio 

und seine Coordinaten im Systeme der Ofiyi», sind: 

Al cos tU| cos A,, 

Al CO* A|> 

Al *in A|. 

Die Coordinaten des Punktes 0 in Bezug' auf das System der 
sind aber, wie durch eine leiobte geometrische Betrachtung 
sogleich erhellen wird: 

/* sln(sp — gs,), 0 , .R cos( 3 > — 9 ,); 

und nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten haben 
wir also die drei folgenden Gleichungen : 

Al cos w, cos A| = /i sin(9 — y,)-|- A ®o® “ cos.A, 

Al sin CU, cos A, =A *>■ o> cos A, 

Al sin A|=/{ cos (9 — 9 >i)-l-A 

Qnadrirt man auf beiden Seiten dieser Gleichungen, und addirt 
dieselben dann zn einander, so erhält man die Gleichung 

Al* = Ä* -H A*“l“2/lA|sin Acos( 9 — 9 P,)+coso> cosA sinfgn — 9 ,)|, | 

oder, wenn 

' 24) «08 i2 = sin A cos( 9 — 9 ,) + cos m cos A sin (9 — 9 ,) 

gesetzt wird, die Gleichung 

25) A»’=-«’-t-A*+2ÄA cos Ä 

Sind uun A> «'> *)*<> steh ß gegeben, so erhält man Ai 

telst des Formel 

I 

,26) Al = +■ A’ -+- cos ii, 
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die sicli bekaDDtlich anf verschiedene Arten zur logarithmischen 
Rechnung bequem einrichten lässt. 

Sind dagegen w, h gegeben, so erhält man ^ durch Auf- 
läsnng der quadratischen Gleichung 

-1- 2ÄA cos fl = » — Ä* , 

wodurch sich ' ' . 

27) ^ = — R cos fl±l//^,* — Ä* sin fl* 

eigiebt. 

Das Product dieser beiden Wertbe von ist A,*, und 

folglich, da im vorliegenden Palle offenbar immer ^ iz ist, stets 
negativ. Daher haben die beiden Wertbe von ^ jederzeit entge* 
gengesetzte Vorzeichen. Ist nun cos fl positiv, so ist 

— R cos fl — — R* sin fl* 

offenbar negativ, also 

— R cos fl -H * — R* sin fl* 



positiv. Ist dagegen cos fl negativ, so ist 



— R cos fl -t- 1/^,* — Ä* sin fl* 
offenbar positiv, also , , 

— R cos fl — Jl* sin fl* 



negativ. Daher muss man, weil ^ seiner Natur nach nur positiv 
sein kann, in der Gleichung 27) immer 4as obere Zeichen nehmen, 
und folglich 

28) ^ = — R cos fl-HW'Ai’— -Ä* »in 

oder 

29) ^ = — R cos fl-f-l/(^, -i-R sin fl)(Ai — ^ 

«e 

setzen. < 

Nimmt man, was in Folge der Gleichnng 24) offenbar verstat- 
tet ist,' den Hnifswinkel fl stets positiv und nicht grösser als 180*, 
sa ist sin fl immer positiv, und man kann also 

A = -A cos fl + Ä sin 



setzen. Berechnet mau nun den HUIfswinkel <Z> mittelst der Formel 



sec <P = 



A. 

R sin fl 



oder mittelst der Formel 
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30) coB ©’= ^ lin ü, 

und nimmt 0 positiv und nicht grösser als 90* , was wegen des 
positiven Vorzeichens von sin S2 verstattet ist, so ist 



also 



A = — Ä cos Si Jl sin Si tang 0, 



31) 



ä 



j^ cos(fl+») 
cos 4» ’ 



mittelst welcher Formeln ^ sehr leicht berechnet werden kann. 

.Wenn die Sternzeit der Beobachtung bekannt ist, und auch die 
Rectascension des Weltkürpers fV als bekannt angenommen wird, 
so kann man immer das Azimuth aus der Höbe A und der Polhöfae 
9 leicht berechnen, was hier nicht weiter erläutert zu werden 
braucht. 



XXXII. 

Einige Bemerkungen über die Reduetion der 
Monddistanzen. 

Von 

«lein Herausgeber. 



Wir wollen die wahre und scheinbare Höhe des einen Gestirns 
durch JV, H'\ die wahre und scheinbare Höhe des anderen Gestirns 
durch A, A'\ die wahre und scheinbare Distanz durch be- 

zeichnen. Werden dann ferner die grössten Kreisbogen, welche 
die Endpunkte der Höhen H, A' und die Endpunkte der Höhen 
H\ A mit einander verbinden, durcli D und 3) bezeichnet, so ha- 
ben wir offenbar die folgenden Gleichungen; 

co.s A* — sin W sin K ■ 
cos W COS K 
cos ^ — sin w sin h 
cos U cos k' cos H' cos k 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sehr leicht; 



1 ) 



COS A«v-~sln H sin h 
cos // cos h 
cos D — sin II sin K 
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ieo8 H' CM /) — coB H cos 2\' = »in(£r — H') aio ä*, 

^ (cos h' cos ^ — cos h cos JD = nia(A — A“) sin Ä’; 

IO wie 

(cos Af cos ® — COS A cos /\' = sin(^ — A^ sin JBT, ' 

(cos /f' cos ^ — cos H cos S) = sin(/r — H') sin 4; 



and wir -haben daher znr Berechnnng von ans H, H\ Al 
die folgenden Formeln: 



ind 



4 ) 



5 ) 



,COB 

1 • V 


D — 


COS 

cos . 


H 

U‘ 


COB 


A' 




cos 


A — 


cos 


4 


COB 


D 


■ 


ü 


cos 


4' 


-I- 


cos 


® = 


cos 

cos 


4 

4' 


cos 


A' 




cos 


A = 


cos 
cos . 


H 

w 


cos 




-f- 



sin K 
cos W 
sin H 
cos h 

sin H' 
cos K 
sin h 
cos W 



sin(£r— AT'), 
sin {A . — A') 



sin (A — A'), 



wo D und als Bülfsgrdssen zu betrachten sind. 

Eliminirt man aus den Gleichungen 2) die Grösse cos .O, und 
sns den Gleichungen 3) die Grösse cos so erhält man die bei* 
den folgenden Gleichungen: ^ 

6) cos H' cos K cos ^ — cos H cos A cos 

= sin(AT — H') cos A sin A'-|-sin(4 — Al) sin H cos H' 

ind I 

7) ' cos H’ cos A' cos ^ — cos H cos A cos A* 

= sin(AT — H') sin A cos 4' sin (4 — Al) cos' AT sin AT, ■ 



Dreh deren Addition sich ferner die Gleichung 

8) 2(cos W cos 4' cos A — H os 4 cos A') 

= sin — Af') sin (4 4') sin H') sin (4 — 4') 

der 

4 . cos AT cos 4 siiifAf— AT)sin(4*|-4')-Hsin(A(4>Ar)siD(4— 4') 

» '**Ä=7osÄ-cir4'®®*^^ 

V 

jiebt. 

Setzt man in den beiden Gleichungen 4) 

H=H'-\-{H—H\A = A’-\-{A — A')s 

) werden dieselben 



, i 



I 
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_ ». . . ,,r — «nÄ'«so*A' 

coB D = coB(/r^/T) cos ^ +Bin(/f — Af') cm~B" ’ 

,, „.sin ^ — sinA'cosfl 

COB /\ = cob(a — A) COB Z>-+- Bm(A — /r) 



oder 



COB D = co8(/f — H') cos — sin(/r — W) sin 

. . , „ . sin A' — sin IT cos A\ 

+ Bin(Är— A H * 



= cos(Ä^— .»') COB A'+*in(Ä^— -ff') «in A' 



' — 8in(£r— J5T) («In A'- 



sin V — «in H' cos A‘ 
cos H‘ 



), 



COS A= co«(^ — h) cos D — Bin(A — '^O «in D 

. ■ . «in Ä— sin A' eos 

+ sin(A — Ä)(«in D-\ ) 

, = cob(^ — //) co« Zl'4-«in(^ — tf) sin D 

— «in (A — A') («in D — ■ — ) ; 

d. i. 

cos /> = cos(^~ ^’-4-A') -h «in B') ^ ~p7ir ~ 

t ww rmt A t\ • • / W 9 m\ «m A “ Sin (^^ “4“ ^ ) 

= cos(Ar— .AT' — A')-l-Bin(J5r— Ä') , 

cos A = «®«(^ — A'-t-/>)-f-8in(A— A") ^ ^ 

= cob(ä — A* — />) + sin(Ä — Ä') i 

also nach einer bekannten Zerlegung: 

10) cos If = 

co«(/r- Af'+ AO H- 2sin(g-fl0 ""^^*'~'^’'^jtsg ’— — - ~" 

=coB(jy-jy>-A0+2«in(^-^ ""^^*'~^~i f ^^ ^ ^ 

cos A = 

cos(A - 2sin(A- A O^i" 

= cos(A - A' - Z>) 4- 2«in(A - i(Af-A--^j^cosj(fl-+y -»-/?) 

Bezeichnen wir die kleinen Veränderungen,' welche 
cos (Ä — AT' 4- A')» CO» (^— ^ — A') 
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erleiden müisen, um in cos D Uberzngehen, dnrcb . ;• 

rf cos (iy — -t- A') . ««8 — A') i 

die kleinen Veränderungen, welche 

cos(A — Ä' + iD), cos(Ä — h ! — />) 
erleiden müssen, um in cos A überzugeheo, durch 

rf cos(Ä — Ä' -H />) , rf cos (Ä — Ä' — ß); 
so ist nach dem Vorhergehenden: ^ 

"L . sini(/r— A'-t-ö) cos^fff-t-A'— Z») 

. </cos(A — Ä'-l-Z>)=2sin(Ä — h) cösT ’ 

</cos(A — hl — i?)=28in(Ä — h) cös^' ’ 

und da sich diese kleinen Veränderungen mittelst der vorstehenden 
Formeln immer leicht finden lassen, so wird man mit Hülfe der 
Tafeln auch immer die kleinen Veränderungen leicht finden kdn- 
neti, welche 



erleiden müssen, um in D, und welche 

h — h-\-D, h — K — D 

erleiden müssen , um in A überingehen , wird also auf diese Weise 
immer A “•‘ne Schwierigkeit au berechnen im Stande sein. 

Setzen wir 

cos D = cos \H— Ä' -I- A A')l 
= cos \H— H' — A')l. 

cosA=““8|A — h'-\-D-^d{h — h D)\ 

= cos|^ — h’ — D-^~d(h — hl — D)\\ , 

ist nach den Principien der Differentialrechnung bekanntlich nä- 
lierungsweise ' 

cos D = cos {H— + A') — *•" A')rf(^— B' + A') 

= cos (//— H' — A') — *•“ (B— H' — A')rf(^— ■®’ — A'). 

cos A = cos (//- Ä' + 2?)- sin (ii-Ä' + />)rf(Ä-Ä' -+-/>) 

= cos(>S — li — D) — sin (h — h' — D)d{h — Ä' — />) ; 
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und zur BettimDUOg tob 



'd(H- H' -4- A') . H- - AO 



und 



d{h — A'+ D), d{/i — Af—D) 

I 

bat man also nach 11) offenbar die foIfi^eDdeD NfiheruDg^formelii; 

• ! • . .V • 

, n' » 



Wie man diese in Theilen des der Einheit gleichen Halbaies* 
sers ausgedrUckten Veränderungen auf die einfachste nnd zweck* 
massigste Weise in Secunden zu verwandeln bat, kann hier füglich 
als bekannt vorausgesetzt werden, so wie es an diesem Orte über* 
haupt unnöthig scheint, in weiteres Detail Uber die beste Art der 
Anwendung der obigen Formeln einzugehen. 

Dass man übrigens auch aus den beiden Gleichungen 5) ganz 
ähnliche Formeln ableiten könnte, fällt auf der Stelle in die Augen. 




\ 
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, XXXIll. 

Einige BemerkuDgen über die Gleichungen des 
dritten Grades. 

Nach einer Abhandlung des Herrn Professor R. Lohatto zu 
Delft in dem Journal de Matheinatiques pures et appliqu^es, 
publi6 par J. Liouville. Mai 1844. p. 177. frei bearbeitet 

■ von 

dem Herausgeber. 



In dieser Abhandlung des Herrn Professor Lobatto kommen 
ausser anderen interessuoten Sätzen einige bemerkenswerthe For- 
oeln vor, durch welche zwei Wurzeln einer cubiscben Gleichung 
durch die dritte ausgedriickt werden. Diese Formeln werde ich im 
Folgenden mitlbeileo. 

Die gegebene cubische Gleichung sei 

1) jc’ — px-\-rj-=.^. 

Wenn nun 

y =? l/(- 4- 

* = 

gesetzt wird, wo die Grössen y und x bekanntlich immer den Glei- 
chungen 

3) Zyx=p, y' +%• = — q 
genügen, und ausserdem offenbar 

4 ) 

ist; so ist bekanntlich nach der Cardanischen Formel immer 

5) « = y-h» 

eine Wurzel der gegebenen cubischen Gleichung, und die beiden 
anderen Wurzeln », und <«, derselben erhält man aus den Glei- 
cbnogen 

6) m- 4- «, -F- w, ==0, «»,«, = — q 

Tkeil V. 27 

« 




I 
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oder 

q 

7) w, 

Aus dieseu beiden Gleicbuogen ergiebt sieb 



d. i. 



und fotglieh 



\q 

(», H-«,)’ — A«, •/, = »* + —, 



(«, — «j)’ = »’ + 






Verbindet man diese Gleichung mit der ersten der beiden Glcichuir- 
gen 7), so erhält man ' 






und kann also immer 



8) 



U. = — 



setzen. 



Weil aber w eine Wurzel der gegebenen Gleicbnng und folglich 

«* — -1- y =3 0 

ist, so ist 

t/' + iq=:j)u + 3y = A/>w — 3s#’ ; 

also 



9) 



I w, = — ■ « + + ^ = - i« -f- — 3«», 

I S#, = — \u — ^ = — S“ Tk^^P — 3“* • 



Nach 3) und 5) ist 

kp — 3a’ =3 12ys — 3(y •+■ »)’ =s — 3(y — *)*, 



also 



- \p — 3a’ = (y — »)W^ — 3, 
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uod folglicL 



10 ) 



L, = — ^l«-f-(y — a)l/— sf; 



oder 



11) 



l«i = — ?jy+* — (y— 3}, 
— ily+« + (y— 3 |. 
Weil, wie mao durch Division leiclU findet, 

V* — s* 

5^^ = y*+ys-J-**, 



ist, so ist 



y+s 

y* — 8* 
y — *“ 



= y* — ya-1-3* 



:ä^- + 2y=, 

y-t-s ’ 



und folglich nach dem Obigen 



gV^ ly» — ^ , 2y _ 2pt« — 3? 

y — X u 3 3« ’ 

also 

« — * = 6at^ dv» — ,Vy» _ y» — ,V* 

^ 2y« — 3y — 3y 



Führt- man diesen Werth von .y — x in die Gleichungen 10) ein, so 
erhält tnan; 




3y — 2pu ’ 



uV'p' — Vy» 
37 — 2pif 



Diese Formeln*) sind nach Herrn l^ohatto’s Angabe von 
Y oun^ in dem Buche: The Analysis and solution of cubic 
and hiquadratic equations. London. 1842. zuerst bekannt 
gemacht worden. 

Um ein Beispiel zu geben, sei 



^ .r* — lar + 7 = 0 

die gegebene cubisclie Gleichung, so ist ;/=:ly y = 7, also 



\/pt _ yy« = V /343 — 330,75 = )/l2,2»=3,5; 



*) In der Abhandlung des Herrn Lobatto sind die Formeln von Drack- 
fehleru nicht ganz frei. 



27* 
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und folglich siod 



J,5i» 




»1 »- 21 — Mw 


6 — 4u’ 




■ ** 



"i — — Mw — »“"*"0 — 4w 



oder 





o 


1$ 


1 — « 


sr, = 


■ 3 — 2w"> 


W 

II 

1 

ri 



swei Wurzeln der gegebenen Gleichung, wenn u eine Wurzel der- 
selben ist. 

Ein anderer englischer Alnihematiker, Herr Lockhart, hat 
von den vorhergehenden verschiedene Ausdrucke zweier Wurzeln 
einer cubischen Gleichung durch die dritte gegeben, welche im 
Allgemeinen von der Form 



sind. Zu diesen bemerkenswerthen Ausdrücken gelangt Herr Lo- 
batto im W'esenilichen auf folgende Weise. 

Für rz=z\/'p' — Vy* sei überhaupt 



13) 



nx- 



3v — 



so erhält man, wenn der Kürze wegen 2a + c = <r, gesetzt wird, 
nach gehöriger Entwickelung dieser Gleichung die Gleichung: 

14) 



(U- 



2p 

5=0. 

P 



Soll nun diese Gleichung mit der Gleichung 



a:* — pa: H- y = 0 



identisch sein, 'so müssen die Grössen a,,i,e so bestimmt werden, 
dass sie den drei Gleichungen 

3?±2r „ iija,±2rc SoA 

«, - ^ =0,U- - 2 - = - 9 

genügen. 

Aus der ersten und dritten Gleichung ergiebt sich auf der Stelle 



Sy±2r . , 
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Führt oian diese Werthe vud a, uod i in die zweite Gleicbung 
eio, so erhält man 

4/>rc -H 3y(2r ± 3y) ^ = 0. 

I 

Weil uuD uach dem Obigen 

t 

p* — y^* =»•*, also 4p' =27y* + 4r’ 
ist, so ist, wie man leicht findet: 

6/yc -h =t= 2r = 0 , 



also 



Ferner ist 



rqpSr 



6p 



o S9±2r . «7T2r 9g±7r 

2a = a,-c==-^ 



also 



9o±2r 
' 6p ' 



Hieraus siebt man, dass, wenn 



2r 



9y±2r , 

» = -V’ ^ = --^ 

ist, jeder Werth von a:, welcher der Gleichung 

jt' — pa:-t-q = 0 

genügt, immer auch der Gleichung 

, rx ax-i-b 

3? — 2pur x-^c 

genügt. Du nun nach dem Obigen » eine Wurzel der Gleichung 
x' — px -{- ^ = 0 

ist, so ist auch 

• , ru oru -t -6 

^ 3g — 2p« u H- c ’ 

und weil nach dem Obigen 

, ru 

- sT-ä^ ’ 

jederzeit Wurzeln der Gleichung 

x' — px -i- y = 0 
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lind, so sind auch die beiden Werthe von 

gw-4-d 
M-f-C ’ 

welche dieser Bruch erhält, wenn man in ihn die beiden ohigen 
Systpoie von Wertben der Grössen o, L, c eiorührt, Wurzeln der 
in Rede stehenden Gleichung. Also kann man die drei Wurzeln 
der Gleichung 

a:* — -f- 9» =S: 0 , 

wie man miUelst des Vorhergehenden leicht findet, immer auch auf 
folgende Art ausdrücken ; , ^ 

l«, 

I < (9y -f- 2r)M — 2p* 

15) /**’ 6pu — (9y — 2r) ’ 
j (9o — 2r)u — 2p* 

-(*'•“ 6pi»-t»7-t-2r>* 

. Dies sind nach Herrn Lobatto die von Herrn Lockhart ge- 
gebenen Formeln. 

Ist — 19.r — 30 = 0 die gegebene cubische Gleichung, so 
ist p = 19, q = — 30, also 

p*=6859, %V’ = 6075, r= 1/784 = 28; 

folglich 

97H-2r = — 214, 9{r — 2r = — 326. 

Also ist in diesem Falle 

107U-+-361 I63u-h361 

57« -f- 163’ “» — Ö7«-j-107' 

Den übrigen bemerkenswerthen Inhalt der Abhandlung , des 
Herrn Lobatto, welcher vorzüglich die Entwickelung der Wur- 
zeln in Kettenbrüche betrifft, für den Elemeutaranterricht aber von 
geringerem Interesse ist, muss man in ihr selbst nachseben. 



Nachachrift. 



Das Vorhergebende ruft mir eine schon vor längerer Zeit voa 
mir gefundene goniometrische Transformation einer jeden cubiscben 
Gleichung in’s Gedäcbtniss zurück, die zwar, wenigstens in der 
Form, in welcher ich sie jetzt zu geben im Stande bin, für die 
Auflösung der cubiscben Gleichungen selbst nicht von besonderer 
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Bedeutung, dessenungeachtet aber in mehrfaeber Beziehung interes- 
sant zu sein selieint. Diese Transformation werde ich im Folgen- 
den vorzüglich deshalb inittheilen , weil dadurch vielleicht der eine 
oder der andere Leser zu weiteren Untersuchungen über diesen 
tiegenstand, zu denen mir selbst jetzt Zeit und Müsse fehlen, ver- 
anlasst werden dürfte. 

Die gegebene cubische Gleichung sei yberhaupt 

1 ) ar* — 1 W.Z?* + na: — ^ = 0 . 

Sind nun 

tapg 0, tang 0,, lang 0„ 

wo die Bogen 0, 0,^ 0, auch imaginär sein können, ihre drei 
>Vurseln, so hat man bekanntlich die drei folgenden Gleichungen: 



2) tang 0 + tang 0, H- tang 0, = m, 
tang 0 tang 0, i 
tang 0 tang 0, [ = s», 

-+- tang 0, tang 0, ' 
tang 0 tang 0, tang 0, =^. 

Weil nun nach einer bekannten goniometriscben Formel 
tong (0-1-0, -+-0,) 

tanp Q-{-rsnfr 8, -f- t ang df — tang O tang Q, tang B, 

l~iuiig W tang et, — taug ö taug ö, — tang t#, tang Ö* 



ist, so ist nach dem Vorhergehenden 

3) tang (0-1-0, -1-0,) = =5^, 



mittelst welcher Formel die reelle Summe 0 -t- 0, -1- 0, immer 
bestimmt werden kann. 

Ferner ist _ _ 

1 — * 

= 1 — tang 0 tang 0, — tang 0 tang 0, — tang 0, tong 0, 



cos ( 6 . 4 - 6 , ) 
cos 6 cos 6 , 



sin (t? -t- O,) 
cos W cos 6, 



tang 0, 



C08(B-f-f),) cos 6 , — sin (8-1-0,) sin O, 
cos cos cos O, 

cos Q, -f. O,) 

cos 6 cos 6, cos 9,’ 



und folglich nach 2) und 3): 
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4) 



« „ ^ cos(e_f.», -f-e,) siii(0-|-e, + 9,) 

cos 0 cus 0, cos 0, = j = m— ~ k ’ 

sm © siD 0, Bin 0, = ~ 5 



so dass man also jetzt zur Bestimmung der Grössen 0, 0,, 8, 
überhaupt die drei folgenden Gleichungen hat: 

tang(0+0, +0J = p~, 

^ ^ ^ cos(e-|- S, - 4 - «,) sin(»-|- ®, +e,) 

5) {COS0CO8 0, COS0, = -= m~k ’ 

I • ^ . y-\ • Xrros (R + Ö| 0 j) ^sin(R-4-Ö| -f-Rj) 

sin 0 sin 0, sin 0, = — r— — = ;;; — z 

■ ' * 1 — >• fn — tc 



Ans den beiden letzten Gleichungen folgt anch 



cos 0, cos 0, 
sin 0, sin 0, 



cos (R-4- R , -4- R,) 
(1 — n) cos R 
k cos (R -4- R, -4- Rj) 
(1 — fij sin R 



sin (R-4" R| -f- Rj) 
(»I — k) cos R ’ 
k sin (R+ R , -4- R,) 
(m — k) sin R ' 



also durch Suhtractlon uud Addition: 

tr\ I ^ y sin R=F^ cns 0 

6) cos (0, ± 0,) = 7; \ ^ — 7, ^ 

' ' ' (1 — n\ Sill Ö cos R 



sin (t^k cos R 
(«j — k) sin R cos R 



ros (0 + 0, -t- ©,) 

I 

sin(0-t-0, -H0,), 



mittelst welcher Formeln, da man die Summe 0 + 0 , +@i «ach 
dem Vorhergelirnden iiU bekannt vorauszuseizen berechtigt ist, 
©,+0, und 0, — 0,, also auch 



0, = i(0, + 0,) + 4(0. — 0,), 

0» = i(0. +®.) —i(©i — ©.) 

gefunden werden können, wenn man 0 kennt, so dass also auch 
auf diese Weise ans jeder Wurzel einer cubiscllen Gleichung die 
beiden anderen gefunden werden können. 

Aus dem Obigen ergiebt sich auch leicht, dass, wenn der ab- 
solute Werth einer der beiden Grössen 



cos (R+ R, + R») sin (R-t- R, -t-R,) 

1 — n m — k ’ 

k cos (R -4- R, -4- R,) k sin (R-4- R, -4- R,) 

1 — » m — k ■ . 

grösser als die Einheit ist, immer sicher geschlossen werden kann, 
dass die Gleichung 1) nicht drei reelle Wurzeln haben kann, und 
also eine reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben muss. 

Die Gleichungen 2) können auch auf folgende Form gebracht 
werden: 
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ÜD & COS COS 0, -4- cos 0 sin cos 0, + cos 0 cos 0, sin 0, 
= m cos 0 cos 0, cos 0,, 

sin 0 sin 0, cos 0, sin 0 cos 0, sin 0, + cos 0 sin 0, sin 0, 
= n cos 0 cos 0, cos 0,, 
sin 0 sin 0, sin 0,=^ cos 0 cos 0, cos 0,. 

Durch leichte goniometrische Rechnung findet man aber iiberhoupt: 
4sin a sin ß sin y 

= — 8in(«+jS-+-y) + sin(— «Hh/S+y) + sin(«— ^+y)-4- sin(o-|-/S— y), 
4cos a cos ß cos y 

= cos (a+jS-+-y)- 4 - cos (— a+/S+y) -I- cos(a— /S+y) + cds(<H-/*— y), 
4sin a cos ß cos y 

= sin (<H-/*-+r) — sin (— a-h/M-y) + sin (o— /?-+-y) + sin (o-f-/*— y), 
4sin a sin ß cos y > 

= — cos(a-(-/S-|-y)+cos( — a+/S+y)4-cos(o— j9+y)— cos(o-|-|9— y). 

Wenden wir diese Relationen auf die drei obigen Gleichungen an, 
so erhalten wir: 

sin( — 0-1-0, -4-0,)-i-sin(© — 0, -f-0,) -f- sin(0-f-0, — ©,) 
= 4«» cos 0 cos 0, cos 0, — 3sin (0-t- 0, 0,) 

= [m-i-3A) cos 0 cos 0, cos 0,, 

co‘s( — 0-f- 0, -+- 0,) -f- cos(0 — 0, -|-0,) -f- cos (0-1-0, — 0,) 
= 4» cos 0 cos 0, cos 0, -|-3cos (0-1-0, -4-0,) 

= (»-!- 3) cos 0 cos 0, cos 0,, 

sin(— 0-4-0, -4- 0») -4- sin (0 — 0, -4-0,)-4-sin(0-|-0, — 0,) 
— ^jcos(— 0-4-0, -4-0a)-4-cos(0—0,-4-0,)-4-cos(0-4-0,—0,)| 
= sin(0-4-0, -4-0j)-4-^ cos(0-4-0, -4-0») 

= (m — A;u) cos 0 cos 0, cos 0, ; 

wobei sogleich in die Augen fällt, dass die dritte Gleichung eine 
UDiuitielbure Folge aus den beiden ersten ist. 

Selzen wir nun der Kürze wegen 

0-4-0, -4-0, = ff, 

-0-4-0, -4-0, =5P, 

0 — 0, -4-0, =?P,, 

0 -4- 0, — 0, = 9P„ 

(«» -4- 34r) cos 0 cos 0, cos 0, == ft, 

(*-4-3) cos 0 cos 0, cos 0, =v; 
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wo nach dem Voriiergeheoden bekannte tiriisHcn sind; «t iat 

9> + SPi = ® 



und nach dem Obigen bat man also zur Beztimmung von 
die drei folgenden Gleicliungeu: 

I yH-iPi = 

^in 5 p-|-sin y>, + sin ip^=ft, 
cos 5 P -t- cos 5 p, -f- cos 9 P, = r. 

Aus 9 >, 9 >,, gp, ergeben sich aber leicht 0, 0,, 0,, weil nach dem 
Obigen 

9) 0 = i(5p, -Hy,), 0, =i(y, -Hy), 0, = i(9-Hy,) 



ist. 

Aus den Gleichungen 



sin y-Hsin y, -Hsin y, =/», 
cos y -H cos y , -H cos y, zs e 



folgt nach bekannten goniometriscben Sätzen 

sin y-H 2sin ^(y, +y.) cos ^(y, — y,) = ^, 
cos y-H 2cos ^(y, -Hy,) cos 4(yi — 9a) 

oder 



2sin 4(y,-Hy,) cos j(y, — y,) = /w — sin y, 
2cos 4(y . -H 9,) cos |(y , — y,) z= v — cos y ; 

folglich 



f»og i(9i 4-9.) = 



/i — sin y 
y — cos 9 > ’ 



also wegen der ersten der Gleichungen 8): 



10 ) 



lang 4(0 — y)== 



ft — sin y 
y — cos y’ 



mittelst welcher Gleichnng y bestimmt werden muss. Bat man aber 
y, so hat man auch 4(9i4-y.) und 4(9i — 9.) durch die Glei- 
chungen 



11 ) 



^(9i •4-9.) = 4(ff — 9). 

,/ ^ u — sinor' v — co« o» 

CO. ^(y.-y.) = 2,^-.(„“y - ) = 2 coi 4 (<r-y) l 



woraus sich dann auch y, und yj mittelst der Formeln 
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ergebeo. 

Weil 



und 



9>i =i(9>i -l-SP.)-hT(9i —9».). 
= 4(SPi -I- 9>i) — 4(Vi — S>.) 



lang i(ff— })) = 



tang 4<r — lang jy 
1 + taug 4<r tang j 9 > 



sin 9 P = 



2tang jy 
1 + tang i«/>” 



cos 99 = 



1 — tang 
1 -H taug jy* 



ist, so wird die Gleichung 10): 



tang jff — tang j(/> /< — 2tang tang 

' 1 tang tang y — 1 _j_ (v + 1) tang ’ 

worans man nach einigen leichten Redactionen die Gleichung 
• 13) 0= (f* tnng g-H 1) tang -Jy* 

+ Im— ( v+3) Ung ^ffj tang iy» 

■+-(/» tang 40 + V — 3) tang 
+ M — (»'— I) tang |o 

oder 

14) 0= j/* sin 4ff+(v + l) cos ^ff| tang ^ 9 * 

-1- Im cos j ff — (r-f-S) sin ^ffj tang 4 - 9 * 

-I- Im sin 4ff+(v — 3) cos ^ffj tang 59 
■4- Im cos 4ff — (r — 1) sin -{tf} 

erhält, welche wegen ihrer Symmetrie wohl einige Aufmerksamkeit 
zu verdienen scheint. 



\ 
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XXXIV. 

Etwas ttber das Viereck im Kreise. 



Von 

dem Herausgeber. 



la Taf. V* Fig. 1. sei ABCD ein Viereck im Kreise, deaseo 
gegeDÜbersleheode Seiten bis zu ihren Durcbsciinittspunkten E und 
F verlängert wurden sind. Zieht man hierauf die Diagonalen AB 
und CD, so wie die Linie EF. und bezeichnet die Winkel BCD, 
ACD, CEF, CFE, AEC, BFC respective durch a, /?, y, 
fp,, BO hat man, weil A+'B=lH0'‘ ist, die Proportionen: 

CE: AC= sin A:sin q>,, 

CF: BC = sin ^:sin tf),; 

also 

CB _ ^ sin y, . ^ sin (yt-j-a-j- ß) 

CF ' UC ' sin t)/, ‘ sin — a — /S)’ 

Nun ist aber, wie leicht erhellet: 

CE: CF ^ sin ^:sin jp, 

AC: BC=sin(_^B — ß) :sin{A — a) = sin{A-hß):sia{^ — a); j 
also nach dem Vorhergehenden I 



sin V» _ sin (A + ß) ^ _ sin -j-a-p-ß) 

sin f ' sin (Jl — a) ' sin (>d — a — ß}’ 



und folglich 










sin 


sin {/4 — a) 


sin (y/-f-n-i-ß) 




aiii i/f 


sin (// ■+■ ß) 


sin — o — ß) 


oder 










sin fp 


cos (2« -+- ß) 


— cos -+- ß) 


' 


sin V' 


cos {2ß ■+■ a) 


— cos (2id — a)' 



woraus sich leicht 
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gin y-f-«in y» 
gin !f — gin ^ 

eog (2a -t- -t- CQg { Z ß -t- g) — cos (2A — a) — cog (2^ ■+■ fl) 

cog (2« -i-fi) — C 08 (2/J -I- a) -f. cos (2^ — o) — cos {2/i -f- ß) 

oder 



tnng -t-» cot i{<p — f) 

cos 4(g-4-/8) cos i{a — ß) — cos [2^ — cos j(g -f- ß) 
sin i(« + ^) sin i(a — ß) — sin |2J — j(a — ß)\ sin 



ergiebt. . 

Es ist aber i(g) + ^)=90“ — ^(a + /S), also taag g(9> + V') 
= cot und folglich nach dem Vorbergehendea 

cot -{(j) — 1/>) 

cos j(g4- /9)cosj(g— — cns|2/t— j(«— ^)[ cns^(<t+ j») 

sinj(a-|-j3)sin4(a— /3) — sin)2^ — sin i(o-|-/}) ■ P/5 



also, sreil 



2 cos ^(a-|-/f) sin ^(a + /?) = sin 2{« + /J) — 8in(a + /?)i 
2 sin {(a + fi) cos ^(a + jS) = sin 2(u + /$) + sin (a + /?) 



nnd 



ist: 



sin 2(«-|-jS) = 2sin (o-t-/?) cos(a + /^)) 
sin (a -I- /S) = 2sin i(« + /S) cos 

cot — 

|2cos(a -I-/J) — 1| cos i(« — ß) — cns)2/f — 
|2cos(a-(-/J)-|- J| sin iia — ß) — sin |2i;< — i(o — 



oder, weil , 

cos 4 (« — /?) + cos |2u4 — ^(« — /?)) = 2cos ui cos|^ — 

sin 4(« — ß) — sin|2^ — 4(« — ß)] — — 2cos ui sinj^ — ^(a — ß)\ 



ist: 

cot 4(y — tp) 



cos{a-i-ß) cos Ha — ß) — cos ^ cos|i< — t(« — /> )! 
cos (o + ß) sin 4(o — ß) — cos ui sin — — jj)l‘ 



Leicht bringt man diese Gleichung auch auf die folgende Form: 

cos(a-f-/J) sin4|(tt— /Jl-Hy— ^Jl=cos^ sin|^— 4[(a— /*)— (y— V»)]! 
oder 

gin j|(« — ß) + (f — __ cos ul 

sin]i< — 4[(a — /J) — (» — V-))! cos(o^/J)’ 

worana sich 
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>in — ;») + (» — V>)|-»-»uiM — j[(g — /»)-*- (y — 0)11 
»in 4|(« — — \fr)! — »inlJ — i({« — ^)— (<f — 

cos A -I- cos (rt -f. f) 
cos A — cos 

also 



toiig + — V<)t cot i|.4 — (a — |J)| 

= — cot 4|y4-t^(a-f-/?)| cot 41^ — (a-f-/»)(, ' 

und folglich 

tang 51-/ + (?P — V»)| 

= — cot 4M + («4-/*)t cot 4|./— (a-|-/J)| tang 4M — (o — /J)| 

^ ♦ 

ergiebt. 

Wenn ^ = 90°, und folglich A = 90°, d. b. wenn die Dia- 
gonale CD des Vierecks AB CD ein Dnrcbmesser des um dasselbe 
beschriebenen Kreises ist, so ist cos^ = 0, unil folglich nach des 
Obigen cot 4 ( 9 ) — «/<) = — cot 4(« — |?) = cot 4(/J — «), also 5 p— f 
= ß-~a. Weil nun 9 > + Tp=180® — (a-\-ß) ist, so ist 9 > = 90* 
— «, ip = 9ü® — ß, und die IJnie iE/’ steht also auf der gebörift 
verlängerten Diagonale CD senkrecht, woraus sich der folgeode 
Satz ergiebt: 

Die gerade Linie, welche die Durschnittspnnk te der 
gegenü he r st e li e D d p n Seiten eines in einen Kreis be- 
schriebenen Vierecks, dessen eine Diagonale ein Durch- 
messer des Kreises ist, mit einander verbindet, steht 
immer auf dieser gehörig verlängerten Diagonale seak- 
recht. 

Bine zweckmässige Uehung für SchBIer wird es sein, einet 
rein - geometrischen Beweis dieses Satzes zu suchen. 
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XXXV. 



Eine geometrische Aufgabe. 

Aus J. F. PfatTs nachgelassenen Papieren mitgetheilt 

von 



dem Heraasgeber. 



Weil es in vielfacher Beziehung interessant ist, die Arbeiten 
grosser Männer in ihrer ursprünglichen Gestalt kennen zu leruen, 
so werde ich, wo es mir thuulich zu sein scheint,, hin und wieder 
einige Aufsätze J. F. l'fafT’s in unveränderter Form in dem Archive 
mitthrilen, wobei ich bemerke, dass in den von diesem grossen Ma- 
thematiker niichgelassenen Heften, in welchen er seine Ideen nie- 
derzulegen pflegte, fortwährend deutsche, lateinische und französi- 
sche Aufsätze mit einander uhwecliseln. Ich wähle diesmal absicht- 
lich einen franziisisrh geschriebenen Aufsatz über eine ganz ele- 
mentare geoinetrisrhe Aiifguhe, und ersuche die Leser nur, nicht 
unbeachtet zu lassen, dass alle diese Aufsätze ursprünglich keines- 
wegs für den Druck bestimmt waren, da l’falf wohl niemals an de- 
ren Verön'entlii'hung dachte, itidem es ganz in seinem trefflichen, 
büchst anspruclislosen Charakter begründet war, den Genuss ledig- 
lich in der Arbeit selbst zu linden, und nach Beendigung einer 
Arbeit gleich wieder zu einer neuen iibcrzugelien , oline sich um 
eine besondere Ausfeilung der beendigten Arbeiten weiter zu be- 
kümmern. Hin Fascimile seiner Handschrift soll vielleicht später 
einmal gegeben werden. 



Probleme. 

Soient donndes deux chordes AB, DE (Tab. V. Fig. 2.); 
I*angle qu’elles font eiitre eux (dtant prolongdes) en 
F\ et la distance de' leurs milieux ab. II faut trouver 
le cercle des deux chordes. 

I. Premiere snlutiou georodtrique. 

Analyse gdomdtrique. 

Soit C le centre du cercle en questititi: les droitea Ca, Cb 
seront perpendiculuires aux chordes AB, DE. Dooc duns le qua- 
drilalere aChF, lu snmme des \ angics dtiint = 4 droits, les an- 
gles C ct F eusetnble feront deux droits. Donc l’angle C est 
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doDD^. D’oii il mit, que le liea gdomdtrique da point C ett U cir- 
coofdrence d’ua segment donnd, parce que la baae ab et l’aagle C 
de ce Segment sont dono^s. 

Qu’on mene Ce perpendiculaire a ab, on anra 



mais 



donc 

donc 



ae* — be"‘ = Ca* — Cb* ; 



Aa* + Ca* =AC*= CD* = Db* + Cb* ; 



Ca* — Cb* = Db* - Aa* ; 



ae* — be* = Db* — Aa*. 



Que la droite ab soit coupde en deux segmens dgaux en f, on a 

ae* ' — be* = (ae — be) (ae + be) = 2ab .fe = Db* — Aa*. 

Donc la drnite fe et le point e sont donnds. En tirant donc par e 
la perpendiculaire eC, le centre C sera dans pette perpendiculaire, 
et couinie il est silud aussi dans un segment dnnnd, ce cenire lui 
mdme sera donnd. 



, ConstructioD. 

Ddcrivez sur la droite donnce ab un segment, dont l’angle C 
soit 180° — F (d’aprbs la solution connue d’Euclide. Livr. 111. 
Prop. 33.). Cbercbez ä ' 

2arÄ ; Db Aa = Db — Aa(: a:) 

la qnatridme proportionelle, et faites la = fe, y itant le milien de 
ab. Par e dievez eC perpendiculaire a ab, le point oii celle-ci 
coupera le segment construit sera le ccntre du cercle en question. 
Ce centre dtant trouvd. tout le reste s’en suit immddiatement. Car 
menant Aa = \A B, Db = ^DE perpendiculaires k Ca tt Cb, on 
a les poiuts A, D, etc. etc. 



11. Seconde solution gdomdtrique. 

L’angle F et la droite ab dtant donndes, le lieu gdomdtriqn« 
du point F est un segment donnd. Or on a 

FA. FB — FD. FE, 

donc 



(Fa — Aa)(Fa + Aa) = (Fb — Db) (Fb -4- Db), 
, c’est’ii-dire 

Fa* — Aa* = Fb* — Db*, 
Fb*—F<i* = Db*—Aa*. 



k 
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Qu’od sbaigge de F sor ab Is perpendicnlairft Fg, on anra 
Fb* — Fa* z= bg* — ag* = (bg-i-ag)(bg — ag) = 2ab .fg. 
OoDc on a 



Db* —Aa* = (Db — Aa){Db-^Aa)=.%ab.fg,' 

d’oii on parvient ä une conatniction tont k iait aemblable k la prd- 
eddente, en ddcrivant le gegment de l’autre cotd de ab, qui appar> 
tient poortant an mdoie cercle. 



111. Troiaikme solutioo algdbriqne trigonomdtriqne. 

Soit AB = 2a, BE = 2b\ le rayon du cercle cherchd AC 
= la dUtance abz=zd. Dang le triangle aCb on a 

ab* = Ca* -+- Cb* — 2C«r , Cb . cos C. f 



Mais C= 180® — F, donc cos C = — cos Ca* = AC*—Aa* 
= jc * — «*; de mdme Cb* = ^c* — b*. Donc on aura 

d* s^a:* — a* of* — b* 2\/\a;* — a*) (af* — b*) . cos F. 



Qa’on nette Zx* — d* — b*=p, on aura 



X' = 

donc 



!f-t-a* + b* 



y+A*-a* 

2 , gjr o — , 



d* — y = co» F . W^(y + «* — b*) (y-\-b* — «*) 



et 

d* — Zd*y-\-y* = \y* — («* — ä*)*| cos F* 
ou 

y* sin F* —Zd*yzzz — d* — («* — b*)* cos F*, 

une dquation qnadratique pour y. On aurait pu tronver une teile 
immddiotement pour x*. 



^IV. Quatrieme solation trigonomdtrique. 

En ddsignant les angles Cab, Cba par E, E’, et en censer* 
rnnt lea ddnominations ci dessus nentionndes, on a 
Th*n V. 28 



\ 
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Ca: a6:= Ca:ä=M E' t ün F, 
Cb-.ab— Cb : tl—»\a iP : sin F-, 



„ d sin E ,,, d sin B 
Ca = — — s-, Cb = 



siii F ’ sin F 

Or on a (Sul. I.) 

Ca' — Cb' = Db' - Ja' =b' — 

d»nc 



jjjj"jf^(sin ß” — sin E') = b' —a'. 



Mais 



sin E' — sin E' 



1 — cos iE I — cos 2Ä 



«OS ZE — cos 2E 



= sin + E) sin \(E — B!) 



= c*s \C sin \{E — i?)=^ sin |/'sin — E). 



Ooac on a 



sin {{E — E)z=z^* 

' d* sin iF ’ 



Ayant troüvd la difference des angles E — E, comme on conaoii 
leur aomme =/', on trouve ces angles eux mdmes; d’oä suifcat 

_ rf sin ß" d sin E — — 

— sin F ’ ~ V Ja -\-Ca . 



sm F 



*) «in4(ß’-Ä) = 



2(A ~a)(b-t- a) . 



d' 



sin F cos 






!• •• • *1 . r 1 



/ ..'.V I 



d »I V * 4 ' ’ ’ • 
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XXXVI. 

Beveeis des umgekehrteii ptolemäischen 
Satzes. 



Aus J. F. PfaCTs Papieren .raitgetheilt 

von 

dem Herausgeber. 



ln dem Vierecke ABCD (Taf. V. Fig. ä.) sei 

AB. CD-^AD.BC=nAC.BD. 

Man soll beweisen, dass sich am dieses Viereck eia 
Kreis beschreiben iksst. 

Liesse sieb um dos Viereck ABCD, dessen Winkel wir der 
Kürze wegen bloss durch A, B, C, D bezeichnen wollen, kein 
Kreis beschreiben, so würde, da die Summe «Iler vier Winkel A, 
B, C, D vier rechte Winkel beträgt, entweder C-< 2/1 oder 
B D 2/2 'sein. Sei nun einmul A + C 2/2. Bescbrribl 
man dann, was immer miiglich ist, um das Dreieck ABD einen 
Kreis, so wird dieser Kreis jederzeit die Diagonale selbst, 
nicht deren Verlängerung über den Punkt C hinaus, in eineni ge- 
wissen Punkte E schneiden. Es ist nämlich, wenn man den Win- 
kel BED der Kürze wegen durch E bezeichnet, ^-f-i^=2/2, ' 
und folglich , weil tia«h der Voranssetzong A C 2/2 ist, 
E'^ C, was^nack eiUem bekntmten geometrischen Sntza nUr dank 
möglich ist, wenn dmr Punkt E in der Diagonale AC selbst, nickt 
in deren Verlängerung über den Punkt C hinaus liegt. Ziebt man 
nun die Linien jEE, EO, EG, so ist nach einem brannten Satan 
aus der Lehre vom Kreise: i '• 

AC-.BC—CE :CE, 

AC:CB=CG-.CE. 

BC:CD=CG.CE-, 

and weil ausserdem die Dreiecke ABC und CEE, ACD und CEG, 
BCD und CEG, die Winkel bei C mit einander gemein haben, 
so ist 

il^ABCr^il^CEE, 

^ ACD ^ CEG, 

^BCDr>jf^CEG. 

28* 
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Also iit , 

CF .EF=iAC lAÜ, 

FO.CF^ BDt CD, 

«orsUB 

. : 1). FOiEF^AC,BD'.AB .CD,. 

ferocr 

COxEG — AC.AD, 
FO'.CO^BD-.BC, '■ 

«oraai 

2) FOiEO = AC.BDiAD .BC. 

A«i 1) folgt 

FG .FO— EF=AC. BD ; AC. BD — Aß. CD, 

alio, weil nach der Vorauaaetzuog _ . 

AB.CD-^AD.BC—AC.BD 

iat: 

3) FG.FG—EF=AC.BD.AD.BC. 

Daher iit oacb 2) und 3) 

FG:EG = FG.FG—EF, 

also . ' • 

EG = FG— EF, 

und folglich 

■! EF~i- EG = FG, 

welche! unmöglich iit, da zwei Seiten eines Dreiecks nicht dessen 
dritter Seite gleich sein köiiiien. Also 'ist die Annahme, dass ua 
das Viereck ABCD kein Kreis beschrieben werden könne, falsch, 
und es lasst sich daher um dieses Viereck unter der Vorausaetsung 
des Satses immer ein Kreis beschreiben, wie bewiesen werden 
sollte. 
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xxxvu. 

üeber den zweiten Aufsatz des Herrn Doctor 
Barfuss. Theil Y. Heft 2. S. 155. 

' Von 

t 

Herrn .Doctor O, Schlömilch, 

Privatilocenten an der Universität zu Jena. 



Während Herr Dr. Barfuss in seinem ersten Aufsatze eine Kri> 
:ik der neueren Ansichten versucht, gieht er uns in seiner zweiten 
Abhandlung eine Probe seiner Darstellung der Analysis, gegen 
irelche eine nur einigermaussen scharf sehende Kritik sehr Vieles 
iiaznwenden haben wird. So viel sich in der Kürze tbun lässt, 
ivill ich hier erwähnen. 

Den Anfang machA der Machtsprach: ,,es ist wohl zu un- 
:erachei(ien, ob eine Reibe bloss eine Summe unendlich 
vieler Glieder, oder ob sie die Kntwickelung einer 
Punction sei”, d. h, mit anderen Worten, wenn da steht 

f{a:')'= A-\- Bx Cx"* -\r . .. . (1) 

:o können hier zwei Bedeutungen dieser Zeile statt finden. Wirk- 
ieb! ein Anfang, wie man ihn nicht von einem Mathematiker er- 
varten sollte. Gleich die ersten Worte belehren uns, dass eine 
jleichung wie (1) doppelsinnig ist; zwar wird hinzugesetzt, dass 
lie Convergenz o.lcr Divergenz beide Bedeutungen trenne, aber 
las hilft uns nichts, wo wir die Form der Reihe noch nicht ken- 
len, wie bei allen Anfängen mittelst der Methode der unbestimmten 
'oefficienten. Rechnet mau aber mit so einer hypothetischen Glei- 
:bnng weiter, so weiss man keinen Augenblick, ob man es mit einer 
dentität, oder mit einer syntaktischen Aebniiebkeit zu thun hat, 
ib also die Reclinungsoperutionen, welche die Arithmetik für Iden- 
itäten gelehrt hat, hier noch richtig bleiben. Ich werde übrigens 
lacblier auf diesen Punkt zurUckkommen. Darauf kommt etwas zur 
^ertbeidigung des Resultates 

— i = cos X + cos ^x -f- cos 3x -1- . . . . 

ind diese Vertbeidigung stützt sich auf die Behauptung, die frag- 
icbe Reihe gebe nicht aus der Reihe 

cos X cos -F- . + cos nx 
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hervor, weon man die Zahl « (die Gliederaozahl !) ina 0a> 
endliche wachsen lasse, anders wenigstens lassen sich die 
Worte des Herrn Verfassers nicht interpretireo. Das ist wieder ein 
durch nichts motivirter Machtspruch; wenn in einer Reihe die Glie- 
deranzahl ins Unendliche wächst, so wird sie eine unendliche, sollte 
man wenigstens denken; wenn mein Herr Gegner das nicht zngiebt, 
so lässt sich darauf so wenig autwortea, als wenn jemand behaup- 
tet, er könne sich eine uernde Linie denken, die länger sei, als 
^ia über ihr coa^lruirter Halbkreis. 

In §. &. linden wir etwas ganz Neues; ich kitte 4ie Herren 
Gauss, Canchy, Dirichlet u. A., die sich so onnUtz mit der 
Coovergenzlehre geplagt haben , hier wohl aufzumerken , denn sie 
erfahren: dass ^ede aus der Function entwickelte 

Reihe convergirt, wenn ihre Glieder bis zum Verschwin- 
den klein werden. Bs ist mir sehr lieb, dass ich das weiss; ri 
bandelte sich neulich um den Werth des Integrales 



y _fr__ ^ 

0 I — ’ \y t 






Ich glaubte erst, derselbe sei unendlich; da aber Herr Or. Bnrfsii 
sagt, die Reihe rechts convergire (denn sie ist eia« falleode nad 
auch die Entwickelung einer FiSBCtioa). so wird derselbe wohl ein 
bestimmter angebbarer sein. Ich batte nämlich so geseblossesi 

«a ist 



\yi ^ 1/2 



1 

iTS 



d. i. 



t 



I 

1 

I/W 



1 

\/fi 

1 

■ V/» 



foIgKcb 



> 0^7^ Oller > [/n, 

Lim -f- ^ -t- . . . . + > Lim y*, 



•der 



X 

vy 



I 

i7? 



I 






•+■ in iuf. r=ae; 



aber ich sehe eben, dass ich mich hier geirrt habe; die Reihe 
I 1 






p7j -4- . . . , in inf. 



gebt wabrscbeinlicb nicht aus -f- 



V^2 



I 



V/r. fcerrsr,, 
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wenii man di« Gliederaiiiahl n in« Dneadliche wacbsen läsat — 
Aber Herr Dr. Barfuss beweist dneb seinen Satz, wie geht es 
denn zu, dass wir uns widersprechen? Hierauf ist die Antwort 
folgende. ' 

Die Präge, ob eine Reihe convergire oder nicht, redueirt sieh 
im Grande auf eine andere, nämlich die, giebt es einen endlichen 
Ausdruck, welchem die Reihe identisch ist oder nicht. Findet 
das Erste statt, so muss die Reibe eine fallende und convergente 
sein ; denn wären alle Glieder grösser, als eine angebbare Grösse s, 
so wären alle Glieder zusammen ins Unendliche fortgesetzt 



>« + *-+-« + *-+•*+ 

d. i. 

> 1-i- 1 + 1 + , . . .), 

mithin wäre die Summe der Reihe unendlich und nicht einem end- 
lichen Ausdrucke identisch, wie vorausgesetzt wurde. Ist ferner 
«, + 1 «, + w, -f-. .. . in inf. so heisst diess nichts Anderes, 

als Lim («, -f-s«, »/») = !$. Hieraus folgt dann unter der 
Voraussetzung, dass JS eine enuliche (»rosse ist, sehr leicht, dass 
der Rest der Reibe sich der Null nähern, also die Reibe convergi- 
res müsse. Was thnt nun Herr Dr. Barfuss? er zeigt j dass wenn 



f{jx)= X(s) -I-.... 

ist, die Reihe cnnvergirt, oder weil convergiren einer endlichen 
Grösse gleich sein heisst und er unter /{a:) doch nichts Unendli- 
ches versteht, so zeigt er: wenn eine Reihe einer endlichen Grösse 
gleich gesetzt wird, so ist sie einer endlichen Grösse gleich. Ja 
daran zweifelt gewiss Niemand, aber Herr Dr. Barfuss hat seinen 
Satz doch im Gefühl des Richtigen aiifgestellt. Die .Sache ist so: 
das unschuldige Zeichen = ist hei Herrn Dr. Barfuss nicht das 
gemeine Identitäiszeichen , wie wir es nehmen; oh nein! das ist 
ein gar wunilerhares, proteusartiges Wesen; einmal lässt es sich 
wohl zu unseren hescliränkten Begriffen herab, das andere mal aber 
bezeichnet es einen höchst gelieimnissvolleii syntaktischen oder un- 
bestimmt allgemein oiiarytischen Zusainincnhang, so etwa, als wenn 
Schelling hiusetzt: Wärme = Expansion, was wir Anderen Unein- 
geweihten und weniger Erleuchteten nicht verstehen, auch' verste- 
nen zu wollen uns gar nicht anmaassen dürfen. Wenn daher Herr 
Dr. Barfuss in §. 5. den Beweis mit den Worten eröffnet: Es sei 

f(x) = X(l) -I- A(j) -f- . . . . -I- X(n) -I- /?(«), 



so weiss man nicht, welche Bedeutung gemeint ist; wahrscheinlich 
aber ist hier nur von der genannten Ubprschwenglicbeu, für uns 
nnbegreifticlien Symbolik Gebrauch gemacht. So gebt es nun fort 
und die Bedeutung von = schwankt immer zwischen beiden Ex- 
tremen und klappt zuletzt in die gewöhnliche Auffassung um. Das 
Alles lässt sich vermeiden, wenn man auf den im vorigen Aufsatze 
von mir gemaeliten Vorschlag eingeben will, diese verschiedenen 
Bedeutungen dnreh verschiedene Zeichen auseinander zn halten; 
ausserdem verwirren sich alle Begriffe und man kann gar nicht 
einmal mit Jemand sich ordentlich verständigen, weil er sich wech- 
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lelweis immer bioter der andereo Bedentung verkriecbea kano, 
weon man ibu aus der er«(en berausgetriebeo bat. 

leb will bloss uoeb Bioes berühren, um zu zeigen, dass der 
Herr Dr. Barfuss gar nicht einmal weiss, was die neuere Behänd* 
lungsweise der Analysis will. Es ist diess die Bemerkung über 
Caucliy’s Beweis für das Binumialtbeorem , der darin besteht, dass 
die Gleichungen 

/■(*») = 1 -f- -I- . 

• /(») = 1 + -i- + 

multiplicirt werden, wobei sich durch eine Eigenschaft der Bino* 
mialcoefficienten die Gleichung ergiebt: 

/(*»)/(») =/(»/ + ft), 

'BUB welcher = [/■(!)]"• = (1 -I- A')** folgt. Mein Herr Gegner 
meint, weil dieser Beweis sich auf eine Eigenschaft der Coefficien- 
ten gründe, so passe er ganz gleicbfürmig auch für den Kall der 
Divergenz und will so zeigen, dass der Beweis ebenfalls die allge- 
meine Gültigkeit der Binoinialreihe darlhue. Hier sieht man klar 
dos durchaus unkritische Verfahren meines Herrn Gegners. Ich 
muss, um diess deutlich zu machen, folgende Punkte hervorbeben. 

I. Die Arithmetik lehrt uns bloss mit geschlossenen Ausdrücken 
und Gleichutigeii i. e. absoluten Identitäten rechnen. Will man nun 
diese Rechnungsoperatinuen auf nicht geschlossene Ausdrücke (un- 
endliche Reihen) anwenden, so kann diess, wenn man nicht gera- 
dezu Hypothesen machen will, nur dadurch geschehen, dass man 
ein Priucip dieser Anwendbarkeit aufweist, d. h. dass man sich 
einen Rechtstitel verschafft, welcher die Erlnuhniss dazu enthält. 
Diess ist eine Korderung, welche jede gesunde Kritik machen muss, 
die sich in der .Matliemalik ebenso nothwendig herausstellt, wie die 
ganz verwandten Fragen, welche die Kritik der \ erniinft zu be- 
antworten hat. I.ässt man sie uuhcrUcksichtigt oder nimmt auf 
Treu und Glauben die allgemeine Gültigkeit aller aritbmetisclien 
Operationen über die Gränzen hinaus an, innerhalb deren sie be- 
weisbar sind, so verfällt man wie Herr Dr. Barfuss in den Fehler 
eines ünzcitigen Dogmatismus, ganz wie in der Metaphysik.'' 

II. Woher nehmen wir aber jenes Princip? Hierauf lässt sich 
antworten, wenn man sich an ein ganz allgemeines Gesetz erin- 
nert, welches sowohl in der Philosupliie wie in der Mathematik gilt, 
und welches dahin lautet, dass w jr überhaupt nur von sulchen Dingen 
wissenschaftlich etwas ausmochen können, die uns rein anschau- 
lich gegeben werden können. Dazu gehört aber, dass wir sie als 
Ganzes zu fassen vermöuen. Diess lehrt uns auf der metaphysischen 
Seite die Nichtigkeit aller sogenannten speculativen Theologie, 
Kosmologie etc., weil wir weder Gott, noch die Welt etc. uns in 
Zeit und Raum als Ganzes denken können, und auf der matbenia- 
tischen Seite bekommen wir dadurch eben jenes Princip, welches 
so heisst: ,, einer wissenschaftlichen Behandlung unterliegen 
ins Unendliche fortlaufende Ausdrücke nur in so fern, als sie sich 
als geschlossenes Ganzes anseben lassen”. Drücken wir diess in 
matbematiseber Sprache aus, so haben wir den Satz: Alle mögli- 
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eben Reebnong^operationen aind nar dann anf eine unendliche Reibe 
anwendbar, wenn dieselbe einer endlichen begräaztea Grösse iden* 
tisch ist, und. zwar ist gerade Identität nötbig, weil keine andere 
Beziehung uns erkennen lasst, ob die fragliche Reibe als endliche 
Grösse betrachtet werden könne. Soll aber eine unendliche Reibe 
einer endlichen bestimmten Grösse gleich sein, so muss sie erstlich 
fallen, wie oben gezeigt wurde, und ausserdem muss sie dann noch 
die Eigenschaft hoben, dass ihre Summe sich jener endlichen Grösse 
mehr und mehr nähert, je mehr Glieder der Reihe vereinigt wer- 
den ; Reihen der Art aber nennt man knrz convergirende. 

III. Da also die Convergenz der Reiben das Princip der An- 
wendbarkeit arithmetischer Operationen auf Reihen enthält, so tnuss 
die Lehre von der Convergenz der Reihen jeder anderen Betrach- 
tung derselben Torbergehen. 

Hieraus sieht man, dass die Hypothese 

I Ä. -f- ßäc • • • . ' 

welche den Anfang der Methode der unbestimmten Coefficientea 
macht, viel grösser ist, als jnan gewöhnlich glaubt, weil mit dem 
Gleichheitszeichen schon die Hypothese der- Convergenz und der 
Anwendbarkeit aller Operationen gemacht ist, während man noch 
gar nicht weiss, ob man hierzu berechtigt ist. Vor Hypothesen 
aber hat sich die Mathematik am meisten zu hüten, wenn sie nicht 
ihren bisherigen Ruhm einbüssen will. Daher ist die umgekehrte 
Methode vorzuziehen, bei welcher die Form der Reihe 
bekannt' ist und folglich auch durch die Convergenz die Anwend- 
barkeit der zur Suminirung nöthigen Operatiouen gesichert ist. 
Ebenso einfach siebt man jetzt den Irribum des Herrn Dr.. Barfuss 
ein; er will für jedes x die beiden Reihen 

* f{m)=\-\-m,x-\-m^x' , , 

/■(u) = 1 -|- -|- . . . • ' 

mit einander multipliciren. Das ist ein Herumtappen im Finstern, 
so lange er nicht weiss, ob er endliche Dinge vor sich bat oder 
uicht; mit unendlichen Factoren aber multipliciren lehrt keine Arith- 
metik, sie lehrt überhaupt nicht mit Grössen rechnen, die sieh dem 
Rechner unter der Hand verändern. Ja schon dadurch, dass er nur 
nagt, ich will 1 -H *»,«■-1- -f- .'. . . mit f(m) bezeichnen, ist 
sclion stillschweigend angenommen, dass eine endliche 

Grösse, folglich die Reihe convergeot sei, denn diese Bezeichnung 
hat’ keinen Sinn, wenn sie nicht eine Identität sein soll. (Hier 
bleibt freilich dem Herrn Dr. Barfuss immer wieder die Hintertliür 
«ler - syntaktischen Entwickelung oHen.) Gerade die Multiplication 
zweier Reihen ist eine Klippe, die man nur durch Handhabung 
scharfer Kritik vermeiden kann. Es kommt nämlich der Fall vor, 
dztss das Product zweier couvergepten Reihen, so wie man 'es 
pee wohnlich schreibt, eine divergente Reihe wird, wie man bei 
Cauchy psge 149. sehen kann. Cuuchy giebt keine weitere Erklä- 
rung; dieselbe liegt sehr einfach darin, dass man das Product. will- 
kübriieb nach einer Regel anordnet, die bei endlichen Reihen rich- 
tige ist, bei unendlichen falsch werden kann. Für Herrn i)r. Bar- 
fusa will ich noch bemerken, dass er bei seinem Tadel des Cau- 

t ' ' 



y 
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eky’MbeD Binomialbeweise« nberMbeo bat, «iass 4i« Glekboag 

*w«i AuBösang'eo bat, nämlich 

ub4 4m» Dnendlicfae, von denen die erate den Falte der Convergens, 
die cweite dem der Divergens entaprecben würde, wenn man aich 
überhaupt auf deo letzteren einlasaen dürfte. Was ieb hier mit* 
tbeile, sind nur die Gruadgedanken einer kritiacbea Pkilosopbie der 
Hatliematik , die ich später im Znsammenbonge ausarbeiteo werde. 
Dieselbe Frage nach der Anwendbarkeit der arithmetischen Opera« 
tionen wiederholt sich auch bei den imaginären Grossen, den un- 
endlichen Frodttcten und Kettenbrücken und lässt sieb auf ähnliche 
Weise auch dort lösen. Einiges davon enthält mein zu Ostern er- 
scheineMdes ,, Handbuch der aiathematischen Analvsis”, bis zu des- 
sen Vorhandensein ich weitere Discussionen über diesen Gegenstand 
zu verschieben kitte, weil ein Streit nur dann zu etwas führen 
kann, 'Wenn die Principien der Sache klar und bestimmt ausgespro- 
chen vorliegen. 

Noch eine Bemerkung in Bezug auf Priese In seiner Natur- 
philosophie sagt Fries einmal ganz richtig, man könne eigentlich * 
nur mit convergenten Reiben sicher rechnen , hinterher aber macht 
ihn' Eulers, sorglose Weise stutzig, und er meint nun, da man doch 
mit divergenteo Reihen auch operirt und nichts wesentlich Falsches 
herausgebracht habe, so müsse es doch ein Princip geben, nach 
welchem Recbonngen mit diesen Reihen erlaubt seien. Darauf sagt 
er; mir scheint die Sache in dem Unterschiede der syntaktischen 
und arithmetischen Bedeutung der Reihen zu liegen. Hier ist die 
Sache ganz klar; Fries hat den richtigen Grundgedanken, macht 
ober Eulers Autorität zu Gefallen eine Hypothese, für die er auch 
nirgend einen Beweis bringt. Das ganze Argument aber fallt weg, 
wenn man zeigt, dass wirklich allerhand Verkehrtes durch jenes 
Rechnen in den Tag hinein herauskommt, wie ich diess in dem 
vorigen Aufsätze geihan habe, und wenn man kritisch untersucht, 
auf welchem Grunde jene Rechnungen ruben. Herr Ür. Barfuss, der . 
wie ich glaube auch Friesianer sein will, hat demnach Fries sehr 
schlecht verstanden. Das Vermächtuiss, welches unser, zwar im 
Greisenaller, für uns aber doch noch zu früh verstorbene Lehrer 
nos hinterlassen hat, besteht in der Anforderung, die Wissenschaft, 
der sich jeder einzelne gewidmet hat, nach den Grnndsätzen seiner 
Philosophie, die nicht umsonst die kritische heisst, zu bearbei- 
ten , wie diess für die Pflanzenpbysiologie bereits von unserem ge- 
nialen Schleiden geschehen ist; ebenso hätte Herr Dr. Barfuss, 
der älter als kfa ist und’ länger das Glück hatte. Pries persönlicli 
zu kennen, die Mathematik kritisch bearbeiten sollen. Statt dessen 
ergreift derselbe eine unglückliche Hypothese unseres I-ehrers und 
meint wahrscheinlich, weil sie Fries ausgesprochen hat, sei sie un- 
umstössliche Wahrheit; (wie folgt denn nnr aus dem Satze, dass 
die Principien der Mathematik rein anschaulicher Natur sind, die 
Lehre von der syntaktischen Bedeutung der Reihen?). Da nun an 
Herrn Dr. Barfuss diese Aufforderung nogehört vorUbergezegeo ist, 
so suche ich jetzt derselben nachzukommeo, obgleich diese Aufgabe 
mit meinen Fähigkeiten bei weitem weniger in Eioklaug zu sein 
scheint, als mit den seinigen. 



Digilized by Googic 



443 



XXXVIII. 

Eine neue analytische Gleichung, und deren 
Anwendung auf die Bestimmung eines vielfa- 
chen Integrals und die Snmmirung einer 
Reihe. 

Von 

Herrn F. Arndt, 

Lehrer am Gjninaaium zu Stralsund. 



Mollweide bat sich in seiner 'Fortsetzung des Klügelschen 
Wörterbncbs (Artikel Sammirung der Reihen S. 739.) mit der 
Summation der Reibe beschäftigt, deren allgemeines Glied durch 

7.— .-r: ausgedrückt wird, indem A; den von Null 

bis unendlich wucbseadeo Index bezeichnet, und stellt die Summe 
durch drei bestimmte Integrale dar. Indem ich mich nun bemühte, 
die allgemeinere Reibe zu summiren, deren allgemeines Glied 






(li -t-k) (i, -I- A) . . . . (i« -f- k) 



ist, wo A seine vorige Bedeutung hat, wurde ich auf die Untersu- 
chnng einer Summe mit endlicher Gliederzahl geleitet, und dos 
Resultat, welches ich fand, schien mir merkwürdig genug zu sein, 
um es iui Folgenden mitzutbeiien. 



Sind X,, X,, % Xn beliebige, aber sämmtlioh von 

einander verschiedene Grössen, so findet stets die ia* 
teressante Relntion statt; 



I 



(«) 



1 

I 



1 

öl» ) (I» i j) ~.. (i« i«— l) 
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Bewaii. Au« der Theorie der Zerlenng der gebrocheet« 
FoDCtioDen io PertialbrBcbe*) Ut bekaoot, du« man «etxen kann 

1 ■ , ^1 , , I 

god daaa dann die Coefficienteo A^, A ^, .... A^\ dnrcb folgeodt 
Wertbe bestimmt sind: . . • ' i 

^ > 



^ I 

“ (^, -1,).... (i« 

Dieidirt man also die Wertbe von A,, A^, ..,.An—\ resp. dnrcb 
— (i, — i,), — (1, — J.,) — (Xh — i|), und snmmirt, so ent- 

steht 

1 1 

1 

u. s. w. 

1 

(in — ) (i* ■” ij) •••• (i« — ^1 1)' 

nnd wenn man die Glieder auf der Rechten auf die Linke bringt, 
so 'entspringt das Theorem, welches ich oben ausgesprochen habe. 

2 . 

Zuvörderst ist nnn die Bedingung der Convergena der Reibe 
festzHsi eilen, deren allgemeines Glied wir oben ungegeben haben. 
Wird dieses durch Uk hezeicbuet, so lindet man leicht, dass der 

absolute Werth des Verhältnisses den absoluten Werth von x 

9ik 

zu seiner Gränze hat, und mich einem bekannten Theorem von 
Cauchy (n. die Analyse atgebrique p. 134), wird also obige Reihe 
convergent sein, wenn der absolute Werth von jc kleiner als die 
Einheit ist. 

Dies vorausgesetzt, bestimme ich die Summe der unendlichen 
Giiedcrzahi 



(i, -t- “t" . (tu ■+" 



auf folgende Art. 



*) Grunert Leitfaden für den ersten Unterricht in dar böhem Analysis. 
S. 151. ... 
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1=B 



=/4? 



— irfr 



das lote^^al von ^ = 0 bis je = o! ansgedehnt. Denn differenxiirt 
man den Ausdruck auf der Linken, und suromirt die dadurch ent- 
alandene geometrische Progression von nnendlicher Gliederzabl, so 

findet sich welches zwischen den Gränzen 0 nnd « integrirt 

werden muss, um den Werth auf der linken Seite wieder zu finden. 

Cm puD X, + A als Factor in den Nenner zu bringen, multi- 
plicire man jene Gleichung mit i<4r, und integrire, äo ent- 

steht 



Xixsae 

V 






(i.- 



H • 






das neue Integral von 0 bis ar ansgedehnt. 

Elienso multiplicire man diese Gleichung mit , nnd 

integrire; dann erhält man 

• a:l,+i 

= ^a;U—U—^dje i.,— 

Geht man auf ähnliche Art fort, so gelangt man zu dem allgemei- 
nen Ausdruck : . 

(bl 

. ■ . I- ■ 1 

alle Integrale von ar = 0 bis x-=.x erstreckt. 

Dieses vielfache Integral gestaltet eine Zerlegung in n einfa- 
che Integrale. 

Denn nach der ersten allgemeinsten Reductionsformel ist zuerst 

’ I 

■'>’ ; V* , , /’arii— '<te arii— Ai- irfr 

- = ÄT-^ 

' *** i, — i, ■«/ 1 — a: ■ 

t 

Mnltiplicirt man dieses mit arA>— it— i«te, integrirt, und bestimmt je- 
des Doppelintegral auf der Rechten wieder nach der ellgemeinatea 
Bednctiooslormel, so wird 
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xiiHli ^xXi—^dx 

, xl%~lt fvclt^^dx 

U, -i,)(A,— A,) ■/ \—x 

J PxXt—'^dx 

-i,)-/ \-x ' 

Melzt nun ili«se BDtwick«lung noch weiter fort» ao vermlitbet 
man leicht dua hier obwaltende Gesetc, ndoilich: 



(c) ^dx^a^”~'^~^~^ — * dx . . . -^ ^^1 _ ^ 

a^<* — pxX\~'idx 

~ Ü, - i.) (t. - i.) • . . . ./ l-x 

'■ ' PxXt—Xdx 

A,)....(A„-ij) ‘y \—ir 



•■ tr—i px^«—\—^dx 

(A| — Art — i)(Aj — An — 2)—«(An— 'Art — i) y 1 — X 

' • 1 p 3 ^ ^dx 

(A| — Ar) (A, — Art).... (A r — 1 — Art) ^y 1 — X 
„ . .1 '1 
Die Factoren der Nenner befolgen das Gesetz, dass zUarat il,* r«a 
allen übrigen Grössen A,, A,,....A.r, dann ü., von allen übrigen, 
dann X, u. s. w. abgezogen wird. 

Um indessen die allgemeiire Göltisirett dieses ft«sultates zu er- 
weisen, nehmen wir an j ' dass die Gleidlinog (r) richtig sei, und 
erweisen« dass das Gesetz bleibend ist, wenn n übergeht in o-t-l. 
In der Tbai;,' muhiplicircn wir (c) mit , und inte- 

griren nach der allgemeinsten Kcductionsformel, so erhalten wir 
n Differenzen, nämlich: 



X^r4-1 — 



. x^rt-t-i — A, /TzAi— i<te 


(Af Ä 1 ) 

1 1 


’ (A,— A,)—.(Art+i— i,)y 1 — X 
.-t- 


(A, — A,}....(Aih-i — A j) 


■ l 

1 ar^rt+i— t» ' ^jXif—^dx 


1 



rtWi-lifcp 



I . .1 



Da nun aber — 
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ist, und TOD deo übrigen dieser Coefficientea dasselbe gilt, so ist 
nacb (a) oifeDbar die Samme der Coefficieaten vod — 



( • (i»+i_i.) .... - A„) — (i, -in+l) (i« - Wl)’ 

und folglich bleibt die Gleiebung (c) riclitig.- 
SoBit haben wir nun 



(d) 2^ 






t=o (A, -4- Ar) (Aj -+- ^) . . . . {A# -f- k) 

x^” — i~* xXi—^dx 



xr” — xXx—idx 

~ •*/ 0 I - ^ 



A, ari,— 1 

, V 0 I - 



(A 



’* arAt— irfa: 
X 



jrA* — An— I 



(A| Aä^i) (A j A„-™i) m..(Aa Am i) 



f 

•f 0 



*x 



1 — X 



(Al — Am) (Aj 



I p*aM 

— Am) .... (Am — 1 — Am) ^ 0 1 



’x^A« — 



Es fragt sich jetzt, ob diese Reihe noch für a:=l gelte.' Denkt 
man sich, nm dies zu uutersurhen, A; schon so gross, dass die Pacto- 
ren H, +i(, A., + >b, u. s. w. sämmtlich positiv sind, UDdistA^+>& 

der kleinste unter ihnen, so ist < (raj::* 

t=jo 1 X=x I " 

und folglich ^ ^ (y^l-Äpi . wenn a der 

Werth von k ist, von welchem alle Fuctoren anfangen positiv zu 
sein. Da nun nach einem bekannten Satze die Reibe, deren allge- 
meines Glied ^ -f.Äj » '®*> convergirt, wenn ist, so gilt die 

Formel (d) für a:=l unter der Voraussetzung, dass n^l ist. 

Ist endlich » = 1, so wird die Reihe ^ ^ ^ 

-f- n. s. w., welche bekanntermassen divergent ist. 

I ^ ■ ' 



Mittelst der Glercbung (d) lässt sieb noch eine andere bemer- 
koBtwertbc Reihe suinaiiren. 

Beieichnet man den Ausdruck auf der Linken in der: Relation 
(d) durch «m, mnltiplicirt ihn mit und differenziirt das •Dro-' 

duct anf bekannte Weise, nämlich — ^ m)^ 

d(x** .tn) 



+ x°- 



d . xm 
dx ’ 



so erhält man wegen (b) 



dx 
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= (a — Xn)x" 1 . Jg« ln , 1 — 1 • 

= (a — Xn)x“ 1 ^.«»_i. Führt maii oud 

die aus (d) sich ergebenden Ausdrücke Tür <n und tn—i ein, und 
zieht zusammen, so gelangt man zu 

i=» (« I . . 

(« — ii— • f xl\—'^dx 

. (n — A,)*“ ti— 1 f\cli—'^dx 




(c — Aw)j;” — ln — 1 — ^ix 

(A, — An) (A, — An)>«**(An — 1 — An) v ] — X 

säramtliche Integrale zwischen den Gränzen 0 und x genommen. 

Die Convergenz.' dieser Reihe ist besonders feslzustellen, da 
man von der Reihe in 2. auf sie keinen Schluss machen kann, in- 
dem sie durch Differenzintion abgeleitet ist. 

Dass aber unsere Reihe conver^ent ist, wenn der absolute 
Werth von x kleiner als die Einheit ist, erhellt aus dem schon 
oben angewandten Theorem von Cauchy. . , . 







xxxVui! 




M i s c e 1 1 e n. 



. i::i / ;! 7" • 

. .1 i; . • 



A l’oGcasion d’une communication de M. Masson anr la photo- 
mdtrie, M. Abel Transon signole un ph^nom^ne curie'ux que ebaenn 
peut vdrifier tres facilement. Si on fait pirouetter une pi^ce du 
jeu de domino sur le pelit clou qui fait ordinairement saillie au 
centre de' la face noire, on verra les points de la face numdrotde 
dchanger, k nn certain degrd de vitesse tres faible, lenr couieur 
noire ponr jine teinte d’un rouge assez vif (Societd philomatique 
da P.aru). 
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